Hitzer [2007], Bahri [2008], Bahri [2013], Hitzer [2016]. Transformasi ini
juga sangat berguna untuk pemrosesan sinyal quaternion. Quaternion pertama
kali diperkenalkan oleh W.R. Hamilton sebagai perluasan dari bilangan kompleks
Dospra [2015]. Berbeda dengan bilangan kompleks yang hanya memiliki satu
unit imajiner, quaternion melibatkan tiga unit imajiner, dan perkalian keempat
komponen quaternion tidak bersifat komutatif. Beberapa sifat penting TFQ, seperti
translasi, modulasi, konvolusi, korelasi, teorema perkalian, serta hubungan antara
fungsi karakteristik quaternion dan TFQ, telah dibuktikan dalam Bahri [2018]
untuk digunakan dalam penurunan sifat fungsi probabilitas quaternion dan momen

quaternion pada bidang aljabar quaternion matematika statistika.

Dalam beberapa tahun terakhir, minat dalam studi transformasi Fourier
quaternion dan transformasi umum lainnya semakin meningkat. Sebagai contoh,
para penulis dalam Bahri [2014], Bahri dan Saleh [2017], Shah dan Tantary

[2018], Shah dkk [2021] memperkenalkan transformasi shearlet, transformasi
wavelet, transformasi Fourier Windowed, dan distribusi Wigner-Ville dalam bidang
quaternion. Beberapa peneliti juga mempelajari distribusi Wigner-Ville yang
terkait dengan transformasi kanonikal linear dan aplikasinya dalam Xin dan Li
[2021], Wei and Li [2014], Zhang [2009]. Dalam Shah dan Tantary [2020],
para penulis mengusulkan transformasi-S kanonik linear (TSKL), yang merupakan
generalisasi dari transformasi-S klasik dalam konteks transformasi linear kanonik
(TKL beberapa sifat penting dari transformasi-S klasik dapat diterapkan pada
TSKL, termasuk modulasi, pergeseran, prinsip ketidakpastian, dan lain-lain,
misalnya, Bahri dkk [2019], Xiang dan Qin [2009], Bhat dan Dar [2021].
Dalam Bhat dan Dar [2023], telah dilakukan penelitian tentang transformasi-S
kanonik linear quaternion (TSKLQ) dan diperoleh prinsip ketidakpastian. Namun,
beberapa prinsip ketidakpastian lain yang terkait dengan transformasi ini masih
belum dikaji. Oleh karena itu, penelitian ini melanjutkan investigasi yang
dimulai oleh Bhat dan Dar [2023] untuk lebih memahami transformasi-S kanonik
linear (TSKL). Dalam penelitian ini pula ditunjukkan beberapa sifat dasar terkait

transformasi yang diusulkan ini secara lebih rinci.

Prinsip ketidakpastian (uncertainty principle) diperkenalkan oleh Werner

Heisenberg pada tahun 1927 dan menjadi tonggak fundamental dalam mekanika



kuantum Heisenberg [1927].

mengukur secara bersamaan posisi dan momentum suatu partikel.

Prinsip ini menegaskan bahwa tidak mungkin

Prinsip

ketidakpastian merupakan sifat penting yang memiliki bentuk khusus untuk

setiap transformasi, termasuk TSKLQ. Berdasarkan sifat ini, berbagai prinsip

ketidakpastian dikembangkan untuk TSKLQ. Hubungan ini dapat dianggap

sebagai generalisasi non-trivial dari prinsip ketidakpastian pada transformasi

quaternion kanonik linear (TKLQ) dan transformasi quaternion Windowed kanonik
linear (TWKLQ). Prinsip ketidakpastian untuk TSKLQ berbeda dari yang diusulkan

dalam Bhat dan Dar [2023].

Perjalanan penelitian yang terkait dipaparkan dalam tabel berikut.

Tabel 1.1 Ringkasan Jurnal Terkait Transformasi dan Analisis Sinyal

No. Artikel

Pembahasan

1 The linear canonical transform
and its application to
time-frequency signal analysis
Xiang dan Qin [2009]

Membahas tentang transformasi
kanonik linear dan aplikasinya dalam
analisis sinyal waktu-frekuensi.
Transformasi ini merupakan
generalisasi dari transformasi Fourier
dan transformasi lainnya.

2 A generalized S-transform in
linear canonical transform Bahri
dkk [2019]

Membahas transformasi-S kanonik
linear untuk mendapatkan beberapa
sifat yang tidak dimiliki oleh
transformasi konvensional.

3 Uncertainty principles related to
quaternionic windowed Fourier

Membahas transoformasi-S kanonik
linear untuk mendapatkan beberapa

transform Bahri dan Ashino sifat yang tidak dimiliki oleh
[2020] transformasi konvensional.

4  Multiresolution  analysis for Memperkenalkan linear canonical
linear canonical s-transform. S-transform (LCST) yang memiliki

Bhat dan Dar [2021]

sejumlah karakteristik penting yang
tidak ditemukan pada transformasi
waktu—frekuensi konvensional.

5  Quaternion linear canonical
S-transform and associated
uncertainty principles. Bhat dan
Dar [2023]

Memperkenalkan transformasi-S

kanonik  linear quaternion yang
merupakan perluasan dari
transformasi-S kanonik linear,
kemudian menerapkan prinsip
ketidakpastian Heisenberg dan

logaritmik.




1.2. Rumusan Masalah

1. Bagaimana membangun prinsip ketidakpastian pada TSKLQ?
2. Bagaimana definisi transformasi-S kanonik linear quaternion (TSKLQ)?
3. Bagaimana sifat-sifat transformasi-S kanonik linear quaternion (TSKLQ)?

4. Bagaimana relasi TKLQ dengan TFQ?

1.3. Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini antara lain sebagai berikut.

1. Membangun definisi transformasi-S kanonik linear quaternion (TSKLQ).
2. Menurunkan sifat-sifat transformasi-S kanonik linear quaternion (TSKLQ)

3. Membuat relasi transformasi kanonik linear quaternion (TKLQ) dengan

transformasi Fourier quaternion (TFQ).

1.4. Batasan Penelitian

Dalam menyelesaikan masalah yang disebutkan dalam subbab 1.2. akan
digunakan beberapa batasan masalah sebagai berikut.

1. Teori yang dibangun membahas tentang definisi dan sifat-sifat transformasi-S

kanonik linear (TSKL) dan transformasi-S kanonik linear quaternion (TSKLQ).

2. Sifat-sifat transformasi-S kanonik linear quaternion (TSKLQ) yang akan

dibuktikan seperti sifat orthogonal dan invers TSKLQ.

1.5. Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan tesis ini sebagai berikut.
BAB | PENDAHULUAN

Pada bab ini dibahas mengenai latar belakang masalah, rumusan masalah,
batasan masalah, tujuan penelitian, tinjauan pustaka, metode penelitian dan
sistematika penulisan yang akan dilakukan dalam penyusunan Disertasi.



BAB Il PRINSIP KETIDAKPASTIAN PADA TRANSFORMASI-S
KANONIK LINEAR QUATERNION

Pada bab ini berisi tentang konstruksi definisi TSKLQ dan beberapa prinsip
ketidakpastiannya, yaitu prinsip ketidakpastian Heisenberg, ketaksamaan Pitt,

dan ketaksamaan Hausdorff-Young dalam kerangka quaternion.

BAB Il KETAKSAMAAN LIEB DAN NAZAROV PADA
TRANSFORMASI-S KANONIK LINEAR QUATERNION

Pada bab ini berisi tentang konstruksi definisi TSKLQ dan beberapa prinsip
ketidakpastiannya, yaitu ketaksamaan Lieb dan ketaksamaan Nazarov dalam

kerangka quaternion..
BAB V KESIMPULAN DAN SARAN

Pada bab ini berisi kesimpulan dan saran untuk penelitian selanjutnya.

1.6. Keterbaruan Penelitian

Peneliti (Bhat dan Dar [2023]) telah mengkaji transformasi-S kanonik
linear quaternion (TSKLQ) dan prinsip ketidakpastian dasar sehingga masih ada
prinsip ketidakpastian yang lain yang dapat dikaji. Disertasi ini mengembangkan
beberapa prinsip ketidakpastian yang berhubungan dengan TSKLQ.






BAB Il

PRINSIP KETIDAKPASTIAN PADA TRANSFORMASI-S
KANONIK LINEAR QUATERNION

2.1. Abstrak

Transformasi Stockwell (transformasi-S) kanonik linear quaternion
diperkenalkan sebagai generalisasi dari transformasi-S kanonik linear
berbasis quaternion. Penelitian ini menyelidiki sifat-sifat serta berbagai prinsip
ketidakpastian yang terkait dengan transformasi-S kanonik linear quaternion.
Hasil yang diperoleh merupakan perluasan dari prinsip ketidakpastian pada
transformasi kanonik linear quaternion dan transformasi kanonik linear berjendela

quaternion.

2.2. Pendahuluan

Saat ini, penelitian mengenai transformasi Fourier quaternion dan
transformasi ke bentuk umum lainnya menunjukkan perkembangan yang pesat.
Sebagai contoh, Bahri [2014], Bahri dan Saleh [2017], Shah dan Tantary
[2018], Shah dkk [2021] membahas transformasi shearlet, transformasi wavelet,
transformasi Fourier windowed, serta distribusi Wigner-Ville dalam konteks
quaternion. Selain itu, Xin dan Li [2021], Wei and Li [2014], Zhang [2009]
meneliti distribusi Wigner-Ville yang berkaitan dengan transformasi kanonik linear

beserta aplikasinya.

Penulis dalam Shah dan Tantary [2020] memperkenalkan transformasi-S
kanonik linear sebagai pengembangan dari transformasi-S pada kerangka
transformasi kanonik linear. Beberapa sifat esensial dari transformasi-S klasik,
seperti modulasi, pergeseran, dan prinsip ketidakpastian, juga dapat diterapkan
pada transformasi-S kanonik linear, lihat Bahri dkk [2019], Xiang dan Qin [2009],
dan Bhat dan Dar [2021].

Penulis dalam Bhat dan Dar [2023] telah meneliti transformasi-S kanonik



linear quaternion dan memperoleh beberapa prinsip ketidakpastian. Namun,
sejumlah prinsip ketidakpastian yang berkaitan dengan transformasi-S kanonik

linear quaternion masih belum dieksplorasi secara menyeluruh.

Penelitian ini melanjutkan investigasi yang telah dilakukan oleh penulis
dalam Bhat dan Dar [2023] untuk memperdalam pemahaman mengenai
transformasi-S kanonik linear. Beberapa sifat fundamental dari transformasi-S

kanonik linear yang diusulkan akan dipaparkan secara rinci.

Penelitian ini secara komprehensif mengkaji beberapa sifat mendasar
yang berkaitan dengan transformasi yang diusulkan. Prinsip ketidakpastian
diakui memiliki peran penting dalam mengkarakterisasi atribut spesifik dari
berbagai transformasi, termasuk transformasi kanonik linear quaternion (TKLQ).
Berdasarkan sifat-sifat dasar tersebut, serangkaian prinsip ketidakpastian yang
berkaitan dengan TSKLQ berhasil diperoleh. Hubungan-hubungan signifikan
ini dapat dianggap sebagai generalisasi substansial dari prinsip ketidakpastian
yang terkait dengan TKLQ dan transformasi kanonik linear berjendela quaternion
(TKLWQ). Selain itu, prinsip-prinsip ketidakpastian yang berlaku pada TSKLQ
menunjukkan perbedaan yang jelas dibandingkan dengan prinsip-prinsip yang
diperkenalkan dalam Bhat dan Dar [2023].

Struktur utama artikel ini disusun sebagai berikut. Bagian 2.3. antara
lain berisi kumpulan beberapa fakta dasar mengenai aljabar quaternion beserta
sifat-sifatnyaDe dan finisi transformasi Fourier quaternion (TFQ) dan sifat-sifat
pentingnya. Bagian 2.4. mengulas secara singkat definisi transformasi kanonik
linear quaternion (TKLQ) serta hubungannya dengan transformasi Fourier
quaternion (TFQ). Selanjutnya, Bagian 2.5. membahas pengenalan transformasi
kanonik linear quaternion S (TSKLQ), turunan beberapa sifat penting, dan

prinsip-prinsip ketidakpastian yang terkait dengan transformasi tersebut.

2.3. Pengantar

Pada bagian ini, disajikan pembahasan tentang aljabar quaternion dan

transformasi Fourier quaternion yang berikutnya banyak digunakan.



2.3.1. Aljabar Quaternion

Andaikan H adalah quaternion yang dilengkapi dengan sifat asosiatif.

Quaternion ¢ € H dapat dituliskan dalam bentuk sebagaimana Blilow [1999]

H={¢=qo+iqg +jo +kae | q,q,9,q € R}, (2.1)

di mana tiga bagian imajiner berbeda quaternion unit i, j and k memenuhi aturan

perkalian:
ij=—ji=k, jk=-kj=i, ki=-ik=j, i’=j7=Kk*=ijk=-1. (2.2

Persamaan (2.2) menunjukkan bahwa perkalian tidak komutatif di H. Untuk suatu
q € H, maka berlaku
q=qo+q=_Sc(q) +V(q), (2.3)

dimana ¢o = Sc(q) dan V(q) = iq1 +j g2 + k ¢3 secara berturut-turut menyatakan

bagian skalar dan vektor atau quaternion murni.
Konjugasi quaternion g diberikan sebagai
7=q0—iq1 —jg —kgs. (2.4)
Persamaan ini memenuhi
ap = pq- (2.5)
Untuk setiap ¢ € H, bagian skalar dan vektor dapat dituliskan dalam bentuk

Se(a) = 3la+a) and V(o) = 5(a- ). 26)

Panjang atau norm dari dari quaternion ¢ didefinisikan oleh persamaan

IQI=¢q_‘=\/q5+qf+qg+q§~ (2.7)

Untuk setiap ¢, ¢, p € H berlaku:
Sc(q) <lql, lgl=|V(g)| <lql, dan Sec(gpt) = Sc(ptq) = Sc(gpt).  (2.8)

Selanjutnya didefinisikan inner product untuk dua fungsi quaternion f, g :
R? — H sebagai

(f,q) = /R J@)g(@) d,  da = drid (2.9)
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dengan simetri perkalian skalar
(f.9) = Sc(f.9)
= 3[(F.9)+ (0.0 210)

Untuk f = g pada persamaan (2.10), diperoleh norm L?(R?; H)

1/2
laz = (1.0 = ([ 1f@)Pde) @11

2.3.2. Transformasi Fourier Quaternion Dua Sisi

Pada bagian ini, dimulai dengan mendefinisikan transformasi Fourier
quaternion (TFQ) dua-sisi, selanjutnya akan dikumpulan beberapa sifat yang
akan dibutuhkan nanti. Penjelasan lengkap tentang TFQ dan sifat-sifatnya dapat
ditemukan dalam Chen dkk [2015], Hitzer [2007], Lian [2018], Lin [2020], Aboue
[2020].

Definisi 2.3.1 Diberikan ¢ dalam L*(R?;H), definisi transformasi Fourier

quaternion dua-sisi dari g dinyatakan sebagai:

Folghw) = [ eBmmgla)emiiness da. 2.12)
R2

Contoh 1 Misal diberikan fungsi
g(xy,29) = e~ (@i+a3) (I+i+j+k).
Maka transformasi Fourier quaternion dua-sisi diberikan oleh:

Folghw) = [ e Brosmgla)e me d
JR2
_ / e—i27rwlzle—(w;{+m§) (1 +i +j + k) e—j27‘rw2x2 da
R2
_ / e—i27rwlzl—mf (1 + i +j + k) e—j27rngg—x§ dx
R2

Dengan integral Gaussian terhadap d(x1, z2), diperoleh:

Foloh(w) = Ve ™ (1 41+ + k) yre ™

= me~™ @I (1414 j+ k)
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Visualisasi grafik dari contoh fungsi transformasi kanonik linear quaternion

disajikan pada gambar berikut.

Bagian Real

Gambar 2.1

Gambar 2.1 menunjukkan visualisasi grafis bagian real fungsi transformasi Fourier

dari fungsi bernilai quaternion.

Bagian i

Gambar 2.2

Gambar 2.2 menunjukkan visualisasi grafis bagian i fungsi transformasi Fourier

dari fungsi bernilai quaternion.
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Bagian |

Gambar 2.3

Gambar 2.3 menunjukkan visualisasi grafis bagian j fungsi transformasi Fourier

dari fungsi bernilai quaternion.

Bagian k

Gambar 2.4

Gambar 2.4 menunjukkan visualisasi grafis bagian k fungsi transformasi Fourier
dari fungsi bernilai quaternion.

Definisi berikut menyajikan invers dari TFQ, yang menyatakan bahwa
fungsi quaternion asli dapat dihasilkan menggunakan TFQ-nya seperti yang

ditunjukkan di bawah ini.
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Definisi 2.3.2 Misalkan g € L'(R%*H) dan Fo{g} € L'(R%H). Transformasi

Fourier invers quaternion untuk g didefinisikan sebagai:
7o' Fola))(@) = g(x) = / T Fo{g(w) T du, (2.13)
Contoh 2 Dari contoh 1

Fa' (Falall(w) = [ e Foghw) e+ du
:/ ei27rw1m17_(6—7r2(wf+w§) (1 +1+J -l—k) ej27TOJ2$2 dw
R2
_ / 7TeiZ‘rrwlxl—ﬂ'wa (1 + i +J + k) ej?wwzzz—ﬂ'ng dw
R2

= (13 (1 4 i4j+ k)

Dari relasi (2.13), untuk setiap g € L?(R?; H) diperoleh:

Fo{Folgt}(x) = g(—w). (2.14)

2.4. Transformasi Kanonik Linear Quaternion (TKLQ)

Pada bagian ini, direview kembali definisi transformasi kanonik linear
quaternion dua-sisi (disingkat TKLQ) dan kemudian menyajikan hubungannya
dengan transformasi Fourier quaternion (TFQ). Hubungan ini dikembangknan
untuk mendapatkan hasil utama di bagian berikutnya. Untuk pembahasan yang
lebih rinci tentang transformasi ini, dapat dilihat pada pustaka Achak dkk [2019],
Zhang dan Li [2018].

Definisi 2.4.1 Diberikan A, = (ay,bi,ci,di) = | bl] dan A, =

cr dr

az by .
(ag, b, co,do) = dalam SL(2,R). TKLQ dari f € L*(R?;H) N L?(R?; H)

C2 d2
didefinisikan melalui:

Sz Ka, (x1,w1) f(2) K a, (%2, w2) da, untuk b1by # 0
£21,Az{f}(w) = : c1dy

\/Eei(T)wff(dlwl,dgwg)\/@ej(%)“’g, untuk b1by = 0,
(2.15)
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Untuk kasus di atas, fungsi kernel dari TKLQ didefinisikan:

1 (212 240 wiozx
KAI(Q:I,UJI): \/mg (bl i bl 1 1+1, 1 2), (2.16)
dan
ife2,2 2, . 1942 2 =
rton = A ), i

Penelitian ini mempertimbangkan TKLQ dalam kasus b1b> # 0. Untuk
matriks parameter tertentu A; = As = (a;, b;,¢;,d;) = (0,1, —1,0) dengan i = 1, 2,
definisi (2.15) disederhanakan menjadi definisi TFQ dua-sisi berikut:

3

Q —1w1rc1 e dwam2 2 i _ e’ w e e

di mana Fo{ f} didefinisikan oleh (2.12).
Definisi 2.4.2 Untuk suatu f € L*(R?;H) dengan Cgh A, L/} € L' (R?; H), definisi
invers dari TKLQ dinyatakan sebagai:

@)= (5, 4,) " [£3, 1] (@)

1 _ifarg,2 2 di 2 =
:/]R T Hiat-fmentiiot-1) g L5 4, {Hw)

X ! e_%(ngz bz“wﬁbz“g_%)dw. (2.19)

vV 27Tb2

Dari definisi TKLQ (2.15), diketahui bahwa:

LY 4 AfHw)

i a2 s

e%(i—izl b1m1w1+b wl—g)f(m) 1 ei(EmQ b2x2w2+b2w2—§) dax

1
 Jr2 V27 2mhy
T Zogwo

-1z . W] s -3 . .
:/ e 4 el%w?@—l—})llelzbl J’lf( ) e J4 e‘]%ube_'] % 6‘]2]’212 dr. (220)
R2 \/27‘1’1)1 \/271'1)2

Sehingga,

V2mby e %lwlﬁQlA){f} eI forh, T

_szjwy say 2 sag 2 .zowy
:/ e Tt e 2b1$1f($)e-]2b2m2€ 37" da
R2

™

'T

-

= Folh}(525)- (2.21)
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di mana

g i35 73 (2.22)

dan

W (w1 we
(ﬁ) - (271'1)17 27Tb2)'

Untuk setiap f € L?(R?; H), berlaku:
L8 @) o= [ (@) a. 2.29)
yang dikenal sebagai Teorema Parseval untuk TKLQ dua-sisi.

Contoh 3 Misal diberikan fungsi

flar, @) = e (#hHad):

Untuk b, b2 # 0, transformasi kanonik linear quaternion diberikan sebagai berikut.

1 ifai,2 2 di 2 m
LR n1He) = [ et (R Ant g mciend
\/217rb e%<%$g_%mw2+%“§_%) dz1dzo
2
d1 2
_e (w3 2)/ ok (frat-Eawn) — (a3 +23)
R2

vV 27Tb1

X

Nl

d(d2.,2_ =
62([72“’2 2)

J(e2.,.2_ 2
x 3 (ed-men) gy qp, @02 7
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Dengan memisahkan bagian skalar dihasilkan bentuk sebagai berikut:

i(ﬂbﬁ_z)

1732 ;

e2\h i(ar,2_ 2 2
ez blxl blwlwl Ty

vV 27Tb1 R2 ’

LG 4 w)
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Dengan mengintegralkan terhadap z; dan x4, dihasilkan

£9 A Hw) =2

s e B
X
— 192
(1 J2b2) vV 27hs
2 2
I if(d 2 x ajw?
N G B ven) LG SR
- e T\%1 1 -
N a2 + b2
) , 2 /4 ,
% ()(1% arctan<2"b11>) < b2 ) ()(J% arctan(%))
> 73 >
a5 + 4b3
2
d(d2 2 _x_ 02wy
2
2(b2 2 453(a?+4b%))
X e 2o+t
b2 b2 1/4 1 wi w3
— 2 % 1 e a3+ab]  af+ab3
a% + 4b% a% + 4b% b1bsy

2
ifd 2 s ajw 2 2
y e% (ﬁwl —5—71); +<a1+4b1+(arctan<—;b11 ))))

2
j(d2, 2_ = _ 2w 2 2
%(%w2—7_zgl+<a2+4b2+(arctan(;fz))))

atau transformasi kanonik linear quaternionnya dapat dituliskan dalam bentuk:

Q b% b% 1/4 1 _ w% _ w%
L — a2+4b2  aZ+t4b2
A1,A2{f}(w) - <a% 41)% X a% 4b%> blbge 1 1 o t4b3

X (cosgcosv —isingsinv — jcosqgcosv + ksingcosv).

2
q=13 (g—iw% -5 -Gt <a% + 4b7 + <arctan <2°’Tll)>))

2
o=} (208 - 5 - % + (B + 43 + (arctan (52)))).

Visualisasi grafik contoh transformasi kanonik linear quaternion dari fungsi

f(x) disajikan pada gambar berikut.
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Komponen Real

Heal

Gambar 2.5

Pada gambar 2.5 disajikan visualisasi bagian real fungsi transformasi kanonik

linear dari fungsi bernilai quaternion, dengan nilai a; = 1,by = 1,d; = 1,a; =
1,by=1,dy=1.

Komponen |

5 .5

Gambar 2.6

Pada gambar 2.6 disajikan visualisasi bagian i fungsi transformasi kanonik linear

dari fungsi bernilai quaternion, dengan nilai a; = 1,61 = 1,d; = 1,a3 = 1,by =
1,dy = 1.

Komponen |

Gambar 2.7
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Pada gambar 2.7 disajikan visualisasi bagian j fungsi transformasi kanonik linear
dari fungsi bernilai quaternion, dengan nilai a; = 1,67 = 1,d; = 1,a2 = 1,b3 =
1,dy = 1.

Kompanen k

Gambar 2.8

Pada gambar 2.8 disajikan visualisasi bagian i fungsi transformasi kanonik linear
dari fungsi bernilai quaternion, dengan nilai a; = 1,61 = 1,dy = 1,a3 = 1,b3 =
1,dy = 1.

2.5. Transformasi-S Kanonik Linear Quaternion dan Prinsip-Prinsip

Ketidakpastian

Pada bagian ini, akan diperkenalkan transformasi-S kanonik linear
quaternion (TSKLQ), dan akan diselidiki sifat-sifat utamanya yang akan berguna

untuk menurunkan hasil utama dalam penelitian ini.

Definisi 2.5.1 (Definisi TSKLQ) Misalkan ¢ < L*(R?;H) adalah fungsi jendela
quaternion tak nol. Transformasi-S kanonik linear quaternion S<, didefinisikan

untuk setiap fungsi h € L*(R?; H) terhadap ¢, oleh:

SEh(u,w) = 5 Ka, (21,w1)h(2)d(u — z,w) Ka, (22, ws) da. (2.24)

Selanjutnya dikumpulkan fakta-fakta berikut yang terkait dengan definisi di

atas:
+ Berdasarkan persamaan (2.23) dan (2.24) diperoleh:

Sh(u,w) = ﬁghAz{h(m)(ﬁ(u ey w)}(w). (2.25)
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* Menggunakan invers TKLQ persamaan (2.19) ke (2.25) menghasilkan:

h@)o(u —a,w) = (£, 4,) " [STh(u,w)]. (2.26)

« Jika ¢ € LY(R?; H) N L?(R?; H) memenubhi
p(u —z,w)du = 1. (2.27)
R2
Maka untuk suatu h € L?(R?; H)

/Rz SEh(u,w)du = /R 5 Ka, (21, w1)h(x)p(u — z,w) K, (22, ws) du dx

= /R2 Ka, (21, wi)h(@) Ka,(22,ws) RQWC{U dx
= L3, 4, {1}(). (2.28)
yang menunjukkan bahwa definisi TSKLQ merujuk pada definisi TKLQ.
« Jika ¢(u — x,w) = m(w), maka
SEhw) = [ Koo h(@)u—w.0) Koy (a2,00) do
= @) [ Ko e0)h(@) Ky r2.0) do

= m(w)LS, 4, {h}(w). (2.29)

« Jika diasumsikan bahwa ¢(u — x, w) = ¢(x — u), maka:
Sq?h(uv w) = KA1 (xlvwl)h(w)¢(u -, LU) KAz (JJQ, w2) dx
R2

= 2 KA1 (Tl,wl)h($)¢($ — U) I(A2 (.’172,0.22) dx

= GFh(u, w), (2.30)

di mana gjf adalah transformasi kanonik linear berjendela quaternion
(TKLWQ) yang didefinisikan oleh:
th(%w) = | Ka,(z1,01)h(z)p(x — u) Ka,(22,w2) de. (2.31)
R2
Hal ini menunjukkan bahwa transformasi kanonik linear berjendela
quaternion sebagaimana Gao dan Li [2020] merupakan kasus khusus dari
TSKLQ.
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Teorema 2.5.2 Misalkan ¢ adalah fungsi jendela quaternion. Jika h, g € L?(R?; H)

adalah dua fungsi quaternion, maka relasi ortogonalitas berikut berlaku:

/ / Sc<8Qh u w)SQg(u w)) dw du = <h¢u,w:g>L2(Rz,H). (2.32)
R2 JR2 ;
di mana
Puw = \¢(U,w)|2 du. (2.33)
R2

Secara khusus, jika h = g diperoleh:

Az /]R2 |S§h(u7(~’)|2 dw d’u = ¢u,w ||h||%2(R2;H)' (234)
Bukti. Berdasarkan definisi TSKLQ (2.24) dan suku kedua dari (2.5), diperoleh:

/RZ /R2 SC(SQh u,w )SQg(u w)> Jude

/Rz Lo

™

o (et itel—5) | poT T w)

TV R R
27"'172 R2 V/2mbo
—_— 1 a
X p(u — t,w)g(x) Trbleﬂ B et el - 2)>dtdmdudw
;’1 (23 —t]) 1 ehl(tl_xl)wlh T DYV
/]RZ /]R2 /R2 ( 7Tb1 ' \/27‘1’()1 ' ( )¢(u m7w)
_Jaz m27t%) 1 i(tZ*fz)wz —_—
2 2EX b —t, dt de du d
2wb2 ’ N | Y twlg() |dt dwdude
/ / / Sc(e zbl(«’«l —t3 )h (z)d(u — @, w)e” 2b2(12 tz)g(w)
R2 JR2 JR2
d(u —t,w)d(t — ))dtdwdu

:/Rz /R Sc(lz(t)mqﬁ( —t,w)g ()> du dt
:/ Sc( / |¢uw|du>dt

= <h¢u,w» 9>L2(R2;H) ’

Dengan demikian, bukti selesai. |

Catatan 1 Berdasarkan persamaan (2.30) diperoleh:

/]R2 /RQ SC(QQh u. w) g¢ g(u w)) dw du = ||¢||L2(]R2?H)<h’g>L2(R2;H)’ (235)

L. [ o) dodu = (ol Wliagem: (230
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Dalam teorema berikut, akan diturunkan formula rekonstruksi yang terkait

dengan transformasi-S kanonik linear.

Teorema 2.5.3 Misalkan ¢ € L?(R%*;H) adalah fungsi jendela quaternion yang

memenuhi kondisi:

/ 60, @)t = buy 0 < fus < 0. (2.37)
R2

Kemudian, setiap sinyal quaternion h € L?(R?;H) dapat dihasilkan menggunakan
formula inversi untuk TSKLQ, yaitu:

1
¢u,w

Bukti. Penerapan persamaan (2.32) dan (2.8) memberikan:

<h |¢(u,w)|2du,g>
2 L2(R2;H)
_ / / 5c<3§h(u,w)sfg(u,w)> du dw
r2 JR2

-L.L SC<Sf ) [ Kas(oren)olu =, )@k, (iﬂz,wz))dw s

h(z) /R , L SEhaw )0t = ,0) K, (1.0 () s (230

= [ se(sEntu ot — @)K (o1 Ko oz.n)a(@) ) dudoda
R2 JR2 JR2
- < [ [ s&htuwiotu — o), o0 Ky o2,02) du dw7g>. (2.39)
R2 JR2
Karena relasi (2.39) berlaku untuk setiap g € L?(R?;H) maka:

h(x) , |¢(u,w)|2 du = /2 , th(u,w)q&(u —x,w)Ka, (z1,w1)Ka,(22,w2) du dw.
R R2 JR

(2.40)
Hal ini berarti:
1 .
he) = 5 [ [ SPhtuw)otu— o.w)Ka (01,00 K sy (52,02) dudo
¢u,w JR2 JR2
(2.41)
Dengan demikian, bukti selesai. |

2.5.1. Prinsip Ketidakpastian Tipe Heisenberg untuk TSKLQ

Hasil berikut menyajikan prinsip ketidakpastian tipe Heisenberg untuk
TKLQ, yang merupakan generalisasi non-trivial dari ketaksamaan TFQ yang

dibahas oleh penulis dalam Zhu dan Zheng [2021].
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Teorema 2.5.4 Untuk setiap f € L?(R?;H) dan a,~y > 1, berlaku:

(/Rz|$|2ﬂf(f'3)|2da:> (/ lw|2* | Fo{ f}(w |d§> /|f P das

(2.42)
Generalisasinya dalam kerangka TKLQ akan menghasilkan hasil penting

berikut.

Teorema 2.5.5 Dengan asumsi yang sama seperti pada Teorema 2.5.4, untuk
semua £, , {f} € L*(R? H), berlaku:

(/ 27| f (@ |2dw) </ |20 " w|*[£G, 4, {FHw) ydw> o

/ L], 4, {fHw)? dw. (2.43)
Bukti. Mengganti f(x) dengan h(x) dalam (2.42) diperoleh:

iol g2 jo2 222 o o 2 v
</]R2 |w|27|e 20171 f ()¢ 202 2| dfc) (/}R2 |c4.:|2 ‘FQ{h}(w)| dw)

> [ el p(a) o R da. (2.44)

_]RZ

Dengan menyederhanakan, diperoleh:
2+ 2 204 2a+1 i 2 %
</ || f (2 |dw) (/! | [Folh} (53] dw)
> [ @) de. (2.45)
]RZ

Berdasarkan persamaan (2.21) diperoleh:

([ ais@izan) ™ ([ fol o P o et
R2 R2 )

Jile
oty

X L9 {fHw)e I54E fonh, F | dw>

> / |f ()] dz.
]RZ
Sehingga,

(Llerir@iae)™ ([ ofl55 168, a (He) aw)
2 de.
> [ @) de
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Menggunakan Teorema Parseval (2.23) pada sisi kanan persamaan di atas, kita

mendapatkan:

i) ([l e P as)
i

/ |~cA1 WA FHw)]? de,

yang memberikan hasil yang diinginkan. |

Catatan 2 Uniuk o = v = 1, diperoleh:
. . 2
[ lallf@) do [ 1?2, 4, (5} do > <4w2)2< [ |f<x>|2d:c) . (248)
Teorema 2.5.6 Untuk setiap f ¢ L?(R?;H) dan a,y > 1, berlaku:

(/R |w|2”|f<w>\2dw)ﬁ(/]w/2

> oo 1F 1172 sy - (2.47)

Bukti. Dari Teorema 2.5.5, diperoleh:

</ |w|27|f(m)|2dx>m</ w206 29 0 (e ]dw)T
JR2 .

/ 129, 4 () dw. (2.48)

0
a+y

w‘za‘27rb|_2a|83{f}(u,w)‘z dw du)

Dengan memasukkan (2.19) ke dalam suku pertama identitas di atas, diperoleh:

Pet

([ P8 ) 1S @) )

x(/R Jw|*|2mb| |G, 4, {F}Hw))] dw)
/ 15, 4P Y @) doo. (2.49)

Mengintegralkan relasi di atas terhadap du akan menghasilkan:

I K/ o165, ) IS, @ i)
o[ o ] 125, |dw)ﬂ du

> [ e @ dede. (250
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Dengan demikian:

(L Lot 18 0) " 168, a0 @) dwau) ™

(/ ’ ’ ’ |—20¢|CA1 A2{7} | dwdu) R
R2 JRR2
/]R?/ | Ay, Ag{f} )|2dw du (251)

Mengganti £A1 A,1f} dengan Sf{f} akan menghasilkan:

@)(£3, ) (SN @) dodu)
(L1 )

~

x(/ W“|2wb\—2“|s§{f}(u,w)|2dwdu>“”
Rz JR2
Z/RQ /]R S FH,w) 2 dow s (2.52)

Dengan menerapkan relasi (2.26) dan (2.34) diperoleh:

(/ / |w|2v’f U—T,w | da:du>u_er

Rz

x(/ |w|2a|27rb|_2a|Sf{f}(u,w)|2dwdu>
R2 JRR2

>l [ lolww)fde. (259

Persamaan ini setara dengan:

(/R |w|2”|f(a:)|2¢u,wdm) </R /R |w|2“|2nb|‘2“|s§{f}(u,w)|2dwdu)

> Pl 172020 (2.54)

Dengan menyederhanakan relasi di atas, diperoleh:

~

(/R2 |a:|27|f(ac)|2da:> o </R2 /}R2 |w|2a|27rb|_2a|8(?{f}(u,w)|2dwdu> o

QH 0 171122 &2 50y (2.55)

Bukti selesai. ]

Catatan 3 Berdasarkan persamaan (2.30) dan (2.36) diperoleh:

~

(/ |$|27|f(:c)’2dm>m (/ ’wlza|2ﬂb‘_2a|g${f}(u,wn2dwdu>m
R2 Sy -

P N o (2.56)
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ini dikenal sebagai prinsip ketidakpastian Heisenberg untuk TKLWQ oleh Gao dan
Li [2021]. Jika relasi (2.27) dipenuhi, Teorema 2.5.6 merujuk pada Teorema 2.5.5.

2.5.2. Ketaksamaan Pitt untuk TSKLQ
Pada subbagian ini, ditetapkan ketaksamaan Pitt dari domain TKLQ ke

domain TSKLQ. Untuk tujuan ini, pertama-tama diperkenalkan ketaksamaan Pitt

yang terkait dengan TKLQ.

Teorema 2.5.7 (Ketaksamaan Pitt TKLQ Zhu dan Zheng [2020]) Misalkan | €
S(R%;H) dan 0 < o < 2. Maka berlaku:

/ w7 1LD, 4 A Hew) 2o < e / (| ()] d, (2.57)
R2 |b1b2| R2

di mana:

M= |1 (277“)]2.

rE)

Disini S(R?; H) adalah ruang Schwartz quaternion danT'(t) adalah fungsi gamma.

Sekarang, perluasan ketaksamaan Pitt dalam konteks TSKLQ disajikan

dalam teorema berikut.

Teorema 2.5.8 (Ketaksamaan Pitt untuk TSKLQ) Misalkan v € S(R?;H) adalah
fungsi jendela quaternion tak nol. Maka, untuk setiap f € S(R?;H) yang
memenuhi SZ{f} € S(R?; H), berlaku:

—a|oQ 2 Duw Mo N 5
/]Rz /]RZ |w|™[S5 {fHu,w)|” dw du < brbofo /RQ lz|*| f(@)|” dw.  (2.58)

Bukti. Berdasarkan persamaan (2.57) diperoleh:

—a| pQ MO‘ «@
Ll 1e8 P o < gres | e if@P e (259

Dengan menerapkan (2.18) ke sisi kanan identitas (2.59) diperoleh:

M, . . .
[l 168 ()P do < e [ epl(e8, )7 6], @) da.
R2 |b1b2|* Jr2

(2.60)

Mengintegralkan relasi di atas terhadap du diperoleh:

e M., N 1
/RQ /RQ |w| = [SE{f} (u,w) | dw du < TG /]RQ 5 2|°1(£3, 4,) " [SS{H) (@) dee du.

(2.61)
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Dengan bantuan relasi (2.26) diperoleh:

" —els@ 2 Y A A —
/R/R WIS {f Hu, w)| dwdu < ot /R /R 2| f(2)d(u — z,w)|” dz du.

(2.62)
Dengan demikian,
o ] oQ 2 M, f 2 " e 2
|w] |S¢ {fHu,w)|” dwdu < p |p(u,w)|"du [ |z|*|f(z)| de,
R2 JR2 |b1b2| R2 R2
(2.63)
yang merupakan hasil yang diinginkan. |

Sebagai konsekuensi langsung dari ketaksamaan Pitt yang terkait dengan

TSKLQ, dapat disimpulkan catatan berikut:

Catatan 4 Perlu dicatat bahwa dengan menetapkan o = 0 dalam Teorema 2.5.8,

diperoleh ketaksamaan berikut:

//|S§{f}(u,w)|2dwdug¢u,w/ ()| da. (2.64)
R'Z R2 RQ

Catatan 5 Berdasarkan relasi (2.30) dan (2.36) Teorema 2.5.8 di atas

disederhanakan menjadi:
—a|,Q 2 Ma 2 a 2
wGE{fH(w,w)| dwdu < == 1022 @em [ |2|*|f(2)| de,
R2 JR2 |b1b2| R2
(2.65)

Ketaksamaan ini merupakan prinsip ketidakpastian Pitt untuk transformasi
kanonik linear berjendela quaternion, bandingkan dengan Gao dan Li [2021]
berikut,

—alhQ 2 M, 9 o 2
/Rt /Rt |w| |g¢ {fH(u,w)]” dwdu < m”ﬁbnm(w;w) /}Rt || |f($)| dz,
(2.66)

di mana

o 2t — « 2t + « 2
My=mn [F( 1 >F< 1 )}»

untuk 0 < « < t dan I’ adalah fungsi gamma.

Teorema 2.5.9 (Ketaksamaan Hausdorff—Young untuk TSKLQ) Misalkan r € [1,2]
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dan s sedemikian hingga % + % = 1. Maka, untuk setiap f € L"(R?;H), berlaku:

</n§2‘33{f}(u,w)|s dwd”) 1/s

< czem ([ ot aw) Il @67
di mana:
C, = (,,.1/r5—1/s)1/2.
Bukti. Ketaksamaan Hausdorff—Young untuk TKLQ menyatakan bahwa:
([ 1 ntner ) <centeimimy=e( [ i)
(2.68)

1/r

Menerapkan relasi (2.66) ke sisi kanan identitas (2.68) di atas, diperoleh:

(/ﬂ;zlﬁgl’Az{f}(W)F dw>1/s

< 03<2w>2/8-1<|b1||b2|>1/8-1/2( / (5, 4,) " [£2, {7 (.f,;)rdm)
R2

(2.69)

1/r

Dengan ini, disimpulkan bahwa:

</RQ|£§1>Az{f}<w>|“ dw)l/s

1/r
< 03<2w>2/s—1<|b1||b2|)1/~*—”2( /R (€% a) 7 R A @) d:c) _
(2.70)

Dengan demikian:

([1e8 atryof asan)

1/r
< 2 ol ([ 165,00 (68, a0 @] dmia)
]R2
2.71)
Akibatnya,

(/]Rz "Sf{f}(u,w)ls dwdu> 1/s

2 2/s—1 1/s—1/2 Q “11 00 , 1/r
< c2em ol ([ 168,007 SO @) deau)

(2.72)
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Hal ini mengarah pada:

<./§ SS{fHu,w)|’ dwdu> 1/s

1/r
< C2(21)%/ 57|y ||bo|) /512 </ |f(@)p(u —z,w)|" dmdu) . (2.73)
R2

Yang setara dengan:

</]Rz |S§{f}(u,w)|s dwdy,) 1/s

< ezl ([ ot ) ([ s ae)

Bukti selesai. [ |

1/r
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Berikut visualisasi grafis dari fungsi transformasi-S linear kanonik

quaternion.
Contoh 4 Diberikan Fungsi:

3 (@i4a3)

f@)=c

dan
d)(a:,w) _ e—%(xf+:c§+wf+w§).

Berdasarkan persamaan (2.31), transformasi-S kanonik linear quaternion dari

fungsi f(x) didapatkan sebagai:

5) o~ hlattad)

1 _1(0_1_@2_130 w2
SQhu,w: e I\ TR Wt g Wiy
¢ ( ) R2 \/27Tb1
1

« e~ 3 ((w1=21)+(uz—w2)" +wi+w3)
vV 27Tb2

az 2 2 da 2 =
- Zaswnt2wio)
bo by Y272 dxlde

dengan memisahkan bagian skalar, dihasilkan

1 _;(d_lwz_z) / i
SQh , — 2\ ¥17 2 2
P (u,w) _27Tble ]R2€

o~ 8 ((wr—21)+(u2—22) +wi+w)

X

_d(e2,2 2
H(5208- fran) dzidxsy e
27Tb2
ifd1,2_ =«
‘E(le—i) i (a1 2
€ /e_%(%ml_%xlwl)e_iz
R

1,,2 _d(e2,2_ 2
X e 5% dwl/e JGERED)

Selanjutnya, masing-masing bagian integral diarahkan ke bentuk integral
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Gaussian, sehingga dihasilkan:

|
I
8
SN
@
|
=
—
8
SN
|
IS
<
¥
3
>
S~—

2
1420,
a

(5%+4) dz;

2
.UJ:
J +2142)
iag i) m_(h2—
+35 <2 " 5

jﬁ%+% dxz

) <2((i§2:§)) > |

Elo

_if(d2, 2 _mw)_1(,2 2 §.92
2(b2“’2 2) 5(u2+w2)+(12b2+

\/271'1)2
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maka setelah integral Gaussian,

—%(Z_}Wf—%)_%(urf+wf)+(lﬁ+%)( (i%”“l) )~
SQh € 2(;2%1_+2s_»0) s
_%(d_gwg_g)_;(ug+w2)+(J;Tz;+%)<2(jél+
77 e
X
(jzaTi + %) \/27Tb2
i
1 1
" 2ybib
(@ @) (@ 3))
gu%,g‘%%Jr%lulu’l Qu%,i,éJr?azusz
—%(u¥+u§+w§+w§)+%<° L I
20) T\zo7 20) T\2t5
e () + () (%) +()
X (Cosqcosv—isinqsinv—jcosqsinv+ksinqcosv)
di mana:
2
B (d1 ) 7r> (P — s (40 — 5 arctan (—100
“\op LT ) T 2 2 B
BT T (@ @) o
dan
v — (d2 w2 W) (ggij?) _ “722(41;% ‘“—g arctan (—10a2
“\op. 2 1) 2 2 o
28T TG @) Z
Bagian real:
i
1 1
2v/b1b
VO \ (@ @0°) (@) + ()°)
WZ aju]w W2 a9 U9 W
_%(uf+u§+wf+wg)+% < %U%_%;bl - bé %“%_% zbz +2_2E§2_2
e () +(sx) (%) +(52)

X COS ¢ COS .
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Bagian i
1
4
1 1
2y/b1b
VOR | (7 + ") ()7 + )?)
2 , 2 Bayugw:
—%(v%+u§+w%+w§)+%<gu%290‘:%&1;%1 : +gu%29°'}7§+2%;r2)
< () () () +(32)
X (—Sinqsinv).
Bagian j:
1
4
1 1
24/b1b 2 2 2 2
ViR | (@ + @) (@) + (3)°)
2 A 2 o ey we
—%(11,%+u§+wf+wg)+%<gu%%-;TllJrQalél L+%“%’% }T§+2ag;; 2)
< () = (5) () ()
X (—cosqsinv).
Bagian k:
1
4
1 1
24/b1b 2 2 2 2
Vol | (@ + @) (@) + (3)°)
2 , 2 Bayuw:
—%(11,%+u§+wf+wg)+%<gu%%-;TllJrQalél L+%“%’%'}T§+2azfg 2)
< () = (5) (#) ()

X sin g cosv.

Visualisasi grafik dari contoh fungsi transformasi-S kanonik linear

quaternion disajikan pada gambar 2.9, 2.10, 2.11, dan 2.12.
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Bagian real

%1072
15

10

Gambar 2.9

Pada gambar 2.9 disajikan bagian real dari transformasi-S kanonik linear
quaternion fungsi bernilai quaternion. Dengan nilai a; = 100; b; = 5; d; = 0.01;
as = 25; by = 7; dy = 0,04.

Fungsi Bagian i

w10

Gambar 2.10

Pada gambar 2.10 disajikan bagian i dari transformasi-S kanonik linear quaternion
fungsi bernilai quaternion. Dengan nilai a; = 100; b; = 5; dy = 0.01; ay = 25;
bg =1, d2 = 0,04
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Fungsi Bagian j

Gambar 2.11

Pada gambar 2.11 disajikan bagian j dari transformasi-S kanonik linear quaternion
fungsi bernilai quaternion. Dengan nilai a; = 100; b; = 5; dy = 0.01; ay = 25;
by =7, doy = 0,04.

Fungsi Bagian k

Gambar 2.12

Pada gambar 2.12 disajikan bagian k dari transformasi-S kanonik linear
quaternion fungsi bernilai quaternion. Dengan nilai a; = 100; b; = 5; dy = 0.01;
as = 25; b2 =7 dQ = 004
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2.6. Kesimpulan

Penelitian ini memperkenalkan transformasi-S kanonik linear quaternion,
yang merupakan generalisasi alami dari transformasi-S kanonik linear dalam
kerangka aljabar quaternion. Beberapa sifat utamanya telah dibahas secara rinci.
Berbagai jenis prinsip ketidakpastian yang terkait dengan transformasi ini juga

telah diselidiki, yaitu prinsip ketidakpastian Heisenberg dan ketaksamaan Pitt.
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