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ABSTRAK 
 
MUHAMMAD IRFAN HAMKA. Beberapa Sifat Integral Riemann pada Fungsi 
Monoton (dibimbing oleh Budi Nurwahyu). 

Penelitian ini membahas teorema nilai rata-rata kedua untuk integral pada produk fungsi 
𝑓 yang monoton dan 𝑔 yang terintegral Riemann. Pengembangan ini didasarkan pada 
penelitian Wituła et al. (2012) yang mensyaratkan 𝑓 sebagai fungsi monoton non-negatif. 
Dalam penelitian ini, dilakukan generalisasi dengan memperlemah syarat fungsi 𝑓, 
dengan fungsi 𝑓	tidak perlu bernilai non-negatif maupun kontinu di interval [𝑎, 𝑏], 
melainkan cukup monoton dan bernilai real. Penelitian ini dilakukan dengan pendekatan 
studi pustaka, mengumpulkan berbagai referensi ilmiah untuk menyusun dan 
membuktikan variasi teorema yang lebih umum. Penelitian ini berhasil menunjukkan 
bahwa teorema nilai rata-rata kedua tetap berlaku pada produk 𝑓𝑔, serta menunjukkan 
sifat-sifat terkait interaksi antara fungsi monoton dan fungsi yang terintegral Riemann. 
Generalisasi ini menjadikan teorema lebih fleksibel dan aplikatif di berbagai bidang 
matematika modern, dengan potensi pengembangan penelitian yang lebih lanjut. 

Kata Kunci: Teorema Nilai Rata-rata Kedua; Fungsi Monoton; Integral Riemann; Produk 
Fungsi 
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ABSTRACT 

 
MUHAMMAD IRFAN HAMKA. Some Properties of the Riemann Integral on 
Monotonic Functions (supervised by Budi Nurwahyu). 

 
This research discusses the second mean value theorem for integrals on the product of 
a monotonic function 𝑓 and a Riemann-integrable function 𝑔. It builds upon the work of 
Wituła et al. (2012), who required 𝑓	to be a non-negative monotonic function. In this study, 
the conditions on 𝑓 are weakened, allowing 𝑓 to be real-valued and not necessarily 
continuous on the interval	[𝑎, 𝑏], as long as it remains monotonic. This research was 
conducted using a literature review approach, gathering various scientific references to 
formulate and prove a more general version of the theorem. This research demonstrates 
that the second mean value theorem still applies to the product 𝑓𝑔, and reveals new 
properties regarding the interaction between monotonic functions and Riemann-
integrable functions. This generalization makes the theorem more flexible and applicable 
in various areas of modern mathematics, with potential for further research development. 
 
Keywords: Second Mean Value Theorem; Monotonic Functions; Riemann Integral; 
Product Functions 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

1.1.  Latar Belakang 
Para matematikawan klasik telah melakukan studi tentang luas daerah pada bidang dan 

menghubungkannya dengan luas persegi panjang. Mereka menemukan bahwa suatu 

persegi panjang bisa memiliki luas yang sama dengan daerah pada bidang yang sedang 

dikaji. Hasil yang diperoleh tersebut mengarah pada teorema nilai rata-rata integral 

(Boyer, 1949). 

Selama tahun 1630-an, Fermat dan Descartes membuat kemajuan yang penting 

dalam geometri analitik dan konsep turunan. Namun, kalkulus seperti yang dikenal 

sekarang baru mulai terbentuk pada akhir tahun 1660-an ketika Isaac Newton 
mengembangkan teorinya tentang "fluks" dan menciptakan metode "tangen invers" untuk 

menghitung luas di bawah kurva. Di sisi lain, pada tahun 1680-an, Gottfried Leibniz juga 

menemukan metode serupa secara independen melalui pendekatan yang berbeda dan 

memperkenalkan istilah "calculus differentialis" dan "calculus integralis," yang 

menghubungkan proses mencari garis singgung dengan perbedaan dan mencari luas 

dengan penjumlahan. Dengan demikian, mereka menyadari bahwa integrasi adalah 

kebalikan dari diferensiasi. Pada tahun 1850-an, Bernhard Riemann mengusulkan 
pandangan baru dengan memisahkan integrasi dari diferensiasi dan fokus pada proses 

penjumlahan dan limit untuk menemukan luas secara tersendiri. Ia memperluas cakupan 

integrasi dengan mempertimbangkan semua fungsi dalam interval tertentu yang dapat 

diintegrasikan (Bartle, 1992). 

Fungsi monoton merupakan fungsi yang dapat diintegrasikan pada intervalnya 

(Bartle, 1992). Fungsi monoton memiliki sifat perubahan yang teratur di seluruh interval 

tertutup. Secara khusus, fungsi monoton dapat berupa monoton non-decreasing (tidak 

turun) dan monoton non-increasing (tidak naik), artinya nilai fungsi meningkat atau 
menurun seiring pergerakan dari satu titik ke titik lain di dalam interval tersebut. Karena 

fungsi monoton dapat terintegralkan, maka teorema nilai rata-rata pada integral juga 

berlaku pada fungsi ini. 

Teorema nilai rata-rata untuk integral merupakan salah satu instrumen analisis 

matematika yang sangat berguna. Teorema ini menyatakan bahwa terdapat 𝑐	dalam 

(𝑎, 𝑏) sedemikian sehingga luas persegi panjang dengan tinggi 𝑓(𝑐) dan lebar 𝑏 −

𝑎	sama dengan luas 𝑓(𝑥) ≥ 0 pada selang [𝑎, 𝑏] dan dibatasi oleh sumbu 𝑥 (Tong, 2002). 
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Selain teorema nilai rata-rata untuk yang telah dibahas, ada juga teorema nilai rata-rata 

kedua yang memiliki peran penting dalam analisis matematika, khususnya dalam 

konteks integral. 
Teorema nilai rata-rata kedua untuk integral ada dalam dua bentuk, yang pertama 

berasal dari Bonnet dan yang lainnya dari Du Bois-Reymond dan Weierstrass 

merupakan alat yang sangat berguna dalam analisis karena mampu memperkirakan nilai 

integral tentu. Teorema ini berkaitan dengan perkalian dua fungsi 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) yang 

terdefinisi untuk interval (𝑎, 𝑏). Fungsi pertama dari fungsi-fungsi tersebut terbatas dan 

monoton dalam interval tersebut (Hobson, 1908). Umumnya teorema nilai rata-rata 
kedua untuk integral berbunyi sebagai berikut (Ghorpade dan Limaye, 2005): 

Misal 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ adalah fungsi monoton dan 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ adalah fungsi non-negatif 

yang terintegralkan Riemann atau kontinu. Maka terdapat 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] sedemikian sehingga 

5 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)	𝑑𝑥 = 𝑓(𝑎)5 𝑔(𝑥)	𝑑𝑥 + 𝑓(𝑏)5 𝑔(𝑥)	𝑑𝑥.
!

"

"

#

!

#
 

Berdasarkan penelitian yang dilakukan oleh Wituła et al. (2012), mereka 

menunjukkan versi yang lebih kuat dari teorema nilai rata-rata kedua untuk integral dari 

𝑓 fungsi monoton non-negatif dan 𝑔 fungsi terintegralkan, dengan perluasan cakupan 

dan persyaratan fungsi yang terlibat. Temuan ini mendorong penulis untuk melakukan 

penelitian lebih lanjut guna mengeksplorasi dan memperdalam pemahaman terkait 

teorema nilai rata-rata kedua untuk integral. 
Penelitian ini bertujuan untuk menunjukkan bukti teorema nilai rata-rata kedua untuk 

integral yang berlaku pada produk 𝑓𝑔, dengan 𝑓 adalah fungsi monoton dan 𝑔 adalah 

fungsi terintegral Riemann. Dengan memperlemah kondisi fungsi 𝑓 yang tidak perlu 

kontinu di [𝑎, 𝑏], dan 𝑓 bernilai real (tidak harus non-negatif) maka implikasi dari teorema 

ini menjadi lebih umum sehingga lebih aplikatif. Penelitian ini juga akan berfokus pada 

fungsi bernilai real satu variabel dengan pendekatan integral Riemann lipat satu. 

Diharapkan hasil dari penelitian ini mampu memberikan pemahaman mendalam tentang 

teorema nilai rata-rata kedua untuk integral, pengaplikasikan di berbagai bidang ilmu 

yang memerlukan pemahaman tentang integral, dan membuka jalan untuk penelitian 

lebih lanjut. 
Berdasarkan uraian di atas, penulis melakukan penelitian yang lebih mendalam 

terkait teorema nilai rata-rata kedua untuk integral yang melibatkan fungsi monoton dan 

fungsi terintegralkan Riemann. Hasil kajian dari penelitian tersebut termuat dalam skripsi 

yang berjudul “Beberapa Sifat Integral Riemann pada Fungsi Monoton”. 
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1.2. Kajian Pustaka 

 Monoton dan Kontinuitas Fungsi 
Definisi 1.1  (Fungsi Monoton) (Bartle, 1992). Misal 𝐼	 ⊆ ℝ dan misal 𝑓: 𝐼 → ℝ. 

Fungsi 𝑓 dikatakan tidak turun pada 𝐼 apabila untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 dan 𝑎 ≤ 𝑏 maka 𝑓(𝑎) ≤

𝑓(𝑏). Sedangkan fungsi 𝑓	dikatakan tidak naik pada 𝐼 apabila untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 dan 

𝑎 ≤ 𝑏 maka 𝑓(𝑎) ≥ 𝑓(𝑏). 

Jika suatu fungsi tidak naik atau tidak turun pada 𝐼 maka fungsi tersebut disebut fungsi 

monoton pada 𝐼. 

Contoh 1.1. Diberikan suatu fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥 dan 𝑔(𝑥) = −𝑥 masing-masing 

terdefinisi di interval [0,1].  
Akan diambil beberapa titik 𝑥$, 𝑥% ∈ [0,1] untuk menguji kemonotonan 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥). 
Karena 𝑥$ ≤ 𝑥% dan 𝑓(𝑥$) ≤ 𝑓(𝑥%), maka 𝑓(𝑥) = 𝑥 monoton tidak turun di interval [0,1]. 

Karena 𝑥$ ≤ 𝑥% dan 𝑔(𝑥$) ≥ 𝑔(𝑥%), maka 𝑔(𝑥) = −𝑥 monoton tidak naik di interval [0,1]. 

Definisi 1.2  (Limit Fungsi) (Leithold, 1972). Misal 𝑓:ℝ → ℝ adalah suatu fungsi 

yang terdefinisi di sebarang bilangan pada beberapa interval buka (𝑎, 𝑏). Limit dari fungsi 

𝑓 untuk 𝑥 mendekati 𝑎 dari kanan adalah 𝐿#, dituliskan 

lim
&→#!

𝑓(𝑥) = 𝐿#, 

jika untuk setiap 𝜖 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sedemikian sehingga |𝑓(𝑥) − 𝐿#| < 𝜖 Ketika 0 <

𝑥 − 𝑎 < 𝛿. Sedangkan limit dari fungsi 𝑓 untuk 𝑥 mendekati 𝑏 dari kiri adalah 𝐿!, dituliskan 

lim
&→!"

𝑓(𝑥) = 𝐿! , 

jika untuk setiap 𝜖 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sedemikian sehingga |𝑓(𝑥) − 𝐿!| < 𝜖 Ketika −𝛿 <

𝑥 − 𝑏 < 0. 

Contoh 1.2. Diberikan suatu fungsi 𝑓(𝑥) = √𝑥. Akan dievaluasi limit kanan dan limit 

kiri dari 𝑓 di titik 𝑥 = 2. 
Limit Kanan fungsi 𝑓(𝑥) di 𝑥 = 2 adalah 

lim
&→(!

√𝑥 = 2, 

karena untuk setiap 𝜖 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sedemikian sehingga 0 < 𝑥 − 4 < 𝛿 maka 

I√𝑥 − 2I < 𝜖. Dan limit kiri fungsi 𝑓(𝑥) di 𝑥 = 2 adalah 

lim
&→("

√𝑥 = 2. 

Karena untuk setiap 𝜖 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sedemikian sehingga −𝛿 < 𝑥 − 4 < 0 maka 

I√𝑥 − 2I < 𝜖. 
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Definisi 1.3  (Fungsi Kontinu) (Stewart, 2008). Misal 𝑓:ℝ → ℝ, 𝑓 terdefinisi di titik 𝑎 

dan lim
&→#

𝑓(𝑥) ada. Fungsi 𝑓 dikatakan kontinu di titik 𝑎 jika 

lim
&→#

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎). 

Jika 𝑓 tidak kontinu di titik 𝑎, maka 𝑓 dikatakan diskontinu di titik 𝑎. 

Contoh 1.3. Diberikan suatu fungsi bernilai real yang didefinisikan dengan 𝑓(𝑥) = 𝑥. 

Fungsi 𝑓 kontinu di titik 𝑥 = 0 karena lim
&→)

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) = 0. 

 Teorema Nilai Antara 
Teorema 1.1  (Jarnik, 1981). Misal 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ adalah suatu fungsi kontinu. Jika 

𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) < 0 maka terdapat 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) sedemikian sehingga 𝑓(𝑐) = 0. 

Contoh 1.4. Diberikan suatu fungsi bernilai real yang didefinisikan dengan 𝑓(𝑥) =

𝑥% − 4 pada interval [0,3]. Akan dihitung 𝑓(0) dan 𝑓(3) sehingga diperoleh 
𝑓(0) = 0% − 4 = 0 − 4 = −4, 

𝑓(3) = 3% − 4 = 9 − 4 = 5. 

Karena 𝑓(0)𝑓(3) = −4.5 = −20 < 0 maka terdapat 𝑐 ∈ (0,3) sedemikian sehingga 

𝑓(𝑐) = 𝑐% − 4 = 0. 

Dalam kasus ini, nilai 𝑐 yang memenuhi adalah 𝑐 = 2. 

Teorema 1.2  (Bartle, 1992). Misal 𝐼 adalah suatu interval dan misal 𝑓: 𝐼 → ℝ kontinu 

di 𝐼. Jika 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 dan 𝑘 ∈ ℝ memenuhi 𝑓(𝑎) < 𝑘 < 𝑓(𝑏) maka terdapat suatu titik 𝑐 ∈ 𝐼 

antara 𝑎 dan 𝑏 sedemikian sehingga 𝑓(𝑐) = 𝑘. 

Contoh 1.5. Diberikan suatu fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥 terdefinisi di [0,1]. Akan ditunjukkan 

terdapat suatu 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) sedemikian sehingga 𝑓(𝑐) = $
%
. Nilai 𝑐 yang memenuhi adalah 

𝑐 = $
%
. 

 Batas Atas dan Batas Bawah 
Definisi 1.4 (Batas Atas dan Batas Bawah) (Bartle, 1992). Diberikan 𝑆 adalah 

subset dari ℝ. 

(i) Suatu bilangan 𝑢 ∈ ℝ dikatakan batas atas dari 𝑆 jika 𝑠 ≤ 𝑢 untuk setiap 𝑠 ∈ 𝑆. 

(ii) Suatu bilangan 𝑤 ∈ ℝ dikatakan batas bawah dari 𝑆 jika 𝑤 ≤ 𝑠 untuk setiap 𝑠 ∈ 𝑆. 

Contoh 1.6. Diberikan suatu himpunan 𝑆 = {1,2,3}. Setiap bilangan 𝑢 ≥ 3 merupakan 

batas atas dari 𝑆, sedangkan 𝑤 ≤ 1 merupakan batas bawah dari 𝑆. 
 Supremum dan Infimum 

Definisi 1.5 (Supremun dan Infimum) (Bartle, 1992). Diberikan 𝑆 adalah subset dari 

ℝ. 
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(i) Jika 𝑆 terbatas di atas, maka batas atas 𝑢 dikatakan Supremum (atau batas atas 

terkecil) dari 𝑆 jika tidak ada bilangan lebih kecil dari 𝑢 adalah batas atas dari 𝑆, 

dinotasikan sup 𝑆 = 𝑢. 

(ii) Jika 𝑆 terbatas di bawah, maka batas bawah 𝑤 dikatakan Infimum (atau batas bawah 

terkecil) dari 𝑆 jika tidak ada bilangan lebih kecil dari 𝑤 adalah batas atas dari 𝑆, 

dinotasikan inf 𝑆 = 𝑤. 

Contoh 1.7. Diberikan himpunan 𝑆 = {𝑥 ∈ ℝ	|	0 < 𝑥 < 1}. Bilangan 1 merupakan 

batas atas terkecil dari 𝑆, atau sup 𝑆 = 1. Bilangan 0 merupakan batas atas terkecil dari 

𝑆, atau inf 𝑆 = 0. 
  Integral Riemann 

Definisi 1.6 (Fungsi Langkah) (Lesnussa et al., 2012). Suatu fungsi 𝜑: [𝑎, 𝑏] → ℝ 

disebut Fungsi Langkah jika terdapat selang-selang 𝐼$, 𝐼%, … , 𝐼* yang saling asing 𝐼+ ∩ 𝐼, =

∅ untuk 𝑖 ≠ 𝑗 dan terdapat bilangan 𝑐$, 𝑐%, … , 𝑐* sehingga: 

[𝑎, 𝑏] =`𝐼-

*

-.$

	𝑎𝑑𝑎, 𝜑(𝑥) = a𝑐- , 𝑥 ∈ 𝐼-
0, 𝑥 ∉ 𝐼-

. 

Contoh 1.8. Suatu fungsi 𝜑: [𝑎, 𝑏] → ℝ didefinisikan 

𝜑(𝑥) = a𝛼, 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑐
𝛽, 𝑐 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 

dengan 𝛼 dan 𝛽 adalah konstan, adalah suatu Fungsi Langkah. 

Definisi 1.7 (Integral Elementer) (Jain et al., 1986) Diberikan suatu fungsi langkah 

𝜓 terdefinisi pada selang tutup [𝑎, 𝑏]. Maka 
𝜓(𝑥) = 𝑐+ , 𝑥-/$ < 𝑥 < 𝑥- , 𝑘 = (1,2,3, … , 𝑛), 

dengan {𝑎 = 𝑥) < 𝑥$ < 𝑥% < ⋯ < 𝑥* = 𝑏} adalah partisi dari [𝑎, 𝑏]. Didefinsikan integral 

elementer dari 𝜓 di [𝑎, 𝑏] sebagai: 

5 𝜓(𝑥)	𝑑𝑥 =h𝑐+(𝑥- − 𝑥-/$)
*

-.$

!

#
. 

Contoh 1.9. Misal 𝜓 suatu fungsi langkah terdefinisi pada [0,3], didefinisikan: 

𝜓(𝑥) = i
3, 0 ≤ 𝑥 < 1
2, 1 ≤ 𝑥 < 2
1, 2 ≤ 𝑥 ≤ 3

 

dan pertimbangkan partisi 𝑃 = {0,1,2,3}. Integral elementer fungsi 𝜓 di [0,3] adalah 

5 𝜓(𝑥)	𝑑𝑥 = 3(1 − 0) + 2(2 − 1) + 1(3 − 2) = 6
0

)
. 

Definisi 1.8 (Terintegral Riemann) (Jain et al., 1986). Diberikan 𝑓 fungsi bernilai 

real dan terbatas di [𝑎, 𝑏], dan diberikan 𝜑 dan 𝜓 masing-masing adalah fungsi langkah 
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yang terdefinisi pada selang tutup [𝑎, 𝑏]. Integral Riemann atas  𝑓 di [𝑎, 𝑏] didefinisikan 

sebagai: 

5 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
!

#

lllllllllllll
= inf

1(&)45(&)
m5 𝜑(𝑥)	𝑑𝑥

!

#
n, 

dan integral Riemann bawah didefinisikan sebagai: 

5 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥
!

#
= sup

6(&)75(&)
m5 𝜓(𝑥)	𝑑𝑥

!

#
n. 

Jika ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥!
#
lllllllllllll = ∫ 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥!

# , integral Riemann dari 𝑓 di [𝑎, 𝑏] ada dan dinotasikan dengan 

∫ 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥!
# . 

Contoh 1.10. Didefinisikan suatu fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥 pada interval [0,1]. Diberikan 

p0, $
*
, %
*
, … , */$

*
, 1q adalah partisi selang [0,1] dan diberikan fungsi langkah  

𝜑(𝑥) =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

1
𝑛 , 0 ≤ 𝑥 <

1
𝑛

2
𝑛 ,

1
𝑛 ≤ 𝑥 <

2
𝑛

3
𝑛 ,

2
𝑛 ≤ 𝑥 <

3
𝑛

⋮

		1,
𝑛 − 1
𝑛 ≤ 𝑥 ≤ 1
	

 

dan 

 	

𝜓(𝑥) =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ 0, 0 ≤ 𝑥 <

1
𝑛

1
𝑛 ,

1
𝑛 ≤ 𝑥 <

2
𝑛

2
𝑛 ,

2
𝑛 ≤ 𝑥 <

3
𝑛

⋮
𝑛 − 1
𝑛 ,

𝑛 − 1
𝑛 ≤ 𝑥 ≤ 1
	

 

dengan 𝑛 adalah jumlah subinterval di [0,1]. Akan dihitung integral Riemann atas dan 

integral Riemann bawah dari fungsi 𝑓 di [0,1]. Integral Riemann atas dari fungsi 𝑓 di [0,1] 

adalah 

5 𝑥	𝑑𝑥
$

)

llllllllll
= inf

1(&)45(&)
m5 𝜑(𝑥)	𝑑𝑥

$

)
n = inf

+
*4&

ih
𝑘
𝑛 .
1
𝑛

*

-.$

w = inf
*∈ℕ

a
𝑛 + 1
2𝑛 x =

1
2, 

sedangkan integral Riemann bawah dari fungsi 𝑓 di [0,1] adalah 
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5 𝑥	𝑑𝑥
$

)
= sup

6(&)75(&)
m5 𝜓(𝑥)	𝑑𝑥

$

)
n = sup

+/$
* 7&

ih
𝑘 − 1
𝑛

*

-.$

.
1
𝑛w = sup

*∈ℕ
a
𝑛 − 1
2𝑛 x =

1
2 . 

Karena integral Riemann atas dan integral Riemann bawah fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥 di [0,1] 

bernilai sama, maka 𝑓 terintegralkan Riemann di [0,1] dengan nilai $
%
. 

 Teorema Keintegralan Fungsi 
Teorema 1.3 (Bartle, 1992). Jika 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ adalah fungsi monoton di [𝑎, 𝑏], maka 

fungsi 𝑓 terintegral Riemann di [𝑎, 𝑏]. 

Contoh 1.11. Diberikan suatu fungsi monoton 𝑓: [0,1] → ℝ yang didefinisikan oleh 

𝑓(𝑥) = 𝑥 pada interval [0,1]. Karena fungsi 𝑓 monoton di [0,1], maka fungsi 𝑓 

terintegralkan di [0,1] dan ∫ 𝑥$) 	𝑑𝑥 = $
%
. 

Teorema 1.4 (Bartle, 1992). Jika 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ adalah fungsi kontinu di [𝑎, 𝑏], maka 

fungsi 𝑓 terintegralkan di [𝑎, 𝑏]. 

Contoh 1.12. Diberikan suatu fungsi kontinu 𝑓: [0,1] → ℝ yang didefinisikan oleh 

𝑓(𝑥) = 𝑥 pada interval [0,1]. Karena 𝑓 kontinu di [0,1], maka fungsi 𝑓 terintegralkan di 

[0,1] dan ∫ 𝑥$) 	𝑑𝑥 = $
%
. 

Teorema 1.5  (Bartle, 1992). Misal 𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ terintegral pada [𝑎, 𝑏]. Jika 𝑘 ∈ ℝ, 

maka fungsi 𝑘𝑓 dan 𝑓 + 𝑔 terintegralkan pada [𝑎, 𝑏] dan 

(i) ∫ 𝑘	𝑓(𝑥)!
# 𝑑𝑥 = 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥)!

# 𝑑𝑥 

(ii) ∫ y𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)z!
# 𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)!

# 𝑑𝑥 + ∫ 𝑔(𝑥)!
# 𝑑𝑥. 

Contoh 1.13. Misal 𝑓(𝑥) = 𝑥% dan 𝑔(𝑥) = 𝑥 masing-masing terdefinisi pada [0,1],	serta 

𝑘 ∈ ℝ. 

(i) ∫ 𝑘𝑥%$
) 𝑑𝑥 = 𝑘∫ 𝑥%$

) 𝑑𝑥 = -
0
 

(ii) ∫ 𝑥% + 𝑥$
) 𝑑𝑥 = ∫ 𝑥%$

) 𝑑𝑥 + ∫ 𝑥$) 𝑑𝑥 = $
0
+ $

%
= :

;
. 

Teorema 1.6  (Bartle, 1992). Jika 𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ terintegral pada [𝑎, 𝑏], dan jika 𝑓(𝑥) ≤

𝑔(𝑥) untuk setiap 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] maka 

5 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥
!

#
≤ 5 𝑔(𝑥)	𝑑𝑥

!

#
. 

Contoh 1.14. Misal Misal 𝑓(𝑥) = 𝑥% dan 𝑔(𝑥) = 𝑥 masing-masing terdefinisi pada 

[0,1]. Karena 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) untuk setiap 𝑥 ∈ [0,1] maka 

5 𝑥%
$

)
𝑑𝑥 ≤ 5 𝑥

$

)
𝑑𝑥 

atau 
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1
3 ≤

1
2 

sehingga ketaksamaan berlaku. 

Teorema 1.7 (Stewart, 2008). Misal fungsi 𝑓 terintegralkan pada [𝑎, 𝑏], maka 

5 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥 = −5 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥
#

!

!

#
. 

Contoh 1.15. Misal 𝑓(𝑥) = 𝑥% terdefinisi di [1,2]. 

Integral dari fungsi 𝑓 di [1,2] adalah 

5 𝑥%	𝑑𝑥 =
7
3

%

$
, 

sedangkan 

−5 𝑥%	𝑑𝑥 =
7
3

$

%
 

Sehingga ∫ 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥 = −∫ 𝑓(𝑥)$
% 𝑑𝑥%

$ . 

 
Teorema 1.8 (Bartle, 1992). Misal 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ adalah fungsi terbatas dan diberikan 𝑐 

yang memenuhi 𝑎 < 𝑐 < 𝑏. Fungsi 𝑓 terintegralkan pada [𝑎, 𝑏] jika dan hanya jika 𝑓 

terintegralkan pada [𝑎, 𝑐] dan 𝑓	terintegralkan pada [𝑐, 𝑏]. Pada kasus ini, 

5 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥 = 5 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥 + 5 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥
!

"

"

#

!

#
. 

Contoh 1.16. Diberikan suatu fungsi 𝑓: [0,1] → ℝ yang didefinisikan oleh 𝑓(𝑥) = 𝑥 

pada interval [0,1]. Akan dipilih suatu 𝑐 ∈ [0,1]. Pilih 𝑐 = $
%
 sedemikian sehingga 

5 𝑥	𝑑𝑥 = 5 𝑥
$
%

)
	𝑑𝑥 +5 𝑥	𝑑𝑥 =

1
4 +

1
4 =

1
2

$

$
%

.
$

)
 

Teorema 1.9 (Bartle, 1992). Misal 𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ. Jika fungsi 𝑓 dan 𝑔 terintegralkan di 

[𝑎, 𝑏] maka 𝑓𝑔 terintegralkan di [𝑎, 𝑏].  

Contoh 1.17. Misalkan 𝑓(𝑥) = &
%
 dan 𝑔(𝑥) = 2 pada interval [0,1]. 

Hasil kali fungsi 𝑓𝑔: 

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) =
𝑥
2 . 2 = 𝑥. 

Akan dihitung integral 𝑓𝑔 pada [0,1]. Integralnya dihitung sebagai berikut: 

5 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)	𝑑𝑥 = 5 𝑥
$

)
	𝑑𝑥 =

1
2

$

)
. 
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 Teorema Dasar Kalkulus Pertama 
Teorema 1.10 (Bartle, 1992). Misal 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ terintegralkan pada [𝑎, 𝑏] dan 

𝐹: [𝑎, 𝑏] → ℝ memenuhi kondisi: 

(a) 𝐹 kontinu di [𝑎, 𝑏] 

(b) 𝐹′ ada dan 𝐹<(𝑥) = 𝑓(𝑥) untuk setiap 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), 

maka 

5 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)
!

#
. 

Contoh 1.18. Misalkan 𝑓(𝑥) = 2𝑥 pada interval [0,1]. 𝐹 adalah antiturunan dari 𝑓: 
𝐹(𝑥) = 𝑥% + 𝑐. 

Akan dihitung integral fungsi 𝑓 di [0,1]. Integral fungsi 𝑓 di [0,1] adalah 

5 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥 = 𝐹(1) − 𝐹(0) = ((1)% + 𝑐) − ((0)% + 𝑐) = 1.
$

)
 

 Teorema Dasar Kalkulus Kedua 
Teorema 1.11 (Bartle, 1992). Misal 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ terintegralkan pada [𝑎, 𝑏] dan misal 

𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓&#  dengan 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] maka 𝐹 kontinu pada [𝑎, 𝑏]. 

Contoh 1.19. Misalkan 𝑓(𝑥) = 2𝑥 pada interval [0,1], dan didefinisikan 𝐹(𝑥) =

∫ 2𝑡&
) 	𝑑𝑡.	Dengan menghitung nilai 𝐹(𝑥), diperoleh: 

𝐹(𝑥) = 5 2𝑡
&

)
	𝑑𝑡 = 𝑥%. 

Karena fungsi 𝐹 merupakan fungsi polinomial, maka fungsi 𝐹 kontinu di setiap titik pada 

interval [0,1]. 

 Teorema Nilai Rata-Rata untuk Integral 
Teorema 1.12 (Huang, 2018). Jika fungsi 𝑓 terintegralkan di interval [𝑎, 𝑏] dan fungsi 𝑔 

terintegralkan dan non-negatif di [𝑎, 𝑏] maka terdapat 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) sedemikian sehingga 

5 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)	𝑑𝑥 = 𝑓(𝑐)5 𝑔(𝑥)	𝑑𝑥
!

#

!

#
. 

Contoh 1.20. Akan dievaluasi ∫ 𝑥 cos 𝑥 	𝑑𝑥
#
$
) . 

Dengan memisalkan 𝑓(𝑥) = 𝑥 dan 𝑔(𝑥) = cos 𝑥 di interval �0, =
%
�, dapat dihitung 

5 𝑥 cos 𝑥 	𝑑𝑥
=
%

)
 = 5 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)

=
%

)
	𝑑𝑥 

 
= 𝑓(𝑐)5 𝑔(𝑥)	𝑑𝑥

=
%

)
 



10 
 
 = 𝑓(𝑐)[sin

𝜋
2 − sin 0] 

 = 𝑓(𝑐) 

dengan 𝑐 = =
%
− 1. 

Teorema 1.13 (Dixon, 1909). Jika fungsi 𝑓 adalah fungsi monoton di 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 dan 

fungsi 𝜙 terintegralkan di selang yang sama, maka 

5 𝑓(𝑥)𝜙(𝑥)	𝑑𝑥 = 𝑓(𝑎)5 𝜙(𝑥)	𝑑𝑥 + 𝑓(𝑏)5 𝜙(𝑥)	𝑑𝑥
!

"

"

#

!

#
, 

dengan 𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑏, dan tetap berlaku untuk 𝑎 < 𝑐 < 𝑏 kecuali 𝑓 konstan di 𝑎 < 𝑐 < 𝑏. 

Contoh 1.21. Diberikan 𝑓(𝑥) = 𝑥 dan 𝑔(𝑥) = 𝑒& masing-masing terdefinisi di [0,2]. 

Akan dihitung ∫ 𝑥𝑒&	𝑑𝑥%
) .  

5 𝑥𝑒&	𝑑𝑥
%

)
 = 𝑓(0)5 𝑒&	𝑑𝑥 + 𝑓(2)5 𝑒&	𝑑𝑥

%

"

"

)
 

 = 0(𝑒" − 𝑒)) + 2(𝑒% − 𝑒") 

 = 2(𝑒% − 𝑒"). 

Pilih 𝑐 = ln >?
$/$@
%

 sedemikian sehingga diperoleh ∫ 𝑥𝑒&	𝑑𝑥%
) = 𝑒% + 1. 

 Integral Tak Wajar 
Teorema 1.14 (Keyton, 2014).  Misal 𝑓 terdefinisi di (𝑎, 𝑏] dan terintegralkan [𝑐, 𝑏] untuk 

setiap 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏]. Integral tak wajar dari 𝑓 di (𝑎, 𝑏] adalah 

5 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥 = lim
"→#!

5 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥
!

"
.

!

#
 

Contoh 1.22. Misal suatu fungsi 𝑓(𝑥) = $
&
 terdefinisi di (0,1]. Integral dari 𝑓(𝑥) di (0,1] 

adalah 

5 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥
$

)
 = lim

"→)!
5

1
𝑥 	𝑑𝑥

$

"
 

 = lim
"→)!

[ln 1 − ln 𝑐] 

 = lim
"→)!

[−ln 𝑐] 

 = ∞. 

 
  


