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1.1 Latar Belakang
Secara umum, aljabar merupakan ilmu yang mempelajari simbol-

simbol matematika dan aturan untuk memanipulasi simbol simbol tersebut. Saat
ini, penelitian dalam bidang aljabar semakin berkembang pesat. Salah satu
subjek dari perkembangan tersebut adalah aljabar abstrak atau aljabar modern.
Aljabar abstrak adalah bidang matematika yang mempelajari struktur-struktur
aljabar seperti grup, gelanggang dan lapangan, yang memiliki peran penting
dalam berbagai aplikasi matematis dan ilmiah (Hungerford, 1974). Dalam
aljabar, gelanggang merupakan salah satu struktur dasar yang terdiri dari
himpunan dan dua operasi biner, yaitu penjumlahan dan perkalian (Dummit &
Foote,2004). Gelanggang merupakan grup abelian yang bersifat asosiatif
terhadap operasi perkalian dan bersifat distributif terhadap operasi penjumlahan
seta memiliki unsur identitas. Dalam penelitan tentang gelanggang, dikenal dua
jenis gelanggang berdasarkan sifat operasi perkaliannya. Suatu gelanggang
dengan operasi perkalian yang komutatif disebut gelangggang komutatif.
Sebaliknya, gelanggang dengan operasi perkalian yang tidak komutatif disebut
gelanggang nonkomutatif. Salah satu contoh gelanggang nonkomutatif adalah
gelanggang polinomial miring.

Gelanggang polinomial miring adalah gelanggang yang terdiri atas
himpunan polinomial dengan operasi perkalian yang tidak bersifat komutatif.
Gelanggang polinomial miring telah memainkan peran penting dalam teori
gelanggang nonkomutatif. Banyak peneliti yang mengkaji gelanggang ini dari
berbagai perspektif, termasuk teori ideal, teori urutan, teori Galois dan aljabar
homologi (Amir, 2010). Hoger Grahmani melakukan penelitian mengenai
struktur gelanggang polinomial miring yang didefinisikan atas gelanggang
matriks segitiga formal. Dalam penelitiannya, Ghahramani membuktikan bahwa
gelanggang polinomial miring atas gelanggang matriks segitiga formal yang
dilengkapi dengan endomorfisma dengan derivasi miring tertentu pada
gelanggang matriks segitiga formal (Ghahramani, 2012).

Gelanggang matriks segitiga formal yang terdiri dari matriks segitiga
atas, memiliki aplikasi penting dalam teori representasi dan sistem linear.
Gelanggang trinion yang merupakan struktur yang lebih sederhana, yang
memberikan dasar yang kuat dalam memahami dan mengekplorasi sifat-sifat
aljabar lebih kompleks (Klen,2010). Penelitian sebelumnya juga menunjukkan
bahwa gelanggang matriks segitiga formal dapat digunakan untuk membangun
gelangggang Armendariz, yang memiliki sifat-sifat menarik dalam konteks
aljabar (Anwar dkk,2023).

Pada gelanggang segitiga formal dapat dibangun struktur gelanggang
baru dengan menggabungkan dua gelanggang yaitu R & S, serta bimodul M
yang menghubungkan keduanya. Dalam konteks ini R merupakan matriks yang
berukuran 2 x 2 dengan elemen dari gelanggang trinion, sedangkan S adalah



gelanggang trinion yang direpresentasikan dalam bentuk matriks 1 x 1. Di sisi
lain M sebagai bimodul yang bentuk 2 x 1 yang terdiri dari gelanggang trinion.
Berdasarkan uraian di atas, penulis tertarik untuk mengkaji struktur dan sifat
gelanggang polinomial miring yang dibentuk dari gelanggang tumpuan matriks
segitiga formal atas gelanggang trinion.
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Rumusan Masalah
Adapun rumusan masalah dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

Bagaimana membentuk gelanggang matriks segitiga formal atas
gelanggang trinion?

Bagaimana bentuk endomorfisma dari gelanggang matriks segitiga
formal atas gelanggang trinion?

Bagaimana bentuk hasil perkalian polinomial x®A dengan anggota
matriks segitiga formal atas gelanggang trinion?

Bagaimana bentuk pusat dari gelanggang polinomial miring atas
gelanggang matriks segitiga formal?

Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Untuk membentuk gelanggang matriks segitiga formal atas
gelanggang trinion.

2. Untuk mendefinisikan bentuk endomorfisma dari gelanggang
matriks segitiga formal atas gelanggang trinion.

3. Untuk mengidentifikasi bentuk hasil perkalian polinomial x"A
dengan anggota matriks segitiga formal atas gelanggang trinion.

4. Untuk mengidentifikasi pusat dari gelanggang polinomial miring
atas gelanggang matriks segitiga formal.

Batasan Masalah

Penelitian ini hanya membahas tentang pembentukan gelanggang
matriks segitiga formal atas gelanggang trinion dan bentuk x™A serta
pusat dari gelanggang polinomial miring yang dibangun dari
gelanggang matriks segitiga formal atas gelanggang trinion sebagai
gelanggang tumpuan. Dalam hal ini, bentuk x™ A4 yang dimaksud adalah
hasil perkalian polinomial x™ dengan anggota matriks segitiga formal
atas gelanggang trinion.

Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat menambah wawasan bagi penulis
maupun pembaca khususnya mengenai gelanggang polinomial miring
dari gelanggang matriks segitiga formal atas gelanggang trinion serta
dapat menjadi bahan rujukan untuk penelitian di masa datang.



1.2 Landasan Teori
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1.2.2

1.2.3

Matriks Segitiga Formal

Matriks segitiga merupakan salah satu bentuk dari matriks persegi.
Matriks persegi dengan semua elemen diatas diagonal utama bernilai nol
disebut matriks segitiga bawah. Sedangkan, matriks persegi dengan
semua elemen dibawah diagonal utama bernilai nol disebut matriks
segitiga atas.
Definisi 1.2.1
Matriks segitiga formal () berordo 2 X 2 juga dkenal sebagai matriks
segitiga atas berordo 2 x 2 dengan bentuk sebagai berikut:

T={(g }C))|a,b,cER}

Dimana R adalah sebuah gelanggang. (Anwar,et.al.2023)

Bilangan Trinion

Trinion adalah konsep dalam matematika yang termasuk dalam
kategori bilangan hiperkompleks.Trinion (T) merupakan kombinasi linear
dari satu bagian riil dan dua bagian imajiner.
Definisi 1.2.2
Himpunan bilangan trinion dapat dituliskan dalam bentuk

T ={ay + a,i + a,j |ag,a;,a, ER

Dimana i? = j,j? = —i,ij = ji = —1. (Anwar,et.al.2023)

Gelanggang Trinion
Untuk menunjukkan bahwa Trinion merupakan gelanggang maka
dimisalkan a, b,c € T dengan a = a4 + a;i + a,j, b = by + byi + b,j, dan
c=cy+ci+cyj.
1) Akan ditunjukkan (T, +) adalah grup komutatif

a+b = (ay+ a;i+ ayj) + (by + byi + byj)
= (ap + bo) + (ay + by)i + (a; + by)j
= (bo + ao) + (by + a;)i + (b + az)j
= (by + byi + byj) + (ag + aqi + a,j)
=b+a

2) Akan ditunjukkan (T,") bersifat asosiatif (ab)c = a(bc).

(ab)c = [(ag + ayi + azj) (b + byl + byj)](co + c1i + c2))

= [(ao(bg + byi + byj) + asi(by + byi + byj)
+azj(by + byi + byj))] (co + ¢1i + c3))
= [(aoby + aobyi + agb,j) + (a1boi + a;byj — a;b,)
+(azboj — azby — azby)[(co + ¢1i + ¢3))
= [(agbo + aobyi + agb,j) + (a1boi + a1b,j — a1 b;)
+(azboj — azby — azbyi)] ¢ +

[(aobo + agbyi + agbyj) + (ayboi + asbij — a,by)
+(azboj — azby — aybyi)] i +
[(agbo + agbyi + agb,j) + (ayboi + a1bij — a,by)



+(azboj — azb; — azbyi)]c,j

= [(ag + a;i + ayj)bgocy + (ap + a,i + azj)b,cyi
+(ay + a i + azj)b,ycof] +
[(ag + a,i + ayj)bgcii + (ag + i+ a,j)byicyi
+(ay + a i + ayj)byjcqii] +
[(ag + aii + azj)bocyj + (ag + ari+ azj)biicyj
+(ao + a1i + azj)b,jc,j]

= [(ag + a;i + ayj)bgocy + (ap + aqi + a,j)bycyi
+(ay + a i + azj)bycof] +
[(ag + aqi + azj)bocyi+ (ag + aii + ayj)bicij
—(ag + a i + ayj)byci] +
[(ap + ari+ azj)bocaj — (ag + ayi + azj)bsc,
—(ag + a1 + azj)b,yc,i]

= [(aobo + agbyi + agb,j) + (a1boi + aybyj — a;by)
+(azboj — azby — azby0)](co + ¢1i + ¢2))

3) Akan ditunjukkan (T, +,) memenuhi hukum ditributif.
a. Distributif kanan a(b + ¢) = (ab) + (ac).
a(b + ¢) = (ag + aqi + ayj)[(bg + bii + byj) + (co + c1i + c2))]
= (ao + ari + az)[(bo + co) + (b1 + c1)i + (b2 + c2)j]
= (ao[(bo + co) + (by + c1)i + (b2 + 2]
+(a,i[(bo + co) + (by + ¢1)i + (by + c3)j]
+(azj[(bo + co) + (b1 + c1)i + (bz + c2)j]
= [(aobo) + (ao¢o) + (agb1) + (agcy)i
+(aoba)j + (agc2)jl + [(arho)i + (aico)i
+(a1by)j + (aic1)j — (arby) — (a;¢2)]
+[(azbo)j + (azco)j — (azby) — (azcq)
—(azb2)i — (a,¢3)i]
= [((agho) — (a1bz) — (azb1)) + ((aohy) + (a;bg) —
(azbz))i + ((aobz) + (a1h1) + (azbo))j]
[((agco) — (ascz) — (azcq))
+((a001) + (ay¢) — (azcz))i
+((a0c2) + (a;¢1) + (azco))j]
= (ab) + (ac).
b. Distributif kiri (a + b)c = (ac) + (bc).
(a+b)c=[(ag + ai+ ayj) + (by + bii + byj)]
(co + c1i + ¢2))
= [(ao + bo) + (ay + by)i + (az + by)jl(co + c1i + c3f)
= ([(ao + bo) + (a; + by)i + (a, + by)jlcy)
+([(ag + bo) + (a; + by)i + (ay + by)jlcii)
+([(ag + bo) + (ay + by)i + (ay + by)jlcy))
= [(aoco) + (boco) + (ar¢)i + (byco)i
+(azco)j + (byco)j + (ager)i + (bocy)i



+(asc1)j + (bycy)j — (azer) — (bycy)
+(agcz)j + (boc)j — (ar¢3) — (byicy)
—(aycy)i — (bycy)i]
= ([(agco) — (as¢3) — (azcy)] + [(agcy)
+(asco) — (azcr)]i + [(aocy) + (ar¢p)
+(apc2)1j) + ([(boco) — (bycy) — (bycy)]
+[(bycy) + (bico) — (bycx)]i + [((b2co)
+(bic1) + (bocy)]j
= (ac) + (bo)
Karena ketiga syarat diatas terpenuhi, maka dapat disimpulkan
bahwa trinion merupakan suatu gelanggang

1.24 Bimodul
Ada beberapa syarat yang harus dipenuhi agar disebut bimodul.
Berikut ini adalah syarat dalam membentuk bimodul yaitu:
1. M adalah R modul Kiri
2. M adalah S modul kanan
3. r.(m.s) = (r.m).s (Wisbauer,2018)
Definisi 1.2.3
i. Diberikan grup komutatif (M,+) dan ring R dengan elemen
satuan 1, serta operasi o:R XM — M. Grup M disebut modul kiri
atas ring R apabila memenuhi aksioma-aksioma :
a) ro(my+my) =rom +rom,
b) (rp+1)omy =1 0my+1r,0my
c) (rp ") omy =1 o(ry 0omy)
d) 1lgomy; = my

untuk setiap ry,7, € R dan m;,m, € R
. Diberikan grup komutatif (M,+) dan ring S dengan elemen satuan

1g, serta operasi o:M X S - M Grup M disebut modul kanan atas
ring S apabila memenuhi aksioma-aksioma :

a) (my; +my)es; =myos; + myos;

b) myo(s; +5,) = myos; + myos,

C) mye(sysy) = (Myosy)es,

d) myolg = my

untuk setiap s;,s, € Sdanm;,m, € M
ii. Sifat kompatibilitas yaitu r. (m.s) = (r.m).s

1.2.5 Gelanggang
Gelanggang merupakan struktur aljabar yang lebih kompleks dari
grup. Berbeda dengan grup yang merupakan struktur aljabar yang
memiliki satu operasi biner, gelanggang adalah sebuah himpunan tak
kosong dengan dua operator biner yang lazim disebut operator tambah



1.2.6

dengan lambang (+) dan operator kali dengan lambang (-) atau
seringkali tidak diberi lambang, yang memenuhi beberapa syarat atau
aksioma yang disimbol dengan (R, +, *)

Definisi 1.2.4

Himpunan R tak kosong disebut gelanggang jika di dalam R terdapat dua
operasi umumnya

disimbolkan (+) dan (-) sedemikian sehingga berlaku:

i. a+b€ERVabe€eR
i.i a+b=b+aVabe€ER
ii. (@a+b)+c=a+((b+c),VYabc€eR

iv. Untuk setiap a € R terdapat elemen 0, € R sehingga 0z + a =
a = a + 0z.Selanjutnya 0 disebut identitas dari R.

v. Untuk setiap a € R, terdapatb € R 3 a + b = 0. Selanjutnya
b disebut invers dari a terhadap penjumlahan di R, biasa ditulis
b = -a.

vii a-b€R,Vab€ER
vi. (a-b)-c=a-(b-c),VabcER

vii.,a - (b + ¢) =(a - b) +(a - ¢c)dan(a + b)- ¢ =(a - ¢c)+
(b - ¢),¥Ya,b,c €R.Jika untuk setiap a € R, terdapat 1p € R,
sehingga1p "a =a =a - 1R.

Selanjutnya, R disebut gelanggang dengan elemen satuan dan 1z
disebut elemen satuan di R. Apabila di R juga berlaku a - b = b
“a,Va,b € R maka R dinamakan gelanggang komutatif (Shahriari,
2017).

Homomorfisma Gelanggang
Homomorfisma gelanggang merupakan suatu pemetaan dari
gelanggang ke gelanggang yang memenuhi dua syarat tertentu.
Definisi 1.2.5

Misalkan R dan R' merupakan gelanggang. Pemetaan f:R — R’
merupakan homomorfisma gelanggang jika V a,b € R berlaku:

1) f(a+b) = f(a) + f(b)
2) f(ab) = f(a)f(b). (Amir, 2010)
Contoh 1.2.1

Misalkan ¢ adalah homomorfisma dari suatu pemetaan ¢: R —» R! yang



1.2.7

1.2.8

didefinisikan dengan ¢@(x) =x,Vvx €R. Akan ditunjukkan ¢
homomorfisma ring.

Buki:
Ambil a,b € R, maka
@(a+b) = (a+Db)
= (a) + (b)
= ¢(a) + ¢(b)
Dan ¢(ab) = (a - b)
= (@)~ (b)
=¢(a)-¢(b)

Jadi ¢(R) adalah homomorfisma di R®.

Endomorfisma

Endomorfisma adalah pemetaan dalam teori aljabar yang
menghubungkan suatu struktur aljabar dengan dirinya sendiri, dengan
mempertahankan operasi yang ada dalam struktur tersebut. (Setiawan
Adi, 2023)
Misalkan Radalah gelanggang trinion a, b € R dan a: R = R maka berlaku:

o(a+b)=0a(a)+a(b)
o(ab) = a(a)o(b)

Gelanggang Polinomial Miring

Gelanggang polinomial miring atas R dengan variabel tak diketahui x
adalah gelanggang R[x; 0,6] yang terdiri dari polinom f(x) = a,+
a;xt + ax? + -+ a,_x" '+ a,x"dimana a; € R yang memenubhi
aturan perkalian xa = og(a)x + 6(a), untuk setiap a € R. Apabila ¢ =
1 atau ¢ adalah endomorfisma identitas, maka gelanggang polinom
miring cukup ditulis R[x; 6]. Jika § = 0, gelanggang polinom miring
cukup ditulis R[x; o]. Sedangkan jika ¢ = 1 dan 6 = 0 gelanggang
polinom miring cukup ditulis R[x], yang merupakan gelanggang
polinomial biasa.

Definisi 1.2.6

Misal R adalah sebuah gelanggang dengan elemen satuan dan o
merupakan endormorfisma gelanggang, maka pemetaan §: R — R
disebut sebagai o-derivatif dari R jika untuk semua a, b € R memenuhi:

1) (a + b) = 8(a) + 8(b),



2) 8(ab) = o(a)5(b) + 8(a)b. (Farahat & Al-Bogamy, 2021)

Contoh 1.2.2

Misalkan D = Z + Zv/=5. ¢ adalah suatu endomorfisma pada D dan
didefenisikan sebagai o(a +bvV-5) = a —bV—5, untuk setiap a+
bV=5 € D. Pemetaan § didefenisikan sebagai 6(a + bv=5) = b, untuk

setiap a +bvV-5€ D. Pemetaan § yang didefenisikan seperti ini
memenuhi syarat o-derivatif. Dengan demikian D[x;o,5] merupakan
suatu gelanggang polinom miring.

Misalkan terdapat dua polinom miring f(x) = (4 — 2V=5)x dengan
g(x) = (3+5V-5)x
o f()g) =[(4-2V=5)x][(3 +5V-5)x]
= (4 — 2v/=5)[x(3 + 5vV-5)]«
= (4 —2v=5)[0(3 + 5V=5)x + 6(3 + 5V-5)]x
= (4 —2vV-5)(3 = 5V-5)x% + (4 — 2V=5)5x
= (—38 — 26V=5)x? + (20 — 10V—5)x
« gOOf () =[(3+5V=5)x][(4 - 2v=5)x]
= (3 +5vV=5)[x(4 — 2v-5)|«
= (3 +5V=5)[o(4 — 2V=5)x + §(4 — 2v/=5)]x
= (3 +5V=5)(4 + 2V=5)x? + (3 + 5vV=5)(-2)x
= (—38+ 26V-5)x% + (-6 — 10V—5)x
Karena f(x)g(x)# g(x)f(x) maka dapat disimpulkan bahwa
perkalian gelanggang polinom miring tidak bersifat komutatif.

1.2.9 Pusat Gelanggang
Berikut akan diuraikan bentuk pusat gelanggang

Definisi 1.2.7

Misalkan R adalah gelanggang. Pusat dari gelanggang R disimbolkan
dengan Z(R) yang didefenisikan sebagai

Z(R) ={r € Rlrx = xr,V x € R}
Contoh 1.2.3

Gelanggang R = {(‘Cl b

d
adalah Z(R) = {(g 2) |n ez},
Bukti:

Misalkan r = (Ccl Z) danx = (g 2) maka

m= @ D@ 9=

)|a,b,c,deZ}. Pusat dari gelanggang R



_(m O0\(a b)_ (na nb\_ (an bn
= (0 n) (c d) h (nc nd) - (cn dn)
Dari persamaan di atas, terbukti bahwa rx = xr, sehingga adalah
Z(R) = {(g 2) |n € Z} merupakan pusat dari R. (Juson, T.W.2011)
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2.1 Waktu dan Tempat Pelaksanaan

Penelitian dimulai sejak 20 Agustus 2024 di Departemen Matematika,

Fakultas Matematika dan lImu Pengetahuan Alam, Universitas Hasanuddin.

2.2 Metode Penelitian

Dalam penelitian ini, metode yang digunakan adalah studi literatur atau

kajian pustaka dengan cara mengumpulkan informasi dari buku-buku maupun

literatur lainnya yang relevan dengan masalah penelitian kemudian

menggunakannya untuk menganalisis objek penelitian. Adapun tahapan-

tahapan yang dilakukan dalam penelitian adalah sebagai berikut:

a.

Mencari literatur di buku, jurnal dan beberapa situs terkait.

Pada tahapan ini, penelitian diawali dengan cara mengumpulkan informasi
dari buku, jurnal dan situs terkait topik penelitian dalam hal ini bimodul dari
trinion kemudian di uji menggunakan syarat bimodul dan matriks segitiga
formal atas gelanggang trinion. Selanjutnya akan diuji menggunakan
syarat gelanggang

Menentukan pemetaan ¢ dari gelanggang matriks segitiga formal
atas gelanggang trinion.

Pada tahapan ini, dicari pemetaan ¢ yang memenuhi syarat endomorfisma
gelanggang.

Mencari bentuk x"(a)

Pada tahapan ini, dicari bentuk x"(a) dengan menggunakan aturan
perkalian pada gelanggang polinomial miring yaitu xa = o(a)x dengan a €
R[x; o]

Menentukan pusat dari gelanggang polinomial miring

Pada tahapan ini, dicari pusat dari gelanggang polinomial miring dengan
gelanggang matriks segitiga formal atas gelanggang trinion dengan

memanfaatkan hasil yang diperoleh dari langkah-langkah sebelumnya.



2.3 Diagram Alur Penelitian
Adapun alur dari penelitian ini ditunjukkan pada diagram berikut.

Studi Literatur

8

Uji syarat Bimodul dan Matriks Segitiga Formal atas Gelanggang

Trinion, serta uji syarat gelanggang

8

Menentukan pemetaan ¢ dari gelanggang Matriks Segitiga

Formal atas Gelanggang Trinion

\)

Mencari bentuk x™(a) dengan menggunakan aturan perkalian

pada gelanggang polinomial miring xa = o(a)x

\)

Menentukan pusat dari gelanggang polinomial miring dengan

gelanggang matriks segitiga formal atas gelanggang trinion

Gambar 2.3.1. Diagram alur penelitian
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