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ABSTRAK 
 
 
 
SUSI EKAWATI. Sifat-sifat Nilai Eigen dalam Matriks Quaternion 
(dibimbing oleh Amir dan Mawardi).  
 

Penelitian ini bertujuan menentukan sifat-sifat nilai eigen dalam 
matriks quaternion.  

 

Menurut Zhang (2007), jika   (
  
  

) adalah matriks quaternion 

dengan      dan   adalah nilai eigen kiri dari  , maka |   ||   |  

| || |. Dalam tesis ini akan ditunjukkan tiga hal. Pertama, jika   (
  
  

) 

adalah matriks quaternion dengan      dan   adalah nilai eigen kiri dari 

   maka (   )  (   )   . Kedua, jika   (
   
   
   

+ adalah matriks 

quaternion dengan kondisi tertentu dan   adalah nilai eigen kiri dari    

maka (   )  (   )  (   )   . Dan ketiga, jika   (

    
    
    
    

, 

adalah matriks quaternion dengan kondisi tertentu dan   adakah nilai 
eigen kiri dari    maka (   )  (   )  (   )  (   )   . 
 
 
Kata Kunci : Quaternion, Determinan Cayley, Nilai Eigen Kiri 
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ABSTRACT 
 
 
 
SUSI EKAWATI. The Properties of Eigenvalue in the Quaternion Matrices 
(Supervised by Amir and Mawardi). 
 

This research aimed to determine the properties of eigenvalue in 
the quaternion matrices. 
 

According to Zhang (2007), if   (
  
  

) is a quaternion matrix 

with      and   is the left eigenvalue of  , then |   ||   |  | || |. In 

this thesis three things will be shown. The first, if   (
  
  

) is a 

quaternion matrix with      and   is the left eigenvalue of  , then 

(   )  (   )   . The second, if   (
   
   
   

+ is a quaternion 

matrix with certain condistions and   is the left eigenvalue of  , then 

(   )  (   )  (   )   . And the third, if   (

    
    
    
    

, is a 

quaternion matrix with certain conditions and   is the eigenvalue of    then 
(   )  (   )  (   )  (   )   . 

Keywords : Quaternion, Cayley Determinant, Left Eigenvalue 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

A. Latar Belakang 

Quaternion merupakan perluasan dari bilangan-bilangan kompleks 

yang tidak komutatif dan diterapkan dalam mekanika tiga dimensi. 

Sebagai himpunan, quaternion dilambangkan sebagai  .   memiliki tiga 

jenis operasi yaitu penjumlahan, perkalian skalar, dan perkalian 

quaternion. Elemen-elemen quaternion disimbolkan sebagai        dan   

( , , dan   adalah komponen imajiner) dan dapat dituliskan sebagai 

kombinasi linier :            dimana      , dan   adalah bilangan riil. 

Persamaan-persamaan lainnya adalah         ,         , 

        , dan            . (Wikipedia, 2017) 

Dalam  jurnal Zhang (2007) mengatakan bahwa misalkan   

(
  
  

) adalah matriks quaternion dengan     . Jika   adalah nilai eigen 

kiri dari  , maka |   ||   |  | || |. Farid, dkk (2011) mengatakan 

bahwa misalkan   (
  
  

)      ( )
 dengan     . Jika      ( ) 

adalah nilai eigen kiri dari  , maka |   |  | | jika dan hanya jika 

|   |  | |   

Telah diketahui bahwa jika   (
    
    

* adalah matriks bilangan riil 

dengan ordo    , maka determinan dari matriks   adalah           
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dan jika   (
      
      
      

+ adalah matriks bilangan riil dengan ordo    , 

maka determinan dari matriks   adalah                      

                    . Sedangkan berdasarkan definisi determinan 

Cayley, jika   (
    
    

* adalah matriks bilangan quaternion dengan ordo 

   , maka determinan dari matriks   adalah           dan jika 

  (

      
      
      

+ adalah matriks bilangan quaternion dengan ordo    , 

maka determinan dari matriks   adalah   (         )    (     

    )    (         ). (Aslaksen, 1991) 

Misalkan       ,     disebut nilai eigen kiri dari   jika       

untuk beberapa      yang tak nol atau ekuivalen dengan matriks 

(    ) yang tidak memiliki invers, sehingga  (    )   . Kemudian 

jika misalkan       ,     disebut nilai eigen kanan dari   jika       

untuk beberapa      yang tak nol. (Zhang, 2007) 

Dari uraian di atas, peneliti bermaksud melakukan penelitian untuk 

menyelidiki bagaimana sifat-sifat nilai eigen terhadap diagonal matriks 

quaternion. 

B. Rumusan Masalah 

Pada penelitian ini, masalah yang akan dibahas adalah sebagai 

berikut 
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1. Bagaimana sifat nilai eigen terhadap diagonal matriks quaternion 

pada     ( ) dengan     ? 

2. Bagaimana sifat nilai eigen terhadap diagonal matriks quaternion 

pada     ( ) dengan kondisi terdapat entri matriks yang sama 

dengan nol? 

3. Bagaimana sifat nilai eigen terhadap diagonal matriks quaternion 

pada     ( ) dengan kondisi semua entri matriks tidak ada yang 

sama dengan nol? 

4. Bagaimana sifat nilai eigen terhadap diagonal matriks quaternion 

pada     ( ) dengan            ? 

 

C. Tujuan Penelitian 

Tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut 

1. Mengetahui sifat nilai eigen terhadap diagonal matriks quaternion 

pada     ( ) dengan     . 

2. Mengetahui sifat nilai eigen terhadap diagonal matriks quaternion 

pada     ( ) dengan kondisi terdapat entri matriks yang sama 

dengan nol. 

3. Mengetahui sifat nilai eigen terhadap diagonal matriks quaternion 

pada     ( ) dengan kondisi semua entri matriks tidak ada yang 

sama dengan nol. 

4. Mengetahui sifat nilai eigen terhadap diagonal matriks quaternion 

pada     ( ) dengan            . 
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D. Batasan Penelitian 

Pada penelitian ini, permasalahan yang dibahas terbatas hanya 

pada matriks dengan kondisi sebagai berikut: 

1. Matriks quaternion pada     ( ) dengan     . 

2. Matriks quaternion pada     ( ) dengan kondisi terdapat entri 

matriks yang sama dengan nol. 

3. Matriks quaternion pada     ( ) dengan kondisi semua entri 

matriks tidak ada yang sama dengan nol. 

4. Matriks quaternion pada     ( ) dengan            . 

E. Manfaat Penelitian 

Dari penelitian ini diharapkan dapat menambah wawasan dan 

pengetahuan tentang nilai eigen dan vektor eigen quaternion serta dapat 

dijadikan referensi bagi peneliti lain tentang matriks quaternion. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

Pada bab ini akan dikaji beberapa definisi, sifat-sifat, teorema, dan 

contoh yang akan digunakan dalam membuktikan hasil penelitian.  

A. Quaternion 

Menurut Shomake (2007) aljabar quaternion diciptakan oleh 

Hamilton pada tahun 1853 dan dinotasikan dengan   untuk 

menghormatinya yang merupakan perluasan bilangan kompleks untuk 

aljabar empat dimensi. 

1. Definisi Quaternion 

Quaternion merupakan kombinasi linear skalar riil dan tiga satuan 

imaginer ortogonal (dilambangkan dengan     dan   ) dengan koefisien riil 

yang dapat dituliskan sebagai  

  *                |              + 

dimana elemen     dan   memenuhi aturan perkalian Hamilton berikut ini : 

               

            

            

         . 

 

2. Sifat – sifat Quaternion  

Berikut dijelaskan sifat – sifat operasi pada bilangan quaternion : 
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a. Operasi penjumlahan dan perkalian  

Diberikan dua buah quaternion yaitu : 

                  

                  

dengan                          . 

Penjumlahan dua buah quternion tersebut adalah  

    (              )  (              )  

           (     )  (     )  (     )  (     ) . 

 dan 

Perkalian dua buah quaternion adalah  

   (              )(              )  

     (              )     (              )  

          (              )     (              )  

  (                      )  (           
         

      )  (                  
        )  (      

                   
 )  

                                                

                                               

  (                   )  (                   )  

(                   )  (                   ) . 

 

b. Konjugat dari Quaternion 

Jika                 , maka konjugat dari   adalah 

 ̅                 
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Contoh : 

                ̅            

 

c. Norm dari Quaternion 

Norm dari quaternion diperoleh dari modulus perkalian quaternion 

dengan konjugatnya  ̅. 

| |  √  ̅  √  
    

    
    

   

Salah satu sifat norm quaternion adalah | || |  |  |. 

 Contoh : 

               | |  √   (  )        √    

 

d. Invers dari Quaternion 

    
 ̅

| | 
 

Contoh : 

                   
         

  
 

 

  
(         ) 

(Djuddin, 2015) 

B. Matriks  

1. Definisi Matriks 

Matriks adalah susunan segi empat siku-siku dari bilangan-bilangan. 

Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri dalam 

matriks. Matriks yang mempunyai   baris dan   kolom dinyatakan dengan 
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(

 
 

             
             
             
     
             )

 
 

 

Matriks tidak mempunyai nilai tetapi ukuran. Ukuran matriks disebut 

ordo yang ditentukan oleh banyaknya baris dan banyaknya kolom. Jika 

matriks   mempunyai   baris dan   kolom, maka matriks   berordo    . 

2. Jenis-jenis Matriks 

Adapun jenis-jenis matriks antara lain: 

a. Matriks Nol 

Matriks nol adalah matriks di mana semua unsurnya nol. 

Contoh :      *
  
  

+. 

b. Matriks Bujur Sangkar 

Matriks bujur sangkar adalah suatu matriks yang banyaknya 

baris sama dengan banyaknya kolom, yang dinyatakan dengan 

    , dimana    , dapat ditulis dengan      (   )   . Matriks 

berordo     disebut juga bujur sangkar ordo  . Dalam hal ini hanya 

matriks bujur sangkar yang mempunyai elemen diagonal utama dan 

elemen diagonal kedua. 

Contoh :      *
  
  

+       [
   
   
   

]. 
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c. Matriks Segitiga 

Matriks segitiga atas adalah matriks bujur sangkar dengan 

elemen-elemen yang terletak di bawah elemen diagonal utama 

semua nol. Bentuk umumnya adalah (   ) dengan             

Contoh :      [
   
   
   

]. 

Matriks segitiga atas adalah matriks bujur sangkar dengan 

elemen-elemen yang terletak di atas elemen diagonal utama semua 

nol. Bentuk umumnya adalah (   ) dengan             

Contoh :      [
   
   
   

]. 

d. Matriks Diagonal 

Matriks diagonal merupakan matriks bujur sangkar dengan 

semua elemen-elemen yang bukan elemen diagonal utama adalah 

nol. Dengan kata lain suatu matriks   berorde     disebut matriks 

diagonal, jika       untuk    . 

Contoh :      [
   
   
   

]. 

e. Matriks Identitas 

Matriks identitas adalah matriks skalar dengan elemen-elemen 

diagonal utama semuanya sama dengan satu. Bentuk umum matriks 
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identitas dinyatakan dengan   (   ) dimana             

dengan       untuk     dan       untuk    . 

Contoh :      *
  
  

+. 

f. Matriks Quaternion 

Matriks quaternion adalah matriks yang entri-entrinya adalah 

bilangan quaternion. 

 Contoh :      (
           
           

*. 

3. Determinan Matriks 

Determinan adalah susunan bilangan atau simbol yang berbentuk 

bujur sangkar dan disajikan di antara dua garis tegak. Determinan sebagai 

satu kesatuan yang mewakili suatu nilai dari matriks yang diberikan. 

Determinan   dinotasikan dengan | | atau     ( ). 

Jika diketahui matriks   adalah bilangan riil yang berordo     

                        (
    
    

*, 

maka determinan matriks   didefinisikan sebagai berikut 

   ( )  |
    
    

|             

 (Kurniati, 2010) 

 

Definisi determinan quaternion oleh Cayley dinotasikan dengan      

adalah sebagai berikut 
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     (
    
    

*              

     (

      
      
      

+    (         )    (         )    (         ) 

     (

        
        
        
        

,    |
      
      
      

|    |
      
      
      

|    |
      
      
      

|    |
      
      
      

|  

 

Contoh : 

Carilah determinan dari matriks   berikut 

                               (
          
       

*. 

Penyelesaian 

Berdasarkan definisi determinan matriks quaternion oleh Cayley diperoleh 

     (      )(   )  (    )(    )   

      (        )  (    )   

          . 

 

C. Nilai Eigen dan Vektor Eigen  

Misalkan   adalah suatu matriks    .   disebut suatu nilai eigen 

dari   jika terdapat suatu vektor tak nol   sehingga      . Vektor   

disebut vektor eigen dari   yang bersesuaian dengan  . Persamaan 

      dapat dituliskan dalam bentuk 

    (    )   .            (i) 

Persamaan (i) akan mempunyai penyelesaian tak trivial jika dan hanya 

jika      singular atau secara ekuivalen 
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                                            (    )   .            (ii) 

Jika determinan pada Persamaan (ii) diuraikan, maka diperoleh suatu 

polinomial berderajat   dalam peubah   

                                          ( )      (    ). 

Polinomial ini disebut polinomial karakteristik dan Persamaan (ii) disebut 

persamaan karakteristik untuk matriks  . Akar dari polinomial karakteristik 

adalah nilai eigen dari  . (Hermana, 2016) 

 

Contoh : 

Tentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks  

                        (
              

                 
*. 

Penyelesaian 

Nilai Eigen 

   (    )     

   ((
              

                 
*  (

  
  

))     

   (
                
                   

*     

Berdasarkan definisi determinan matriks quaternion oleh Cayley diperoleh 

     (         )(         )  (          )(       )     

         (   (       )   (       )   (        ))   (        )  

 

Jika                 , maka 

     (  
    

    
    

                      )   (           )  

                (     )   (     )   (     )   (        )     
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Sehingga diperoleh persamaan  

   
    

    
    

   (           )      

        (     )      

        (     )      

        (     )      

 

Dari persamaan tersebut diperoleh nilai eigen 

  (  √ )(       )  

  (  √ )(       ). 

 

Vektor Eigen 

(    )     

(
                
                   

* (
  
  
)  (

 
 
)   

 

Untuk   (  √ )(       ), maka 

(
 √ (       )        

           √ (       )
) (
  
  
)  (

 
 
)  

 ( √ (       )        
  

* (
  
  
)  (

 
 
)  

Diperoleh  

 √ (       )   (       )     √        

Maka diperoleh vektor eigen :   (
 

√ 
*. 

Uji 
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(
              

                 
*(
 

√ 
*  (  √ )(       )(

 

√ 
*  

(
(  √ )(       )

(  √ )(       )
)  (

(  √ )(       )

(  √ )(       )
).  

 

Untuk   (  √ )(       ), maka 

(
√ (       )        

          √ (       )
) (
  
  
)  (

 
 
)  

 (√ (       )        
  

* (
  
  
)  (

 
 
)  

Diperoleh  

√ (       )   (       )     √         

Maka diperoleh vektor eigen :   (
  

√ 
*. 

Uji 

       

(
              

                 
*(
  

√ 
*  (  √ )(       ) (

  

√ 
*  

(
(   √ )(       )

(   √ )(       )
)  (

(   √ )(       )

(   √ )(       )
).   

 

Teorema :  

Misalkan   (
  
  

) adalah matriks quaternion dengan     . Jika   

adalah nilai eigen kiri dari  , maka |   ||   |  | || |. 

Bukti 

Perhatikan bahwa 
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  (
                            
                            

* 

    (    )    

(                )(                )  (           

   )(              )     

 

Telah diketahui bahwa     , sehingga 

(                )(                )     

Dari persamaan tersebut diperoleh nilai eigen 

                  

                  

 
Kemudian perhatikan bahwa 

 Untuk                   

|   |  |                (              )|     

|   |  |                (              )|  

|   ||   |     

 

 Untuk                    

|   |  |                (              )|  

|   |  |                 (              )|     

|   ||   |     

Sehingga jelas bahwa |   ||   |  | || |. 

 

 

 


