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ABSTRAK

SUSI EKAWATI. Sifat-sifat Nilai Eigen dalam Matriks Quaternion
(dibimbing oleh Amir dan Mawardi).

Penelitian ini bertujuan menentukan sifat-sifat nilai eigen dalam
matriks quaternion.

Menurut Zhang (2007), jika A = (? Z

dengan bc = 0 dan A adalah nilai eigen kiri dari A, maka |2 —al|A—d| =
|b||c|. Dalam tesis ini akan ditunjukkan tiga hal. Pertama, jika A = (Ccl b)

) adalah matriks quaternion

d
adalah matriks quaternion dengan bc # 0 dan A adalah nilai eigen kiri dari
a b r
A, maka (1 —a) + (A —d) = 0. Kedua, jika 4 = (c d p) adalah matriks
s q f
quaternion dengan kondisi tertentu dan A adalah nilai eigen kiri dari A,
a b 0 0
. . c d 0 0
maka (1 —a)+ (A —d) + (A — f) = 0. Dan ketiga, jika A = 00 p g
0 0 r s
adalah matriks quaternion dengan kondisi tertentu dan A adakah nilai

eigenkiridariA, maka (A —a)+ A1 —-d)+ (A —-p)+ (A —-s) =0.

Kata Kunci : Quaternion, Determinan Cayley, Nilai Eigen Kiri
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ABSTRACT

SUSI EKAWATI. The Properties of Eigenvalue in the Quaternion Matrices
(Supervised by Amir and Mawardi).

This research aimed to determine the properties of eigenvalue in
the quaternion matrices.

According to Zhang (2007), if A = (‘Cl Z) IS a quaternion matrix

with bc = 0 and 1 is the left eigenvalue of A, then |A — al|A — d| = |b]]|c]|. In
this thesis three things will be shown. The first, if A= (Ccl b) is a

d
quaternion matrix with bc #0 and A is the left eigenvalue of A, then
a b r
(A—a)+(A—-d)=0. The second, if A=<c d p) is a quaternion
s q f
matrix with certain condistions and A is the left eigenvalue of A, then
a b 0 O
. . c d 0 0].
A-a)+(A—d)+ @A —f)=0. And the third, if A = 00 p g is a
0 0 r s

guaternion matrix with certain conditions and A is the eigenvalue of 4, then
A=) +A-dD+A—-p)+(1—-5)=0.

Keywords : Quaternion, Cayley Determinant, Left Eigenvalue
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DAFTAR SIMBOL

Simbol Arti/Keterangan

H Bilangan Quaternion

A Nilai Eigen suatu Matriks

X Vektor Eigen suatu Matriks

My (H) Matriks Quaternion Berordo 2 x 2
H™" Matriks Quaternion Berordo n X n
R Bilangan Ruiil

i Bilangan Imajiner dalam Quaternion
j Bilangan Imajiner dalam Quaternion
k Bilangan Imajiner dalam Quaternion
Apxn Matriks berordo m X n

a Bilangan Quaternion a

a Konjugat dari Quaternion a

b Bilangan Quaternion b

b Konjugat dari Quaternion b

f Bilangan Quaternion f

f Konjugat dari Quaternion f

p Bilangan Quaternion p

14 Konjugat dari Quaternion p

q Bilangan Quaternion g

q Konjugat dari Quaternion q

la| Norm Quaternion

n Bilangan Riil yang lebih besar dari nol

P
\
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BAB |

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Quaternion merupakan perluasan dari bilangan-bilangan kompleks
yang tidak komutatif dan diterapkan dalam mekanika tiga dimensi.
Sebagai himpunan, quaternion dilambangkan sebagai H. H memiliki tiga
jenis operasi yaitu penjumlahan, perkalian skalar, dan perkalian
guaternion. Elemen-elemen quaternion disimbolkan sebagai 1,i,j, dan k
(i,j, dan k adalah komponen imajiner) dan dapat dituliskan sebagai
kombinasi linier : a + bi + cj + dk dimana a, b, ¢, dan d adalah bilangan riil.
Persamaan-persamaan lainnya adalah ij=—ji=k, jk=—-kj=1,

ki = —ik = j, dan i? = j2 = k? = —1. (Wikipedia, 2017)
Dalam jurnal Zhang (2007) mengatakan bahwa misalkan A =

(Ccl Z) adalah matriks quaternion dengan bc = 0. Jika A adalah nilai eigen

Kiri dari A, maka |1 —al||A —d| = |b||c|. Farid, dkk (2011) mengatakan

a b

bahwa misalkan A = (C d) € M,.,(H)dengan bc # 0. Jika 1 € o,(4)

adalah nilai eigen kiri dari A, maka |1 —a| = |b| jika dan hanya jika

|4 = b| = cl.

a; by

—-— ah diketahui bahwa jika A = ( ) adalah matriks bilangan riil

a, b,

| ordo 2 X 2, maka determinan dari matriks A adalah a,b, — b;a,
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a by ¢
dan jika B = <a2 b, c2> adalah matriks bilangan riil dengan ordo 3 X 3,
as by c3

maka determinan dari matriks B adalah a,b,c;+ b;c,as + cya,b; —

bia,c; —a;c,bs — c1b,a5. Sedangkan berdasarkan definisi determinan

Cayley, jika A = (Zl Zl) adalah matriks bilangan quaternion dengan ordo
2 2

2 x 2, maka determinan dari matriks A adalah a;b, —a,b; dan jika
a by ¢

B = (az b, c2> adalah matriks bilangan quaternion dengan ordo 3 X 3,
as bz ¢

maka determinan dari matriks B adalah a;(byc3 — bsc,) —ay(bic5 —

b3C1) + a3 (b1C2 - bzcl). (ASIaksen, 1991)

Misalkan A € H™*™ A € H disebut nilai eigen kiri dari A jika Ax = Ax
untuk beberapa x € H" yang tak nol atau ekuivalen dengan matriks
(A — AI) yang tidak memiliki invers, sehingga (A4 — Al)x = 0. Kemudian
jika misalkan A € H™" A € H disebut nilai eigen kanan dari 4 jika Ax = x4

untuk beberapa x € H" yang tak nol. (Zhang, 2007)

Dari uraian di atas, peneliti bermaksud melakukan penelitian untuk
menyelidiki bagaimana sifat-sifat nilai eigen terhadap diagonal matriks

guaternion.

B. Rumusan Masalah

ada penelitian ini, masalah yang akan dibahas adalah sebagai
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1. Bagaimana sifat nilai eigen terhadap diagonal matriks quaternion
pada M,,,(H) dengan bc # 07?

2. Bagaimana sifat nilai eigen terhadap diagonal matriks quaternion
pada M,;.5;(H) dengan kondisi terdapat entri matriks yang sama
dengan nol?

3. Bagaimana sifat nilai eigen terhadap diagonal matriks quaternion
pada M;,;(H) dengan kondisi semua entri matriks tidak ada yang
sama dengan nol?

4. Bagaimana sifat nilai eigen terhadap diagonal matriks quaternion

pada M,.,(H) dengan b,yx; = Cxz = 07?

C. Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut

1. Mengetahui sifat nilai eigen terhadap diagonal matriks quaternion
pada M,.,(H) dengan bc # 0.

2. Mengetahui sifat nilai eigen terhadap diagonal matriks quaternion
pada M,;.;(H) dengan kondisi terdapat entri matriks yang sama
dengan nol.

3. Mengetahui sifat nilai eigen terhadap diagonal matriks quaternion
pada M;,;(H) dengan kondisi semua entri matriks tidak ada yang

sama dengan nol.

engetahui sifat nilai eigen terhadap diagonal matriks quaternion

ada M4_x4(]H[) dengan bZXZ = Cyx2 — 0.

Optimization Software:
www . balesio.com




D. Batasan Penelitian

Pada penelitian ini, permasalahan yang dibahas terbatas hanya

pada matriks dengan kondisi sebagai berikut:

1. Matriks quaternion pada M, (H) dengan bc # 0.

2. Matriks quaternion pada M;,;(H) dengan kondisi terdapat entri
matriks yang sama dengan nol.

3. Matriks quaternion pada M;,;(H) dengan kondisi semua entri
matriks tidak ada yang sama dengan nol.

4. Matriks quaternion pada M, ,(H) dengan b,y, = c;x, = 0.

E. Manfaat Penelitian

Dari penelitian ini diharapkan dapat menambah wawasan dan
pengetahuan tentang nilai eigen dan vektor eigen quaternion serta dapat

dijadikan referensi bagi peneliti lain tentang matriks quaternion.

P
\
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BAB I

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dikaji beberapa definisi, sifat-sifat, teorema, dan

contoh yang akan digunakan dalam membuktikan hasil penelitian.

A. Quaternion

Menurut Shomake (2007) aljabar quaternion diciptakan oleh
Hamilton pada tahun 1853 dan dinotasikan dengan H untuk
menghormatinya yang merupakan perluasan bilangan kompleks untuk
aljabar empat dimensi.

1. Definisi Quaternion

Quaternion merupakan kombinasi linear skalar riil dan tiga satuan
imaginer ortogonal (dilambangkan dengan i,j dan k ) dengan koefisien riil
yang dapat dituliskan sebagai

H = {q = qo + q1i + q2J + q5k|q0,q1, 2,93 € R}
dimana elemen i, j dan k memenuhi aturan perkalian Hamilton berikut ini :

i2=j2=k2=—1;

ij = —ji=k;
jk = —kj = i;
ki=—ik =j.

t — sifat Quaternion

| Kut dijelaskan sifat — sifat operasi pada bilangan quaternion :
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a.

h

Operasi penjumlahan dan perkalian
Diberikan dua buah quaternion yaitu :
a=ag+ aqi+ayj+azk
b = by + byi + byj + bsk
dengan ay, a4, a,, as, by, by, b, b3 € R.
Penjumlahan dua buah quternion tersebut adalah
a+ b= (ay+ ayi+ ayj+ ask) + (by + byi + b,j + b3k)
= (ag + by) + (a; + by)i + (a, + by)j + (a3 + b3)k.
dan
Perkalian dua buah quaternion adalah
ab = (ay + a,i + ayj + azk)(by + byi + b,j + b3k)
= ag(bg + byl + byj + bsk) + a,i(by + byi + byj + b3k) +
a,j(by + byi + byj + bsk) + azk(by + bii + byj + bsk)
= (aghy + agbyi + aghyj + agbsk) + (a;byi + a,byi% + a,b,ij +
a,bsik) + (aybyj + aybqji + ayb,j* + a,bsjk) + (asbok +
asb ki + asb,kj + azb;k?)
= agby + agb1i + agb,j + agbsk + abyi — a;by + a1bk — a b3j +
a,bgj — a,b1k — ayb; + aybzi + azbogk + azbj — azb,i — azbs
= (agby — a;b; — ayb, — azbz) + (agh; + a1by + ayb; — azb,)i +

(apb, — a1bs + aybg + ashy)j + (aghs + a b, — ayby + asby)k.

Konjugat dari Quaternion

P
\

ka a = ay + a,i + a,j + azk, maka konjugat dari a adalah

d=a0_a1i_a2j_a3k
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Contoh :

a=2-3i+4j+k> a=2+3i—4j—k

c. Norm dari Quaternion
Norm dari quaternion diperoleh dari modulus perkalian quaternion

dengan konjugatnya a.

la| = Vaa = /a2 + a? + a? + a?
Salah satu sifat norm quaternion adalah |al||b| = |ab|.

Contoh :

a=2-3i+4+k- lal =22+ (-3)2+ 42+ 12 =30

d. Invers dari Quaternion

a
-1
at=——
lal?

Contoh :

1 _ 2+43i—4j-k _

a=2-3i+4j+k—- a 20

1 , ,
5(2+3l—4]—k)

(Djuddin, 2015)

B. Matriks

1. Definisi Matriks

Matriks adalah susunan segi empat siku-siku dari bilangan-bilangan.

—_ -bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri dalam
'm Matriks yang mempunyai m baris dan n kolom dinyatakan dengan

" i
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ayr Qg2 Q93 0 Qp

a1 Az Qz3 - dap
Apsn =| @31 a3z azs - az, |

Anm1 Amz2 Am3  ° Omn

Matriks tidak mempunyai nilai tetapi ukuran. Ukuran matriks disebut
ordo yang ditentukan oleh banyaknya baris dan banyaknya kolom. Jika

matriks A mempunyai m baris dan n kolom, maka matriks A berordo m x n.

2. Jenis-jenis Matriks

Adapun jenis-jenis matriks antara lain:

a. Matriks Nol

Matriks nol adalah matriks di mana semua unsurnya nol.
: _[0 0
Contoh : Ay, = [O ol

b. Matriks Bujur Sangkar
Matriks bujur sangkar adalah suatu matriks yang banyaknya
baris sama dengan banyaknya kolom, yang dinyatakan dengan
Apxn, dimana m = n, dapat ditulis dengan A, x, = (aif)nxn' Matriks
berordo n x n disebut juga bujur sangkar ordo n. Dalam hal ini hanya

matriks bujur sangkar yang mempunyai elemen diagonal utama dan

elemen diagonal kedua.

1 3 5
a 2 0
itoh 1 Ayx, = [1 5]' Azxz = [6 4 2].
2 01
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c. Matriks Segitiga
Matriks segitiga atas adalah matriks bujur sangkar dengan
elemen-elemen yang terletak di bawah elemen diagonal utama

semua nol. Bentuk umumnya adalah (a;;) dengan a;; = 0;Vi > j.

1 3 4
Contoh : A3 =0 2 6|.
0 0 1

Matriks segitiga atas adalah matriks bujur sangkar dengan

elemen-elemen yang terletak di atas elemen diagonal utama semua

nol. Bentuk umumnya adalah (a;;) dengan a;; = 0; Vi < j.

3 00
Contoh: A3z =14 1 0.
1 2 5

d. Matriks Diagonal
Matriks diagonal merupakan matriks bujur sangkar dengan
semua elemen-elemen yang bukan elemen diagonal utama adalah
nol. Dengan kata lain suatu matriks A berorde n x n disebut matriks

diagonal, jika a;; = 0 untuk i # j.

1 0 0
Contoh : A3><3 =0 4 O0].
0 0 1

e. Matriks Identitas

Matriks identitas adalah matriks skalar dengan elemen-elemen

— gonal utama semuanya sama dengan satu. Bentuk umum matriks
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10

identitas  dinyatakan dengan A = (a;) dimana i=j=12,..,n

dengan a;; = 1 untuk i = j dan a;; = 0 untuk i # j.
, 1 o
Contoh : Ay, = [0 1)

f. Matriks Quaternion
Matriks quaternion adalah matriks yang entri-entrinya adalah

bilangan quaternion.

1—i+j—2k 2-k )

Contoh:A2x2=( 1+i—j 3+j+2k

3. Determinan Matriks

Determinan adalah susunan bilangan atau simbol yang berbentuk
bujur sangkar dan disajikan di antara dua garis tegak. Determinan sebagai
satu kesatuan yang mewakili suatu nilai dari matriks yang diberikan.
Determinan A dinotasikan dengan |A| atau det(A).

Jika diketahui matriks A adalah bilangan riil yang berordo 2 x 2

_ (4 b,
A2X2 - (az bz)a

maka determinan matriks A didefinisikan sebagai berikut

a; by

det(4) = a, b,

= a;b; — bia,

(Kurniati, 2010)

— finisi determinan quaternion oleh Cayley dinotasikan dengan Cdet

im ebagai berikut
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a; by

L Cdet <a2 b2> = a1b2 - a2b1

a; by
e Cdet <az b, Cz) = ay(byc3 — b3cy) — az(bycs — bscy) + az(bicz — bycq)

az bz ¢

a, by ¢ d

a1 bl C1 dl b, ¢, d, by ¢ d; by, ¢ d; b, ¢ d;
o (Cdet az b2 Cz dz =a,|bs ¢35 di3|l—ay|bs ¢35 ds|+as|b, ¢ dyl—as|b, c; d,

3 b3 C3 dz by, ¢, d, b, ¢, d, b, c, d, by c5 ds

a, by, ¢y dy

Contoh :
Carilah determinan dari matriks A berikut

A_<i+j—2k ﬁ+j>
“\ 3i+j  j-k/)

Penyelesaian
Berdasarkan definisi determinan matriks quaternion oleh Cayley diperoleh
Cdet= (i +j—2k)(j — k) — 3i + j)(2i + j)
=(-3+i+j+k)—(-7+k)

=4+i+]j.

C. Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Misalkan A adalah suatu matriks n X n. 1 disebut suatu nilai eigen
dari A jika terdapat suatu vektor tak nol x sehingga Ax = Ax. Vektor x
disebut vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan A. Persamaan

Ax = Ax dapat dituliskan dalam bentuk

— (A—2Dx = 0. 0)
H" L han (i) akan mempunyai penyelesaian tak trivial jika dan hanya

= Al singular atau secara ekuivalen
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det(A — AI) = 0. (ii)
Jika determinan pada Persamaan (ii) diuraikan, maka diperoleh suatu
polinomial berderajat n dalam peubah 4

p(A) = det(4 — AI).
Polinomial ini disebut polinomial karakteristik dan Persamaan (ii) disebut
persamaan karakteristik untuk matriks A. Akar dari polinomial karakteristik

adalah nilai eigen dari A. (Hermana, 2016)

Contoh :
Tentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks

A_( 1+i—j+k 1+i—j+k>
T \2+2i—-2j+2k 1+i—j+k/)

Penyelesaian
Nilai Eigen

Det(A—AI) =0

1+i—j+k 1+i—j+k) 1oy _
D6t<(2+2i—2j+2k 1+i-j+k) (G ,1)>‘0

Det(1+l—]+k—/1 1+i—j+k ):0

242i—2j+2k 1+i—j+k—2
Berdasarkan definisi determinan matriks quaternion oleh Cayley diperoleh
Cdet=(14+i—j+k—-DA+i—j+k—-1)—-Q+2i—-2j+2k)1+i—j+k)

=(P-Q+i—j+RA-AQ+i—j+k)+2(-14+i—j+k)—4(-1+i—j+k)

— Ao + 441 + A, + A3k, maka

im 2 — 22 — A3 — 23 + 22040 + 220A5) + 229A3k) — 2(Ag — Ay + Ay — A3) —
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Sehingga diperoleh persamaan
o B2 -2 -2Q—-L+1—213)+2=0
o 200 —2(Mg+ 1) —2=0
o 24, +2(Ag—2A,)+2=0

L] 21013_2(10"').3)_2:0

Dari persamaan tersebut diperoleh nilai eigen
A=(1+V2)A+i—j+k)

2=(1-v2)A+i—j+k).

Vektor Eigen
A—-ADx=0

1+i—j+k—-2 1+i—j+k
(2-|I:lZi—];j+2k 1+:r—l]J]rZ—/1)(2):(g)

Untuk 2 = (1++v2)(1 +i—j + k), maka

<—\/§(1+i—j+k) 1+i—j+k >(x1)_(0)
2+2i—2j+2k 2 +i—j+k)) X2/ \0

z(—\/§(1+Oi—j+k) 1+i6j+k)(§2):(8)

Diperoleh

2 +i—j+k)x; +(A+i—j+k)x,=0->2x; =x,

—Mala-diperoleh vektor eigen : x = (\/15>

= o4

o
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1+i—j+k 1+i—j+k>(1)_ . (1>
(2+2i—2j+2k Lvimjri)lyz) = (VA +i—j+i{ 5

((1+\/7)(1+i—j+k)>_((1+\/§)(1+i—j+k)>-
2+V2)A+i-j+k)) \(2+vV2)QA+i—j+k))

Untuk 2 = (1-+v2)(1 +i—j + k), maka

<\/§(1+i—j+k) 1+i—j+k >(x1)_(0)
242i—2j+2k V2 +i—-j+k)) ¥/ \0

z<\/§(1+z;)—j+k) 1+i5j+k>(2)=(8)

Diperoleh

V24 i—j+k)x + A +i—j+k)x, =0->2x = —x,
: S S |

Maka diperoleh vektor eigen : x = (\/7)

Uji

Ax = Ax

1+i—j+k 1+i—j+k><—1)_ B . (_1>
<2+2i—2j+2k 1+i—j+k)\V2 =(1-V2)a+i-j+B( 5

<(—1+\/§)(1+i—j+k)>_((—1+x/§)(1+i—j+k)> .
(—2+V2)A+i—j+k) \(—2+V2)A+i—j+k))

Teorema :

a b

Misalkan A = (C d) adalah matriks quaternion dengan bc = 0. Jika 4

adalah nilai eigen kiri dari A, maka |A — a||1 — d| = |b]|c].

| an bahwa
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A_(a0+a1i+a2j+a3k b0+b1i+b2j+b3k)
" \cegtcitcyj+cesk do+dii+dyj+dsk

Det(A—AI)=0
(ag + ai + ayj + azk — 2)(dy + dii+ dyj +dsk — A1) — (by + byi + byj +

b3k)(C0 + Cli + C2j + C3k) =0

Telah diketahui bahwa bc = 0, sehingga

(ao + ali + azj + a3k - A)(do + dli + dzi + d3k - A) = 0

Dari persamaan tersebut diperoleh nilai eigen
A=a0+a1i+azj+a3k

A:d0+d1i+dzj+d3k

Kemudian perhatikan bahwa
e Untuk A = ag+ aqi + a,j + ask
A —al =lag + aqi + ayj + ask — (ay + a,i + ayj + azk)| =0
A —d| =lag + ai + ayj + azk — (dg + dyi + dyj + dzk)|

A —allA—d| =0

e Untuk A = dy + dqi + dyj + dsk
A —al =|dy+dii+dyj+dsk — (ag + ayi+ ayj + ask)|
A —d| =|dy +dyi+dyj+dsk —(dy+dyi+dyj+dsk)=0
A—allA—d|=0

Sehingga jelas bahwa |2 — a||1 — d| = |b]|c]|.

" i
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