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Lampiran 1. Titik Kesetimbangan  

Titik kesetimbangan dari Model (4.1) terjadi jika  

2 1

2

1

2

2

0,

0,

m uvdu
ru bu

dt h u

m vdv
sv

dt e u

= − − =
+

= − =
+

 

substitusi persamaan di atas pada laju perubahan populasi mangsa
du

dt
, 

diperoleh: 

2 1

2

1

1

2

1

0,

0.

m uvdu
ru bu

dt h u

m v
ru bu u

h u

= − − =
+

 
− − = 

+ 

 

Jadi, diperoleh: 

0u =    atau    

( )( )

1

2

1

2

1 1

0,

0.

m v
ru bu

h u

r bu h u m v

− − =
+

− + − =

 

• Untuk 0u = , substitusi ke dalam laju perubahan populasi pemangsa ,
dv

dt
 

diperoleh: 

( )

2

2

2

2

0,

0,

0.

m vdv
sv

dt e u

m v
s v

e

se m v v

= − =
+

 
− = 

 

− =

 

Sehingga, 0v =  atau  
2

se
v

m
= . 

Jadi, diperoleh titik kesetimbangan ( )1 0,0T =  dan 
2

2

0,
se

T
m

 
=  
 

. 
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• Untuk 0v =  substitusi ke dalam laju perubahan populasi mangsa 
du

dt
, 

diperoleh: 

2 1

2

1

2 1

2

1

2

0,

.0
0,

0,

0,

.

m uvdu
ru bu

dt h u

m u
ru bu

h u

ru bu

r bu

r
u

b

= − − =
+

− − =
+

− =

− =

=

 

Jadi, diperoleh titik kesetimbangan 3 ,0 T
r

b

 
=  
 

. 

• Untuk 0u  , substitusi ke dalam laju perubahan populasi pemangsa ,
dv

dt
 

( )

( )

2

2

2

2

2

0,

0,

0,

m vdv
sv

dt e u

sv e u m v

s e u m v

= − =
+

+ − =

+ − =

 

maka diperoleh 

( )

2

s e u
v

m

+
= , 

Selanjutnya, substitusi nilai v  ke dalam laju perubahan populasi 

mangsa
du

dt
, diperoleh: 
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( )( )

2 1

2

1

1

2

1

1

2

2

1

1

2

2 1

2

2 1 1

2 3

2 1 2 2 1 2 1 1

3 22 2 1 1 2 1 1

2 2 2 2 2

0,

0,

( ( ))

0,

( )
0,

( )

( ) ( ) 0,

0,

m uvdu
ru bu

dt h u

m v
r bu

h u

s e u
m

m
r bu

h u

m s e u
r bu

m h u

r bu m h u m s e u

rm h rm u bm h u bm u m se m su

rm bm h m s rm h m se
bu u u

m m m m m

= − − =
+

− − =
+

+

− − =
+

+
− − =

+

− + − + =

+ − − − − =

 
− + + − + = 

 

3 2 1 2 1 1 1 2

2 2

0,

0,
h bm m s m se rh mr

u u u
b bm bm

 + −
− + + = 

   

Persamaan di atas merupakan persamaan kubik yang dapat ditulis dalam 

bentuk: 

3 2

1 2 3( ) 0f u u a u a u a= + + + = , (1) 

dengan, 

1

1 2 1
2

2

1 1 2
3

2

,

,

.

r
a

b

h bm m s
a

bm

m se rh m
a

bm

= −

+
=

−
=

 

Jadi, diperoleh titik kesetimbangan 
4T  dengan u  adalah akar-akar positif 

dari Persamaan (1) dan 
2

) (s e
v

u

m

+
= . 
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Lampiran 2. Titik Kesetimbangan Menggunakan Maple 
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Lampiran 3. Bukti Teorema 4.1. 

 

a. Jika 1 0j   dan 1 4j j  maka 4( ( )) 0Trace J T   

Diketahui: 

- 
2

1 1
1 2 2

1

( )
2 0

( )

m v h u
j r bu

h u

−
= − − 

+
, 

-  4 1 4( ( ))Trace J T j j= + ,  

- 1 0j   sedemikian sehingga 1 1j j= , 

-  4 0j   sedemikian sehingga 4 4j s s j= − = = − , 

selanjutnya akan dibuktikan jika 1 0j  , 4 0j   dan 1 4j j  maka 

4 1 4( ( )) 0Trace J T j j= +  . 

Bukti: 

1 4

1 4

1 4

,

,

0.

j j

j j

j j



 −

+ 

 

Jadi, terbukti jika 1 0j   dan 1 4j j  maka 4 1 4( ( )) 0Trace J T j j= +  . 

 

b. Jika 1 0j   dan 2 3 1 4j j j j  maka 4det( ( )) 0J T   

Diketahui: 

- 
2

1 1
1 2 2

1

( )
2 0

( )

m v h u
j r bu

h u

−
= − − 

+
, 

-  4 1 4 2 3det( ( ))J T j j j j= − ,  
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- 1 4 0j j   sedemikian sehingga 

( )

2

1 1
1 4 2 2

1

2

1 1

2 2

1

2

1 1

2 2

1

1 4

1 4

( )
2 ,

( )

( )
2 ( ),

( )

( )
2 ( ),

( )

( ),

.

m v h u
j j r bu s

h u

m v h u
r bu s

h u

m v h u
r bu s

h u

j j

j j

−
= − − −

+

−
= − −

+

 −
= − − 

+ 

= −

= −

 

-  2 3 0j j   sedemikian sehingga 

( )

( )

2

1 2
2 3 2 2

1

2

1 2

2 2

1

2 3

,
( )

,
( )

.

m m uv
j j

h u e u

m m uv

h u e u

j j

= −
+ +

=
+ +

= −

 

selanjutnya akan dibuktikan jika 1 0j  , 1 4 0j j  , 2 3 0j j   dan 

2 3 1 4j j j j  maka 4 1 4 2 3det( ( )) 0J T j j j j= −  . 

Bukti: 

2 3 1 4

2 3 1 4

2 3 1 4

1 4 2 3

,

,

0,

0.

j j j j

j j j j

j j j j

j j j j



−  −

− + 

− 

 

Jadi, terbukti jika 1 0j   dan 2 3 1 4j j j j  maka 4 1 4 2 3det( ( )) 0.J T j j j j= −   
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c. Jika ( ) 2

12r bu m v −   maka 1 0j    

Diketahui: 

- 
2

1 1
1 2 2

1

( )
2

( )

m v h u
j r bu

h u

−
= − −

+
, 

selanjutnya akan dibuktikan jika ( ) 2

12r bu m v −   maka 1 0j  . 

Bukti  

( )

( )

( )

1

2

1 1

2 2

1

2 2 2

1 1 1

2 2

1

2 2 2
1 1 1

2 2 2 2

1 1
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0,
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( )

2 ( ) ( )
0,

( )

2 ( ) ( )
,

( ) ( )

2 ( ) ( ),

j

m v h u
r bu

h u

r bu h u m v h u

h u

r bu h u m v h u

h u h u

r bu h u m v h u



−
− − 

+

− + − −


+

− + −


+ +

− +  −

 

atau  ( ) 2

12r bu m v −   dengan 2

1( )h u = + . 

 

d. Jika 1 4j j  maka ( ) 2

12r bu s m v − −   

Diketahui  

- 
2

1 1
1 2 2

1

( )
2 0

( )

m v h u
j r bu

h u

−
= − − 

+
 sedemikian sehingga 

( ) 2 2 2

1 1 1

1 2 2

1

2 ( ) ( )

( )

r bu h u m v h u
j

h u

− + − −
=

+
, 

- 4 0j s= −   sedemikian sehingga 4 4j s s j= − = = − . 

Selanjutnya akan dibuktikan jika 1 4j j  maka ( ) 2

12r bu s m v − −  . 
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Bukti: 

( )

( )

( )

1 4

2 2 2

1 1 1

2 2

1

2 2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2

1 1 1

,

2 ( ) ( )
,

( )

2 ( ) ( ) ( ) ,

2 ( ) ( ).
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r bu h u m v h u
s

h u

r bu h u m v h u s h u

r bu s h u m v h u



− + − −


+

− + − −  +

− − +  −

 

Jadi, diperoleh kesimpulan bahwa jika 1 4j j  maka 

( ) 2

12r bu s m v − −  , dengan 2

1( )h u = +  dan 2

1( )h u = − . 

 

e. Jika 1 0j   dan 2 3 1 4j j j j  maka ( )2 2 2

1 2 12m m uv s r bu m v     − −   

Diketahui: 

- 
2

1 1
1 2 2

1

( )
2 0

( )

m v h u
j r bu

h u

−
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+
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- 2 3 0j j   sedemikian sehingga 
( )

2

1 2
2 3 2 2

1 ( )

m m uv
j j

h u e u
=

+ +
, 

- 1 4 0j j   sedemikian sehingga 

( ) 2 2 2

1 1 1

1 4 2 2

1

2 ( ) ( )

( )

r bu h u m v h u
j j s

h u

 − + − −
=  

+ 
, 

selanjutnya akan dibuktikan jika 1 0j   dan 2 3 1 4j j j j  maka

( )2 2 2

1 2 12m m uv s r bu m v     − −  , 
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Bukti: 

( )
( )

( ) ( )

2 3 1 4

2 2 22
1 1 11 2

2 22 2
11

2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 1 1

,

2 ( ) ( )
,

( )( )

( ) ( ) 2 ( ) ( ) .

j j j j

r bu h u m v h um m uv
s

h uh u e u

m m uv h u s e u r bu h u m v h u



 − + − −
  

++ +  

 +  + − + − − 

 

Jadi, terbukti jika 1 0j   dan 2 3 1 4j j j j  maka

( )2 2 2

1 2 12m m uv s r bu m v     − −  , dengan 2

1( )h u = + , 2

1( )h u = −  

dan ( )e u = + . 
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Lampiran 4. Syarat Batas dalam Ruang Dua Dimensi 

 

Syarat batas dalam ruang dua dimensi diberikan sebagai berikut, 

(1, , ) (1, , ) 0
du dv

y t y t
dx dx

= = , (2) 

( , , ) ( , , ) 0
du dv

Nx y t Nx y t
dx dx

= = , (3) 

( ,1, ) ( ,1, ) 0
du dv

x t x t
dx dx

= = , (4) 

( , , ) ( , , ) 0
du dv

x Ny t x Ny t
dx dx

= = . (5) 

Persamaan (2) – (5) didiskritisasi menggunakan pendekatan beda pusat 

sehingga diperoleh model diskrit Persamaan (2) sebagai berikut: 

2, , 0, ,
0

2

j n j nu u

x

−
=


 atau 

2, , 0, ,j n j nu u= , 

(6) 

2, , 0, ,
0

2

j n j nv v

x

−
=


 atau 

2, 0,n nv v= . 

Untuk model diskrit Persamaan (3) diberikan sebagai berikut: 

1, , 1, ,
0

2

Nx j n Nx j nu u

x

+ −−
=


 atau 

1, , 1, ,Nx j n Nx j nu u+ −= , 

(7) 

1, , 1, ,
0

2

Nx j n Nx j nv v

x

+ −−
=


 atau 

2, 0,n nv v= . 

Selanjutnya, model diskrit Persamaan (4) diberikan sebagai berikut: 

,2, ,0,
0

2

i n i nu u

x

−
=


 atau 

,2, ,0,i n i nu u= , 

(8) 

,2, ,2,
0

2

i n i nv v

x

−
=


 atau 

, 1, , 1,i Ny n i Ny nv v+ −= . 
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Untuk model diskrit Persamaan (5) diberikan sebagai berikut: 

, 1, , 1,
0

2

i Ny n i Ny nu u

x

+ −−
=


 atau 

,2, ,0, ,i n i nu u=  

(9) 

, 1, , 1,
0

2

i Ny n i Ny nv v

x

+ −−
=


 atau 

, 1, , 1,i Ny n i Ny nv v+ −= . 

Substitusi Persamaan (6) ke Persamaan (4.30) maka diperoleh model 

diskrit untuk syarat batas kiri sebagai berikut: 

( ) ( )

1 ,1, ,1,2

1,1, ,1, ,1, ,1, 2

1 ,1,

,2, ,1, ,1, 1 ,1, ,1, 12 2
2 2 ,

n j n j

n j n j n j n j

n j

n j n j n j n j n j

m u v
u u t ru bu

h u

Du t Du t
u u u u u

x y

+

+ −

 
= +  − − +  + 

 
− + − +

 

 

(10) 

( )

( )

2

2 ,1,

1,1, ,1, ,1, ,2, ,1,2

,1,

,1, 1 ,1, ,1, 12

2

2 .

n j

n j n j n j n j n j

n j

n j n j n j

m v Dv t
v v t sv v v

e u x

Dv t
v v v

y

+

+ −

  
= +  − + − +  +  


− +



 

Substitusi Persamaan (7) ke Persamaan (4.30) maka diperoleh model 

diskrit untuk syarat batas kanan sebagai berikut: 

( ) ( )

1 , , , ,2

1, , , , , , , , 2

1 , ,

, 1, , , , , 1 , , , , 12 2
2 2 ,

n Nx j n Nx j

n Nx j n Nx j n Nx j n Nx j

n Nx j

n Nx j n Nx j n Nx j n Nx j n Nx j

m u v
u u t ru bu

h u

Du t Du t
u u u u u

x y

+

− + −

 
= +  − − +  + 

 
− + − +

 

 

(11) 

( )

( )

2

2 ,1,

1,1, ,1, ,1, ,2, ,1,2

,1,

,1, 1 ,1, ,1, 12

2

2 .

n j

n j n j n j n j n j

n j

n j n j n j

m v Dv t
v v t sv v v

e u x

Dv t
v v v

y

+

+ −

  
= +  − + − +  +  


− +
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Substitusi Persamaan (8) ke Persamaan (4.30) maka diperoleh model 

diskrit untuk syarat batas bawah sebagai berikut: 

( ) ( )

1 , ,1 , ,12

1, ,1 , ,1 , ,1 , ,1 2

1 , ,1

, 1,1 , ,1 , 1,1 , ,2 , ,12 2
2 2 ,

n i n i

n i n i n i n i

n i

n i n i n i n i n i

m u v
u u t ru bu

h u

Du t Du t
u u u u u

x y

+

+ −

 
= +  − − +  + 

 
− + + −

 

 

(12) 

( )

( )

2

2 , ,1

1, ,1 , ,1 , ,1 , 1,1 , ,1 , 1,12

, ,1

, ,2 , ,12

2

2 .

n i

n i n i n i n i n i n i

n i

n i n i

m v Dv t
v v t sv v v v

e u x

Dv t
v v

y

+ + −

  
= +  − + − + +  +  


−



 

Substitusi Persamaan (9) ke Persamaan (4.30) maka diperoleh model 

diskrit untuk syarat batas atas sebagai berikut: 

( ) ( )

1 , , , ,2

1, , , , , , , , 2

1 , ,

, 1, , , , 1, , , 1 , ,2 2
2 2 ,

n i Ny n i Ny

n i Ny n i Ny n i Ny n i Ny

n i Ny

n i Ny n i Ny n i Ny n i Ny n i Ny

m u v
u u t ru bu

h u

Du t Du t
u u u u u

x y

+

+ − −

 
= +  − − +  + 

 
− + + −

 

 

(13) 

( )

( )

2

2 , ,

1, , , , , , , 1, , , , 1,2

, ,

, , 1 , ,2

2

2 .

n i Ny

n i Ny n i Ny n i Ny n i Ny n i Ny n i Ny

n i Ny

n i Ny n i Ny

m v Dv t
v v t sv v v v

e u x

Dv t
v v

y

+ + −

−

  
= +  − + − + +  +  


−



 

Berdasarkan uraian di atas, maka diperoleh model diskrit untuk syarat batas 

dalam ruang dua dimensi yang diberikan dalam Persamaan (10) – (13).  
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Lampiran 5. Kode Program Simulasi Menggunakan Matlab 

 

clear all 
clc 

  
%parameter 
r = 0.5; 
b = 0.09; 
m1 = 0.7; 
h1 = 7; 
s = 0.35; 
m2 = 0.5; 
e = 5; 
Du = 0.001; 
Dv = 1;       

                         
%fixedpoint 
upolinomial = [b -r (h1*b*m2 + m1*s)/m2 (m1*s*e - r*h1*m2)/m2]; 
akar_u = roots(upolinomial); 
akarreal_u = akar_u(imag(akar_u)==0); 
ubar = akarreal_u; 
vbar = s*(e+ubar)/m2; 

  
%SpatialDomain 
delta_x=1; 
delta_y=1; 
delta_t=1/4; 

  
Nx = 100/delta_x; 
Ny = 100/delta_y; 
Nt = 100/delta_t; 

  
u=zeros(Nt,Nx,Ny); 
v=zeros(Nt,Nx,Ny); 
 

%Syarat Awal 
for i=1:Nx 
    for j=1:Ny 
          u(1,i,j) = ubar + 0.1*cos(10*i).^2*cos(10*j).^2; 
          v(1,i,j) = vbar + 0.1*cos(10*i).^2*cos(10*j).^2; 
    end 
end 

  
for n = 1:Nt-1 
    for i = 2:Nx-1 
        for j = 2:Ny-1 
             % Fungsi u dan v 
             f_u = r.*u(n,i,j) - b.*u(n,i,j).^2 - 

(m1.*u(n,i,j).*v(n,i,j)./(h1+u(n,i,j).^2)); 
             f_v = s.*v(n,i,j) - (m2.*v(n,i,j).^2./(e+u(n,i,j))); 

              
             %Domain x dan y 
            uxx = u(n,i+1,j) - 2*u(n,i,j) + u(n,i-1,j)./delta_x^2; 
            vxx = v(n,i+1,j) - 2*v(n,i,j) + v(n,i-1,j)./delta_x^2; 
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            uyy = u(n,i,j+1) - 2*u(n,i,j) + u(n,i,j-1)./delta_y^2; 
            vyy = v(n,i,j+1) - 2*v(n,i,j) + v(n,i,j-1)./delta_y^2; 

              
            spatial_u = uxx + uyy; 
            spatial_v = vxx + vyy; 

              
           u(n+1,i,j) = u(n,i,j) + delta_t*(f_u + (Du*spatial_u)); 
           v(n+1,i,j) = v(n,i,j) + delta_t*(f_v + (Dv*spatial_v)); 
        end 

    
%Syarat Batas 

  
u(n+1,i,1) = u(n,i,1) + delta_t.*(r.*u(n,i,1)-b.*u(n,i,1).^2 - 

(m1.*u(n,i,1).*v(n,i,1)./(h1+u(n,i,1).^2)) + ... 
              Du.*((2*u(n,i,2)-2*u(n,i,1))/(delta_y.*delta_y) + 

(u(n,i+1,1)+u(n,i-1,1)-2*u(n,i,1))/(delta_x.*delta_x))); 
u(n+1,i,Ny) = u(n,i,Ny) + delta_t.*(r.*u(n,i,Ny)-b.*u(n,i,Ny).^2 - 

(m1.*u(n,i,Ny).*v(n,i,Ny)./(h1+u(n,i,Ny).^2)) + ... 
                Du.*((2*u(n,i,Ny-1)-

2*u(n,i,Ny))/(delta_y.*delta_y) + (u(n,i+1,Ny)+u(n,i-1,Ny)-

2*u(n,i,Ny))/(delta_x.*delta_x))); 
v(n+1,i,1) = v(n,i,1) + delta_t.*(s.*v(n,i,1) - 

(m2.*v(n,i,1).^2./(e+u(n,i,1))) + ... 
                Dv.*((2*v(n,i,2)-2*v(n,i,1))/(delta_y.*delta_y) + 

(v(n,i+1,1)+v(n,i-1,1)-2*v(n,i,1))/(delta_x.*delta_x))); 
v(n+1,i,Ny) = v(n,i,Ny) + delta_t.*(s.*v(n,i,Ny) - 

(m2.*v(n,i,Ny).^2./(e+u(n,i,Ny))) + ... 
                Dv.*((2*v(n,i,Ny-1)-

2*v(n,i,Ny))/(delta_y.*delta_y) + (v(n,i+1,Ny)+v(n,i-1,Ny)-

2*v(n,i,Ny))/(delta_x.*delta_x))); 

               
    end 

     
    for j = 2:Ny-1 

  
u(n+1,1,j) = u(n,1,j) + delta_t.*(r.*u(n,1,j)-b.*u(n,1,j).^2 - 

(m1.*u(n,1,j).*v(n,1,j)./(h1+u(n,1,j).^2)) + ... 
          Du.*((u(n,1,j+1)+u(n,1,j-1)-

2*u(n,1,j))/(delta_y.*delta_y) + (2*u(n,2,j)-

2*u(n,1,j))/(delta_x.*delta_x))); 
u(n+1,Nx,j) = u(n,Nx,j) + delta_t.*(r.*u(n,Nx,j)-b.*u(n,Nx,j).^2 - 

(m1.*u(n,Nx,j).*v(n,Nx,j)./(h1+u(n,Nx,j).^2)) + ... 
          Du.*((u(n,Nx,j+1)+u(n,Nx,j-1)-

2*u(n,Nx,j))/(delta_y.*delta_y) + (2*u(n,Nx-1,j)-

2*u(n,Nx,j))/(delta_x.*delta_x))); 
v(n+1,1,j) = v(n,1,j) + delta_t.*(s.*v(n,1,j) - 

(m2.*v(n,1,j).^2./(e+u(n,1,j))) + ... 
          Dv.*((v(n,1,j+1)+v(n,1,j-1)-

2*v(n,1,j))/(delta_y.*delta_y) + (2*v(n,2,j)-

2*v(n,1,j))/(delta_x.*delta_x))); 
v(n+1,Nx,j) = v(n,Nx,j) + delta_t.*(s.*v(n,Nx,j) - 

(m2.*v(n,Nx,j).^2./(e+u(n,Nx,j))) + ... 
          Dv.*((v(n,Nx,j+1)+v(n,Nx,j-1)-

2*v(n,Nx,j))/(delta_y.*delta_y) + (2*v(n,Nx-1,j)-

2*v(n,Nx,j))/(delta_x.*delta_x))); 
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    end 

     
    disp(n); 
end 

  
uplot(Nx,Ny) = 0; 
vplot(Nx,Ny) = 0; 

  
for i = 1:Nx 
    for j = 1:Ny 
        uplot(i,j) = u(n,i,j); 
        u0plot(i,j) = u(1,i,j); 
        vplot(i,j) = v(n,i,j); 
        v0plot(i,j) = v(1,i,j); 
    end 
end 

  
figure(1) 
contourf(uplot,'LineColor','none'); 
colormap('jet') 
title('Mangsa') 
xlabel('x') 
ylabel('y') 
colorbar 

  
figure(2) 
contourf(vplot,'LineColor','none'); 
colormap('jet') 
title('Pemangsa') 
xlabel('x') 
ylabel('y') 
colorbar 

  
figure(3) 
contourf(u0plot,'LineColor','none'); 
colormap('jet') 
title('Mangsa') 
xlabel('x') 
ylabel('y') 
colorbar 

  
figure(4) 
contourf(v0plot,'LineColor','none'); 
colormap('jet') 
title('Pemangsa') 
xlabel('x') 
ylabel('y') 
colorbar 

 


