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ABSTRAK

Graf merupakan suatu (V, E') dengan V adalah himpunan titik dan E adalah himpunan
sisi. Bentuk graf yang dibentuk dari operasi jumlah antara graf lintasan dan graf
lengkap orde satu disebut sebagai graf kipas F; ,,. Misalkan G adalah graf terhubung
dan W adalah himpunan pembeda dari himpunan titik pada graf G¢. Himpunan W
disebut himpunan pembeda jika untuk setiap titik pada graf G memiliki representasi
jarak yang berbeda terhadap W. Himpunan pembeda dengan banyak anggota
minimum disebut himpunan pembeda minimum atau basis dari graf G dan
kardinalitas dari himpunan tersebut dinamakan dimensi metrik dari graf G ,
dinotasikan dengan dim(G). Pada tugas akhir ini, dibahas mengenai dimensi metrik
dari graf kipas dan operasi korona antara graf kipas berkepala satu berorde n dengan
graf trivial berorde 1. Metode penelitian yang digunakan pada tugas akhir ini adalah
mengkontruksi himpunan pembeda dalam menentukan batas atas kemudian batas
bawah untuk mendapatkan dimensi metrik. Hasil penelitian menyatakan bahwa
dimensi metrik graf kipas F, ,, adalah dim(F,,) = 2 untuk3 < n < 5, dim(F,,,) =

3 untuk n = 6, dan dim(F,,) = [2"+2J untuk n > 7 dan dimensi metrik dari hasil
operasi korona graf kipas F;, dengan graf trivial K; dengan n > 3 adalah
dim(F, @ K;) =2 untuk n =34, dim(F,, ©K;) =3 untuk n=5,6 dan
dim(Fy, Q K;) = lZ(n+1)+2J untuk n > 7.

Kata Kunci: Himpunan Pembeda, Dimensi Metrik, Graf Kipas, Graf Trivial,
Operasi Korona

ABSTRACT

A graph is an (V, E) with V to set of vertices and E to set of edges. The form of a
graph which formed from sum operation of a path graph and complete graph one
order is called a fan graph F,,. Let G is connected graph and W be a subset of
vertices on graph G. The set W is called the resolving set on graph if every vertex on
the graph G has a different representation of W. The resolving set with minimum
number of vertices is called the minimum resolving set or basis of a graph G and the
cardinality of resolving set is called the metric dimension on graph G, denoted by
dim(G). In this final project, we discuss the metric dimensions of the fan graph and
the corona operation of a fan graph one headed order n with a trivial graph order
1. The research method used in this final project is construct the resolving set to
determine infimum and supremum to get metric dimension. The result of this research
are as follow. The metric dimension of the fan graph F, , is dim(Fljn) =2for3 <

n <5, dim(F,,) = 3 forn = 6, and dim(Fy,,) = lzn+2J for n > 7 and the metric
dimension of the corona operation of a fan graph F; ,, with a trivial graph K; for
n = 3isdim(F,, © K;) = 2 forn = 3,4, dim(F,,, © K;) = 3 forn = 5,6, and
dim(Fyp O Ky) = |22 forn > 7.

Keywords: Resolving Set, Metric Dimension, Fan Graph, Trivial Graph, Corona
Operation
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DAFTAR SIMBOL

Pemakaian
Simbol Keterangan pertama Kkali
pada halaman

G Graf G 1
V(G) Himpunan titik graf G 1
E(G) Himpunan sisi graf G 1
v Titik u dan v 1
d(u, v) Jarak antara titik u dan v pada graf G 1
w Himpunan W 1
€ Elemen dari suatu himpunan 1
r(v|W) Representasi titik v terhadap himpunan W 1
dim (G) Dimensi metrik graf G 1
P, Graf lintasan berorde n 1
K Graf lengkap berorde m 1
Cn Graf siklus berorde n 1
Fin Graf kipas berorde n 2
K; Graf trivial berorde 1 2
©) Operasi korona 2
R Bilangan real 3
v Untuk setiap 3
p(G) Banyaknya tititk pada graf G 4
q(®) Banyaknya sisi pada graf G 4
V(G| Kardinalitas himpunan titik graf G 4
|E(G)] Kardinalitas himpunan sisi graf G 4
d(vy) Derajat titik v; pada graf G 5
N¢(v) Himpunan tetangga titik v pada graf G 5
5(6) Derajat minimum suatu graf G 5
[x] Membulgtkan angka ke bilangan bulat 13
yang lebih rendah
U Gabungan 29
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dimensi metrik merupakan salah satu topik dalam teori graf yang menarik
untuk dikaji, karena memiliki banyak aplikasi di berbagai bidang. Dimensi metrik
pertama kali dikenalkan oleh Harary dan Melter pada tahun 1966.

Dalam penentuan dimensi metrik pada graf digunakan beberapa istilah
seperti istilah jarak, himpunan pembeda dan basis. Diberikan suatu graf tak berarah
dan terhubung G, jarak antara dua titik u dan v dinotasikan d(u, v) adalah panjang
lintasan terpendek antara u dan v pada graf terhubung G. Untuk himpunan terurut
W = {wi, wa, ..., wi} dari titik-titik dalam graf terhubung G dan v € V(G),
representasi dari v terhadap W dinotasikan r(v|W) pasangan terurut k-tuple
r(w|W) = (d(v, wi), d(v, wz), ..., d(v, wi)). Jika titik-titik pada G mempunyai
representasi yang berbeda terhadap W untuk setiap u, v € V(G), maka W disebut
himpunan pembeda dari G. Himpunan pembeda dengan kardinalitas minimum
disebut himpunan pembeda minimum atau basis dari graf G. Kardinalitas dari basis
tersebut dinamakan dimensi metrik dari G, dinotasikan dengan dim (G) (Wahyudi,
dkk., 2011).

Suatu graf baru dapat dibentuk dengan cara menggunakan operasi-operasi
tertentu dalam graf. Salah satu operasi graf adalah operasi korona. Beberapa
penelitian yang telah dilakukan terkait dengan dimensi metrik dalam operasi
korona diantaranya, Fendiyanto pada tahun 2019 dalam skripsi yang berjudul
“Dimensi Metrik Hasil Operasi Korona antara Graf Lintasan dengan Graf Lengkap
(B, © K,;,) dan Graf Sikel dengan Graf Lintasan (C,, © mP,)”, ditemukan nilai
dimensi metrik graf B, © K,, = n(m — 1) dengan m > 2 untuk setiap bilangan
bulatn > 2.

Pada tahun 2017, Maya, dkk., dalam jurnalnya “Dimensi Metrik Hasil
Operasi Korona Dua Buah Graf ” menemukan dimensi metrik graf B, © C,, =
n(m — 3) dengan m > 5 untuk setiap bilangan bulat n > 2 dan juga menemukan
dimensi metrik graf P, O K; ,, = nm dengan m > 3 untuk setiap bilangan bulat

n=2.

Dari hasil penelitian tersebut menjadi acuan dalam mencari dimensi metrik
1
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dari graf yang diperoleh dari hasil operasi korona. Graf yang akan digunakan dalam
penelitian ini adalah hasil operasi korona graf kipas berkepala satu dengan
graf trivial yang dinotasikan F; , O K;. Oleh karena itu, penulis mendapatkan
suatu permasalahan baru yang dapat dikaji menjadi suatu bentuk penelitian yaitu

“Dimensi Metrik dari Hasil Operasi Korona Graf Kipas dengan Graf Trivial”.

1.2 Rumusan Masalah

Dalam penentuan dimensi metrik terlebih dahulu dibentuk satu himpunan
titik yang merupakan himpunan pembeda minimum. Himpunan pembeda minimum
disebut basis dan kardinalitas dari basis adalah dimensi metrik dari graf
F;, O K; (Korona Kipas Berkepala Satu dengan Graf Trivial). Oleh karena itu,
rumusan masalah dalam penelitian ini adalah bagaimana cara menentukan
himpunan pembeda minimum atau basis dari graf F;,, © K; (Korona Kipas

Berkepala Satu dengan Graf Trivial) untuk mendapatkan dimensi metrik.

1.3 Batasan Masalah
Agar penelitian ini tidak mencakup pembahasan yang terlalu luas dan
melebar, maka diberikan batasan masalah yaitu penelitian ini hanya mencakup pada

graf F;,, © K; dengann > 3.

1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian ini yaitu menentukan himpunan pembeda minimum dan
dimensi metrik operasi korona graf kipas berkepala satu (dengan n titik) dengan graf

trivial yang dinotasikan F, , O Kj.

1.5 Manfaat Penelitian

Berdasarkan tujuan penelitian diatas, maka diharapkan dalam penulisan
skripsi ini dapat menambah pemahaman baru tentang konsep teori graf, khususnya
pada kajian dimensi metrik hasil operasi korona suatu graf dan dapat menjadi

referensi bagi peneliti lain terkait dimensi metrik ke depannya.
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BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini dibahas beberapa materi yang dijadikan landasan teori untuk
memahami penentuan dimensi metrik suatu graf, khususnya graf kipas dan graf
trivial. Materi tersebut meliputi dasar-dasar graf, operasi dalam graf dan dimensi
metrik. Adapun definisi, istilah, dan notasi yang dibahas pada bab ini umumnya
paling banyak dikutip dari buku Prof. Hasmawati, M.Si. yang berjudul “Pengantar
dan Jenis-jenis Graf” tahun 2020.

2.1 Dasar-dasar Graf

Pada Subbab 2.1 ini disajikan definisi graf, unsur-unsur dan jenis-jenis graf
yang akan digunakan dalam skripsi ini. Sebelum itu, dalam mendefinisikan graf
menggunakan konsep tentang himpunan, oleh karena itu sebelum menyajikan

definisi graf terlebih dahulu disajikan pengertian tentang himpunan.

2.1.1 Himpunan

Berikut disajikan definisi himpunan dan himpunan terbatas.
Definisi 2.1.1 Himpunan adalah koleksi objek yang memiliki karakteristik tertentu
yang jelas (Subhan, 2017).

Objek yang terdapat di dalam himpunan disebut elemen, unsur atau anggota.
Dalam pengertian himpunan disyaratkan bahwa setiap elemennya hanya muncul
satu kali saja. Suatu himpunan dikatakan terbatas (bounded) jika himpunan tersebut
terbatas di atas dan terbatas di bawah. Jika tidak, maka dikatakan tidak terbatas

(unbounded). Berikut disajikan definisi batas atas dan batas bawah suatu himpunan.

Definisi 2.1.2 Diberikan S himpunan bagian tak kosong dari R (Bartle dan Sherbert,

2011).

a. Himpunan S dikatakan terbatas di atas jika S mempunyai batas atas. u € R
dikatakan batas atas dari S jika x < u,Vx € S.

b. Himpunan S dikatakan terbatas di bawah jika S mempunyai batas bawah. w €

R dikatakan batas bawah dari S jika x > w,Vx € S.
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Misalkan u batas atas dari S, maka u disebut batas atas terkecil jika u < x,
untuk setiap x, x batas atas S. Sebaliknya, u disebut batas bawah terbesar jika u >

x, untuk setiap x, x batas bawah dari S.

2.1.2 Graf

Dalam mempelajari graf terdapat beberapa notasi dan istilah yang berkaitan
dengan graf. Berikut ini disajikan definisi graf, beberapa definisi lain, notasi dan
istilah yang akan digunakan dalam skripsi ini.

Definisi 2.1.3 (Definisi graf secara umum) Graf adalah pasangan himpunan (V, E)
dengan V adalah himpunan diskrit yang anggota-anggotanya disebut titik dan E
adalah himpunan dari pasangan anggota-anggota V yang disebut sisi.

Jika graf G = (V, E), maka V = V(G) dan E = E(G), sehingga graf G =
(V(G),E(G)) dengan V(G) = {u:u disebut titik} dan E(G) = {(w,v):u,v €
V(G)} atau (u, v) dapat ditulis dengan uv yang disebut sebagai sisi. Jika uv = vu
dan u # v untuk setiap u, v € V(G), maka graf G disebut graf sederhana.

Banyaknya anggota dari VV(G) disebut orde (order) dari graf G dengan notasi
p(G) dan banyaknya anggota dari E(G) disebut ukuran (size) dengan notasi
q(G). Sedangkan, banyaknya anggota pada himpunan tersebut disebut kardinalitas
yang dinyatakan dengan simbol "| |". Jadi apabila p(G) adalah orde graf dan q(G)
adalah ukuran graf, maka p(G) = |V(G)| dan q(G) = |E(G)|.

Jikae = uv € E(G), maka dikatakan titik u bertetangga (adjacent) dengan
v demikian juga sebaliknya, dan sisi e terkait (incident) dengan titik u dan titik v.

Suatu graf berorde n disebut graf lengkap jika setiap dua titiknya bertetangga.

Contoh 2.1.1 Misalkan graf G = (V(G), E(G)) dengan himpunan titik V(G) =
{vy, vy, V3, V4, 5} dan himpunan sisi E(G) = {v,v,, v,V3, V3,4, V4 Vs, V514 } dengan

p(G) =5dan q(G) =5, graf G dapat dilihat pada Gambar 2.1.1.
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Uo

1r3 1'_74

Gambar 2.1.1 Graf G berorde 5

Suatu graf sebut H merupakan subgraf dari graf lainnya sebut G karena setiap
anggota yang ada pada H juga berada pada G. Berikut disajikan definisi mengenai

subgraf.

Definisi 2.1.4 Misalkan dua graf H = (V(H),E(H)) dan G = (V(G), E(G)). Graf
H disebut subgraf dari G, jika V(H) € V(G) dan E(H) < E(G).

Contoh 2.1.2 Subgraf dari graf G pada Gambar 2.1.1.

®
G, G, :
@ @ @ @

Gambar 2.1.2 Graf G1 dan G adalah subgraf dari G.

Derajat suatu graf akan diketahui jika derajat setiap titik pada graf tersebut
diketahui. Berikut ini disajikan definisi derajat suatu titik pada graf.
Definisi 2.1.5 Derajat suatu titik v; dalam graf G, dilambangkan dengan "d(v:)",
yaitu banyaknya sisi x € E(G) yang terkait dengan titik v; atau d(v;) = |[N¢(v)|.
Himpunan tetangga suatu titik v pada graf G dinotasikan N¢(v) = {uluv € E(G)}.
Derajat minimum dari suatu graf G dinotasikan §(G), yaitu 6(G) = min{d(v):
v € V(G)} dan derajat maksimum dari suatu graf G dinotasikan A(G),
yaitu A(G) = max {d(v): v € V(G)} (Hasmawati,2020).

Contoh 2.1.3 Dari Gambar 2.1.1 diperoleh N;(v;) = {v,,vs}, N;(v,) =
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{v1,v3}, Ng (v3) = {vy, 14}, Ng(vs) = {v3,v5}, N (v5) = {vy,v,} maka derajat
untuk setiap titiknya adalah d (v,) = |N;(v,)| = 2,d(v,) = [N;(v,)| = 2,d(v3) =
IN¢(V5)| = 2,d(vy) = [Ng(vy)| = 2,d(vs) = |Ng(vs) = 2. Dengan demikian,
diperoleh 6(G) = 2 dan A(G) = 2.

Untuk mencari jarak terpendek dari suatu graf G, maka diberikan definisi
tentang lintasan dan jarak sebagai berikut.

Definisi 2.1.6 Misal G adalah graf dengan u, v € V(G). Lintasan dari titik u ke v
pada graf G adalah barisan antara titik dan sisi v1, e1, v2, €2, V3 ... Un—1, €n—1, Un

dengan e; = viviy1,i = 1,2,...,n-1.

Contoh 2.1.4 Lintasan pada graf sederhana cukup dituliskan sebagai barisan titik-
titik saja v1, v, ..., Vn—1, Vn, Karena antara dua buah simpul berurutan di dalam
lintasan hanya ada satu sisi. Sehingga, pada Gambar 2.1.1 memiliki lintasan dengan

barisan sisi yaitu (v, v3), (v1, vs), (v, v3), (V3, V4).

Definisi 2.1.7 Misalkan u dan v adalah dua titik dalam graf G. Jarak titik u dan v

ditulis d(u, v), yang memenuhi

0, jikau=w,
du,v) =1k, jika panjang lintasan terpendek u — v adalah k,
o, jika tidak ada lintasan dari u ke v.

Contoh 2.1.5 Dari Gambar 2.1.1 dapat ditentukkan jarak antara dua titik sebagai
berikut.

Diketahui V(G) = {vy, v,, v3, 14, v5}, dan

d(vy,v1) = 0,d(vy,v,) = 1,d(vy,v3) = 2,d(vy,v,) = 2,d(vy,v5) = 1.
d(vy,v,) = 1,d(W,,v,) =0,d(v,,v3) = 1,d(v,,v,) = 2,d(v,,v5) = 2.
d(vs,vy) = 2,d(v3,v,) = 1,d(v3,v3) = 0,d(vs,v,) = 1,d(v3,v5) = 2.

AV, v1) = 2,d(vy,v,) = 2,d(vy,v3) = 1,d(vy,v,) = 0,d(vy,v5) = 1.
d(vs,v,) = 1,d(vs,v,) = 2,d(vs,v3) = 2,d(vs,v,) = 1,d(vs,v5) = 0.

Pada pembahasan selanjutnya, akan dibahas mengenai jenis-jenis graf yang
akan digunakan pada penelitian ini dan untuk mengetahui ada banyak jenis-jenis graf
yang ada.

2.1.3 Jenis-jenis Graf



Universitas Hasanuddin

Selain graf sederhana yang telah dibahas pada Subbab 2.1.2, dan telah
banyak ditemukan jenis-jenis graf yang baru, sehingga pada Subbab 2.1.3 ini
disajikan beberapa definisi jenis-jenis graf sebagai berikut.

a. Graf Lintasan

Definisi 2.1.8 Graf lintasan adalah graf yang terdiri barisan titik dan sisi yang
berbentuk vy, e, vy, €5, V3 ... V,_1, €41, Uy Sedemikian sehingga e; = v;v;q, i =
1,2, ...,n — 1 adalah sisi-sisi dari graf lintasan. Graf lintasan dinotasikan B, dengan

orde n dan jumlah sisi n — 1. Graf lintasan terdiri atas satu lintasan maksimal.

Contoh 2.1.6

Gambar 2.1.3 Graf Lintasan B,

b. Graf Lengkap

Definisi 2.1.9 Graf lengkap adalah graf yang dimana setiap dua titiknya
bertetangga. Akibatnya, setiap titik pada graf lengkap mempunyai derajat yang
sama. Graf lengkap dengan n titik dinotasikan K,. K, dengan n =1 atau graf
lengkap yang hanya memiliki 1 titik dan tidak mempunyai sisi disebut graf trivial

atau graf K;.

Contoh 2.1.7
¢ A E
K, K, K; K,
Gambar 2.1.4 Graf Lengkap K1, K»2. K3 dan K.
c. Graf Siklus

Definisi 2.1.10 Graf siklus dinotasikan C. dengan panjang n, n > 3 adalah graf
dengan himpunan titik V(C») = V(P») dan himpunan sisi E(Cr) = E(P») U {vnv1}.
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Contoh 2.1.8
V:

Vi1 D3

Gambar 2.1.5 Graf siklus Cs.

d. Graf Kipas
Definisi 2.1.11 Graf kipas berkepala satu dengan n titik, n > 3 dinotasikan sebagai
F,,, dimana F,,, = P, + K. Jika v, € K; dan v € P,_; maka sisi vov; € E(Fy,,)

disebut jari-jari dari Fj ,,.

Contoh 2.1.9

1o

Gambar 2.1.6 Graf Kipas Berkepala Satu F; 5

Graf yang dibahas pada penelitian ini adalah graf korona antara graf kipas dan
graf trivial, dan korona adalah salah satu operasi pada graf. Karenanya, pembahasan
berikut adalah operasi dalam graf.
2.2 Operasi dalam Graf

Operasi dalam graf adalah operasi terhadap dua graf atau lebih untuk
menghasilkan graf baru. Pada Subbab 2.2 ini disajikan operasi graf salah satunya
Abdallah operasi korona, yang dimana operasi korona ini adalah operasi graf yang

akan digunakan dalam skripsi ini.
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2.2.1 Operasi Korona

Definisi 2.2.1 Misalkan G graf terhubung berorde n dan H graf terhubung berorde
m. Graf korona G dan H dinotasikan G O H adalah menggandakan graf H
sebanyak n kali namakan H;, H,, ..., H,, dengan mengaitkan setiap titik v; di G
dengan setiap titik digraf H;,i =1,2,..,n.

Contoh 2.2.1

Diberikan graf sebagai berikut.

O A

Gambar 2.2.1 Graf C3, Graf K.

Himpunan titik dan sisi dari Gambar 2.2.1 diberikan sebagai berikut :

V(Cs) = {x1,%2,x3}, E(C3) = {x1x2, X2X3,X3%x1}.

V(K ={y}E(K;) = 0.

Operasi korona graf C; dengan graf K; adalah C; O K; dengan himpunan titik
V(C; O Ky) = {x1,x5,x3,V1, V2, ¥3}. Diperoleh graf baru seperti berikut.

Gambar 2.2.2 Graf C; O K;

Selain Contoh 2.2.1 yang memberikan operasi korona pada graf siklus

dengan graf trivial, selanjutnya pada Contoh 2.2.2 diberikan korona graf kipas

berkepala satu dengan graf trivial.
Contoh 2.2.2

Operasi korona graf kipas berkepala satu F; ; dengan graf trivial K; adalah

9
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F; 3 © K; dengan himpunan titik dan himpunan sisi sebagai berikut.

V(F1,3 © K1) = {vo, V1, V2, V3, U, Uy, Uy, Uz},

E(Fy3 O Ky) = {vovy, voVs, Vo V3, V15, UaV3, UgVg, Uy Vs, Up Uy, Us V3 ).

Diperoleh graf baru hasil operasi korona pada graf kipas berkepala satu F; 5

dengan graf trivial K; sebagai berikut.

u, U, u

Gambar 2.2.3 Graf F, 5 © K,
Topik pada penelitian ini membahas tentang dimensi metrik pada operasi
korona graf kipas dengan graf trivial dan perlu diketahui apa itu dimensi metrik

terlebih dahulu yang akan dibahas pada pembahasan berikut.

2.3 Dimensi Metrik

Pada Subbab 2.3 ini disajikan definisi, istilah-istilah dan hasil penelitian
yang berkaitan dengan dimensi metrik. Misalkan G adalah graf terhubung dan v €
V(G), representasi dari v terhadap W dinotasikan r(v|W) yakni pasangan terurut
k-tuple r(w|W) = (d(v,wy),d(v, wy), ..., d(v,wy)).

Definisi 2.3.1 Misalkan G graf dan W = {w;, w,, ..., w;.} € V(G) adalah himpunan
terurut. Himpunan terurut W disebut himpunan pembeda pada graf G, jika untuk
setiap u, v € V(G),u # v mengakibatkan r(u|W) # r((v|S) (Eka dan Rahadjeng,
2012).
Berikut diberikan contoh mengenai dimensi metrik graf F; ;3 © Kj.
Contoh 2.3.1
Misalkan G adalah graf F; ; O K; seperti pada gambar 2.2.3, yang akan ditentukan
dimensi metrik dari graf F; ; O K; .

Pilih W, = {v,u,}, Wy = {vg, ug, uy}, Wy = {vy, 15, U, Uy }. Akan

10
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ditunjukkan Wy, W, dan W adalah himpunan pembeda dari graf F; ; O Kj.
Representasi setiap titik pada graf F, ; © K; terhadap W, = {v,,u,} adalah
r(wolWy) = (d(vo, v1), d(vy, uy)) = (1,2).
r(v W) = (d(vl, vl),d(vl,uz)) = (0,3).
r(w,IWy) = (d(vy, 1), d(vy,u,)) = (L,1).
r(v3IWy) = (d(vs, vy),d(vs,uy)) = (2,2).
r(ug|Wy) = (d(uo, vl),d(uo,uz)) =(2,3)
r(u|Wy) = (d(ul, vy),d(uq, uz)) = (1,3).
r(u,|Wy) = (d(uz, vl),d(uz,uz)) = (2,0).
r(uz|Wy) = (d(u3, vl),d(u3,u2)) = (3,3).
Karena setiap titik pada graf F; ; O K; memiliki representasi yang berbeda terhadap
Wy = {vy1,u,}, maka W; merupakan himpunan pembeda dari graf F; 3 © K;.
Representasi setiap titik pada graf F;3; © K; terhadap W, = {v;, ug, u,}
adalah
r(ve|W,) = (d(vo, v1), d(vg, uy), d(vy, uz)) = (1,1,2).
r(v, |W,) = (d(vl, vl),d(vl,uo),d(vl,uz)) = (0,2,2).
r(v,|W,) = (d(vz, v1), d(v,, uy), d(v,, uz)) = (1,2,1).
r(vs|W,) = (d(vg,vl),d(vg,,uo),d(vs, uz)) = (3,2,2).
r(ug|W,) = (d(uo,vl),d(uo,uo),d(uo, uz)) = (2,0,3).
r(u|W,) = (d(ul,vl),d(ul,uo),d(ul,uz)) = (1,3,3).
r(u,|W,) = (d(uz,vl),d(uz,uo),d(uz,uz)) = (2,3,0).
r(us|W,) = (d(ug,vl),d(ug,uo),d(u3,u2)) = (3,3,3).
Karena setiap titik pada graf F; ; O K; memiliki representasi yang berbeda terhadap
W, = {vy, uy, u,}, maka W, merupakan himpunan pembeda dari graf F; 3 © K;.
Representasi setiap titik pada graf F; ; O K; terhadap W5 = {vy, v, ug, u,}
adalah
r(vy|Ws) = (d(vo,vl),d(vo, vz),d(vo,uo),d(vo,uz)) =(1,1,1,1).
r(v W) = (d(vl, vl),d(vl,vz),d(vl,uo),d(vl,uz)) =(0,1,2,2).
r(v,|W;) = (d(vz,vl),d(vz, vz),d(vz,uo),d(vz,uz)) =(1,0,2,1).
r(vs|W;) = (d(v3,v1),d(v3, vz),d(vg,uo),d(v3,u2)) =(2,1,2,2).
11
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r(uy|Ws) = (d(uo,vl),d(uo, vz),d(uo,uo),d(uo,uz)) = (3,2,3,3).

r(u, |W3) = (d(ul, vl),d(ul,vz),d(ul,uo),d(ul,uz)) = (2,2,0,3).

r(u,|Ws) = (d(uz,vl),d(uz, vz),d(uz,uo),d(uz,uz)) =(1,2,3,3).

r(uz|Ws) = (d(ug,vl),d(u;.;, vz),d(u3,u0),d(u3,u2)) = (2,1,3,0).
Karena setiap titik pada graf F; ; O K; memiliki representasi yang berbeda terhadap

W3 = {vy,v,,up, u,} maka W; merupakan himpunan pembeda dari graf F; 3 © K;.

Definisi 2.3.2 Himpunan pembeda dengan kardinalitas minimum disebut himpunan
pembeda minimum atau basis dari graf G. Banyaknya anggota atau kardinalitas dari
basisnya (himpunan pembeda minimum) disebut dimensi metrik, dinotasikan dengan
dim(G) (Wahyudi, dkk., 2011).

Dari ketiga himpunan titik pada contoh 2.3.1 yang merupakan himpunan
pembeda yaitu W; = {vy,u,}, W, = {vy, uy, uy}, Wy = {vy, vy, uy, u,}, himpunan
dengan kardinalitas minimum adalah W; yakni |W;| = 2. Oleh karena itu, himpunan

terurut W, merupkan basis dari graf F; ; © K; dan dim(F, 5 O K;) = 2.

2.4 Definisi Dua Titik Setara (Hasmawati,dkk. 2021)
Diberikan G adalah graf terhubung dan u, v € V(G). Titik u dan v disebut
titik—titik yang setara dalam graf G apabila memenuhi salah satu sifat berikut :
e d(u,w) = d(v,w) untuk setiapw € V(G) / {u,v}.
e Terdapat titik ¢ sehingga d(u, ¢) + d(c,s) = d(v,c) + d(c, s) untuk
setiap s € V(G) / {u, v}.

Contoh 4.2 diberikan graf F, ¢ dengan V(Fy¢) = {vo, vy, V2, V3, V4, Vs, v} dan
E(Fl,s) = {VoV1, Vo V2, VoV3, VoVs, Vo Vs, VoVs, V1 V2, V2 V3, V3Vs, VaVs, Vs Vg }

seperti pada gambar 2.4.1

V1 vz U3 Uy Us  Us

Vo

Gambar 2.4.1 Graf Fy ¢
12
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Untuk i,j = 1,2,3,4,5,6 (i #j) titik v; dan v; adalah titik setara karena
terdapat titik v, sehingga d(v;, v) + d (v, x) = d(v},vo) + d (v, x) untuk
setiap x € V(Fy6) / {vi, vj}.

Beberapa hasil penelitian terkait dimensi metrik diberikan pada teorema
yang disajikan berikut ini.

Teorema 2.3.1 (Chartrand, dkk., 2000) Jika G suatu graf terhubung dengan orde n,

maka

a. dim(G) = 1 jika dan hanya jika G = Py,
b. Untuk n = 2, dim(G) = n — 1 jika dan hanya jika G = K»,
c. Untuk n = 4,dim(G) =n — 2 jika dan hanya jika G = K,s(r,s = 1),G =
Kr+K(r=>=1s>2)atauG = K- + (K1 UKs), (1,5 = 1).
Teorema 2.3.2 (J Caceres, dkk., 2005)
2,untukn = 3,4,5,6

dim(Fyn) = { _2n 2 untukn >7
5 ’ -

Teorema 2.3.3 (Saputro dkk,2017) Misalkan G adalah graf terhubung dengan
orde m > 2. Jika o adalah titik dari P, dengan derajat 1, maka dim(G =, Pr)
> dim(G). Batas bawahnya kuat. dim(G > B,) = dim(G © K;).
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