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ABSTRAK

SITI M. SARI. Titik Tetap di Dalam Ruang Perluasan Khusus b-Metrik pada
Fungsi Kontraktif Perbandingan (dibimbing oleh Budi Nurwahyu dan Muh.
Nur).

Pada penelitian ini, diperkenalkan generalisasi dari ruang b-metrik yaitu
perluasan khusus b-metrik. Untuk membuktikan teorema keberadaan dan
ketunggalan titik tetap, digunakan fungsi kontraktif perbandingan dalam
penelitian pada ruang tersebut. Contoh dan aplikasi disajikan untuk

mendukung hasil yang diperoleh.

Kata kunci : titik tetap, ruang perluasan khusus b-metrik, fungsi

perbandingan.
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ABSTRACT

SITI M. SARI. Fixed Point on Specific Extended b-Metric Space with
Contractive Comparison Function (Supervised by Budi Nurwahyu and Muh.
Nur).

As a generalization of b-metric space, we offer the idea of spesific extended
b-metric space in this paper. To demonstrate the existence and uniqueness
of fixed-point theorems on such spaces, we utilize a contraction condition
that is determined by the comparison function. We provide an example and

an application to validate our results.

Key words : fixed point, spesific extended b-metric space, comparison

function.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori titik tetap merupakan salah satu topik penting dalam
matematika analisis. Titik tetap berarti titik yang dipetakan ke dirinya sendiri.
Sifat titik tetap diantaranya digunakan untuk menentukan solusi dari sistem
persamaan linear [1], menentukan solusi persamaan integral [2], atau solusi
dari masalah program dinamis [3], [4]. Teori titik tetap telah diterapkan di
banyak cabang ilmu pengetahuan lainnya, seperti fisika, ekonomi, ilmu
komputer, dan teknik. Karena banyaknya penerapan teori titik tetap maka
banyak peneliti yang mengembangkan teori titik tetap dari waktu ke waktu.
Pada tahun 1922, S. Banach [5] membuktikan teorema titik tetap untuk
pemetaan kontraktif dalam ruang metrik lengkap yang dikenal dengan
Teorema Titik Tetap Banach/ Prinsip Kontraktif Banach. Teorema titik tetap
Banach menjamin adanya titik tetap tunggal pada pemetaan kontraktif
dalam ruang metrik, serta menyediakan metode untuk menemukan titik
tetap tersebut. Teorema Titik Tetap Banach menginspirasi peneliti lain
untuk mengembangkan teori titik tetap.

Harjani (2011) [6] membuktikan teorema titik tetap untuk pemetaan
C-kontraktif khusus dalam ruang metrik terurut. Chandok (2013) [7]
memperkenalkan kontraktif khusus siklik tipe Chatterjea dan menunjukan
keberadaan titik tetap untuk pemetaan tersebut dalam ruang metrik
lengkap. Shanatawi (2013) [8] membuktikan beberapa teorema titik tetap
sekutu untuk empat pemetaan f,g,S dan T yang memenuhi kontraktif
nonlinier dalam ruang metrik terurut. lonescu (2013) [9] membuktikan titik
tetap dari pemetaan kontraktif baru pada ruang metrik fuzzy intuitif. Hussain
(2014) [10] menggeneralisasi teorema titik tetap untuk pemetaan kontraktif
a — Y di ruang metrik lengkap. Lakzian (2019) [11] membuktikan teorema
titik tetap menggunakan fungsi Meir-Keeler khusus di ruang metrik dengan
jarak-w di ruang metrik parsial terurut. Seshagiri Rao (2020) [12]

membuktikan teorema titik tetap di ruang metrik parsial terurut.



Dari banyaknya penelitian tentang titik tetap, dapat kita ketahui
bahwa pengembangan teori titik tetap dikembangkan ke dalam dua hal,
yaitu dari ruangnya dan dari pemetaan kontraktifnya. Untuk perkembangan
dari ruang, kita telah mengenal ruang metrik, ruang b-metrik, ruang
dislokasi metrik, ruang quasi metrik, ruang dislokasi quasi metrik, ruang
dislokasi b-metrik, ruang quasi b-metrik, ruang dislokasi quasi b-metrik,
ruang metrik cone, ruang metrik parsial, ruang perluasan b-metrik, dll.
Konsep ruang metrik sendiri pertama kali diperkenalkan oleh Fréchet [5]
tahun 1906 . Selanjutnya Bakhtin [1] pada tahun 1989 memperkenalkan
konsep ruang b-metrik. Dia membuktikan prinsip pemetaan kontraktif dalam
ruang b-metrik yang menggeneralisasi prinsip kontraktif Banach. Ruang b-
metrik merupakan generalisasi dari ruang metrik dengan perbedaan yang
terletak pada koefisien pertidaksamaan segitiga yang berlaku dalam syarat
b-metrik. Pada tahun 2017, Kamran [13] memperkenalkan ruang baru yang
disebut sebagai ruang perluasan b-metrik. Ide ini menginspirasi peneliti
lainnya untuk membuktikan teorema titik tetap di ruang baru ini, diantaranya
Algahtani [14] dan Alamgir [15].

Selain perkembangan dari ruang, banyak penelitian yang
mengembangkan ke pemetaan kontraktif yang berbeda. Kannan
mengenalkan pemetaan Kannan [16]. Kirk mengenalkan kontraktif siklik
[16]. Imed Kedim [17] membuktikan teorema titik tetap menggunakan
kontraktif Maia a — 1. Eke [18] membuktikan teorema titik tetap untuk fungsi
kontraktif random. Abu Donia [19] membuktikan teorema titik tetap
menggunakan fungsi kontraktif (¢, ). Selain itu kita mengenal fungsi
perbandingan. Dalam matematika terapan, fungsi perbandingan
merupakan fungsi kontinu, yang digunakan dalam teori kestabilan untuk
menentukan sifat kestabilan sistem kontrol seperti stabilitas Lyapunov,
stabilitas asimtotik seragam, dll. Berinde [20] pada tahun 1993
menggeneralisasi kontraktif di ruang quasimetri dengan fungsi
perbandingan ¢. Selanjutnya pada tahun 2014, Shatanawi [21]
membuktikan teorema titik tetap untuk dua pemetaan menggunakan fungsi

perbandingan di ruang b-metrik. Hua tahun 2015 membuktikan teorema



titik tetap untuk kontraktif ¢ di ruang Menger. Pada tahun 2018, Shatanawi
[22] mengenalkan perluasan fungsi perbandingan dan digunakan untuk
membuktikan keberadaan titik tetap di ruang perluasan b-metrik. Namun,
fungsi kontraktif dalam penelitian Shatanawi tersebut masih sederhana. Hal
ini memotivasi penulis untuk menggeneralisasi fungsi kontraktif tersebut ke
ruang yang berbeda yaitu ruang perluasan khusus b-metrik. Oleh karena itu
permasalahan ini akan dibahas dalam penelitian dengan judul : “Titik Tetap
di dalam Ruang Perluasan Khusus b-Metrik pada Fungsi Kontraktif

Perbandingan”.

1.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah dalam penelitian ini adalah: Bagaimana
membuktikan teorema titik tetap dalam ruang perluasan khusus b-metrik

pada fungsi kontraktif perbandingan?

1.3 Tujuan Penelitian
Tujuan dalam penelitian ini adalah untuk membuktikan teorema titik
tetap dalam ruang perluasan khusus b-metrik pada fungsi kontraktif

perbandingan.

1.4 Manfaat Penelitian

Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan sumbangan
pemikiran dalam perkembangan ilmu pengetahuan dalam hal ini
pengembangan teori tentang titik tetap maupun ruang metrik. Selain itu,
teorema yang diperoleh dari penelitian ini diharapkan dapat diaplikasikan

dalam penyelesaian persamaan diferensial dan persamaan integral.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Bab ini menyajikan konsep dasar yang dibutuhkan dalam penelitian
ini. Konsep dasar yang dimaksud vyaitu, ruang metrik, barisan di ruang

metrik, fungsi perbandingan, pemetaan kontraktif, dan titik tetap.

2.1 Ruang Metrik dan Beberapa Perluasannya
Pada Subbab 2.1 ini disajikan definisi ruang metrik dan beberapa
perluasan ruang metrik beserta contohnya, juga definisi barisan konvergen

dan barisan Cauchy yang akan digunakan dalam tesis ini.

Definisi 2.1 (Ruang Metrik) [23] Misalkan X merupakan himpunan tak
kosong dan misalkan r: X x X — [0,4+00) merupakan fungsi dan untuk
setiap x,y,z € X memenuhi

(A1). r(x,y) = 0 jika dan hanya jika x = y;

(42). r(x,y) =1y, x);

(A3). r(x,z) <r(x,y) +r(y, 2).
Maka r disebut metrik pada X, dan pasangan (X, r) disebut ruang metrik.

Contoh 2.1 Misalkan X =R dan r: RXx R - [0,+o) dengan r(x,y) =
J/|x — y| merupakan ruang metrik.

Akan ditunjukan (X, r) ruang metrik.

Ambil sebarang x,y,z € R.

1. Misalkan r(x,y) = 0 maka ,/|x — y| = 0. Ini berlaku jika dan hanya jika
|x — y| = 0. Oleh karena itu diperoleh x —y = 0. Akibatnya x = y.
Misalkan x = y maka

r(x,y) =lx—y|
=./|x—x|
=10

Q)

0.



2. Berlaku

r(y) =.lx—yl
== —-x)|
=y

= r(y, x).
3. Perhatikan bahwa

la+b| <|al+|b|

< lal + |b| + 2\/]al\/Ib|
= (1) + (JIBT) -+ 2Talyol
= (Jial + V1BT)

Dengan mengambil akar kuadrat dari kedua ruas diperoleh

Jla+b] < /lal +/Ibl.

Misalkan a = x —y dan b = y — z maka

JIx—y+y—z| <lx—yl+/ly —zl,

diperoleh

JIx=z| <Jlx —yl+/ly — zl,

dengan demikian

r(x,z) <r(x,y) +r(y z).
Jadi, terbukti bahwa (X, r) merupakan ruang metrik. ]

Definisi 2.2 (Barisan Konvergen di Ruang Metrik) [24] Barisan {x,} di
ruang metrik X disebut konvergen jika terdapat suatu titik x € X yang
memenuhi: untuk setiap ¢ > 0 terdapat bilangan bulat N sedemikian
sehinggan = N - r(x,, x) < ¢, atau dengan kata lain, {x,,} konvergen ke x,

atau lim x, = x.
n—+oo

Contoh 2.2 Misalkan X = R dan r(x,y) = |x — y|. Barisan {x,,} dengan

+1
x, = — konvergen ke 1.
n



Akan ditunjukkan {x, } konvergen ke 1.

Ambil sebarang € > 0. Berarti §> 0. Menurut Sifat Archimedes, terdapat

N € N sedemikian sehingga i < N atau % < &. Untuk setiap n > N berlaku

n+1 n+l n 1 1 1
e N B
n n n nl n— N
Terbukti {x,,} konvergen ke 1. |

Definisi 2.3 (Barisan Cauchy di Ruang Metrik) [24] Barisan {x,} di ruang
metrik X disebut barisan Cauchy jika untuk setiap € > 0 terdapat bilangan

bulat N sedemikian sehingga r(x,, x,,) < € jlkan = N dan m > N.

Contoh 2.3 Misalkan X =R dan r(x,y) = |x — y|. Barisan {x,} dengan

+1 .
x, = = merupakan barisan Cauchy.
n

Akan dibuktikan {x,,} merupakan barisan Cauchy.

Ambil sebarang &> 0. Menurut Sifat Archimedes, terdapat N € N

sedemikian sehingga N > % Untuk setiap n,m > N diperoleh % < % dan % <

1 .
" sehingga
n+1_m+1| _ |m—n| < m+n’
n m nm nm
e
nm nm
1 1 2 2
=l Ei NSz T®
Terbukti {x,} merupakan barisan Cauchy. |

Definisi 2.4 (Ruang b-Metrik) [23] Misalkan X merupakan himpunan tak
kosong dan b > 1 merupakan bilangan riil. Misalkan r: X x X — [0, 4+0)
merupakan fungsi dan untuk setiap x,y,z € X memenuhi :

(A;). p(x,y) = 0 jika dan hanya jika x = y;

(A2)- 1 (x,y) =1, (¥, %);

(43). 1p(x,2) < b[ry(x,y) +1,(y, 2)].



Maka 7, disebut b-metrik pada X, dan pasangan (X,r,) disebut ruang b-

metrik.

Contoh 2.4 Misalkan X =[0,4+o) dan 1,:X XX - [0,4+o) yang
didefinisikan sebagai

0 jkax =y,

(6 Y) = {(x +y)? jikax # y.

maka (X, ) ruang b-metrik.

Akan dibuktikan (X, ;) disebut ruang b-metrik.
Ambil sebarang x,y, z € [0, +0).
1. r,(x,y) = 0jika dan hanya jika x = y jelas dari definisi r;,.
2. Berlakur,(x,y) = (x+y)?2 = (y + x)? =, (y, x).
3. Perhatikan bahwa (x — z)? > 0 sehingga (x + 2)? < (x + 2)? + (x — 2)?
diperoleh
(x +2)* <2x%+ 222
< 2x?% + 4xy + 2y% + 2y% + 4yz + 27°
=2(x% + 2xy + y2) + 2(y? + 2yz + z?)
=2(x +y)?+ 2(y + 2)?
=2[(x +y)* + (y + 2)?]
=2[r(x,y) +r(y,2)].
Jadi, terbukti bahwa (X, r,) merupakan ruang b-metrik dengan b = 2. =

Definisi 2.5 (Barisan Konvergen dan Barisan Cauchy di Ruang b-
Metrik) [21] Misalkan {x,} merupakan barisan pada ruang b-metrik (X,7).
1. Barisan {x,} disebut konvergen jika dan hanya jika terdapat x € X
sedemikian sehingga 13, (x,, x) = 0 jikan - +oo.
2. {x,} disebut barisan Cauchy jika dan hanya jika r,(x,, x,,) — 0 jika
n,m — +oo,
Contoh 2.5 Misalkan X =[0,4o) danr,(x,y) = {0 zj.i.kax - y.
(x+y)jikax =y

Barisan {x, } dengan x, = # merupakan barisan yang konvergen ke 0

dan merupakan barisan Cauchy.



Akan dibuktikan {x,} konvergen ke 0.

Ambil sebarang e > 0. Perhatikan bahwa <= < —. Menurut Sifat

( 2+1)2
Archimedes, terdapat N € N sedemikian sehingga N < &. Untuk setiapn >

N berlaku
2 1 2

1
0= (o) — () <ieles
7 (n, 0) n2+1+ nz+1 n=nN"F¢

Terbukti {x,} konvergen ke 0. |

Selanjutnya akan dibuktikan {x,} barisan Cauchy.
Ambil sebarang € > 0. Perhatikan bahwa
1 1 1

W+ nt n
dan

1 1 1
(m? + 1)2 mt S m’

Menurut Sifat Archimedes, terdapat N € N sedemikian sehingga N < %

Untuk setiap n,m = N berlaku

r(xx)—( 1 + 1 )2
bR Sm T \n24+1 m?2+1

1 2 1
WD WA Dm D e + D2
1 2 1 4 4

—_—F—F—< =<-—F=c
n nm m N 4/(g

Terbukti {x,} barisan Cauchy. |

Definisi 2.6 (Ruang Perluasan b-metrik) [13] Misalkan X himpunan tak
kosong dan ©:X X X — [1,+). Sebuah fungsi rg:X XX — [0,+00)
disebut perluasan b-metrik jika untuk setiap x,y,z € X memenuhi

(A,). r¢(x,y) = 0 jikadan hanya jikax =y ;

(42). r(x,y) = 19(y,x) ;

(43). 1o(x,2) < 0(x,2)[re(x,y) +10(y, 2)].

Pasangan (X, ry) disebut ruang perluasan b-metrik.



Contoh 2.6 Misalkan X ={1,2,3}, 0: X XX = [1,+), dan 1rg: XXX —>
[0, +00) yang didefinisikan sebagai
0(x,y) = 2xy,
re(1,1) =19(2,2) =19(3,3) =0,
r9(1,2) = 19(2,1) = 50, 19(1,3) =19(3,1) = 450, 715(2,3) =1(3,2) = 100,

maka (X, rg) ruang perluasan b-metrik.

Akan dibuktikan (X, rg) ruang perluasan b-metrik.

Ambil sebarang x,y, z € {1,2,3}.

1. 7r¢(x,y) = 0jika dan hanya jika x = y jelas dari definisi rg.

2. re(x,y) =1r9(y, x) jelas dari definisi rg.

3. 19(1,2) =50 < 0(1,2)[re(1,3) + 19(3,2)] = 4 [450 + 100] = 2200.
r(1,3) = 450 < 0(1,3)[r(1,2) + 19(2,3)] = 6 [50 + 100] = 900.
19(2,3) = 100 < 0(2,3)[re(2,1) + 19(1,3)] = 12 [50 + 450] = 6000.
Dengan demikian, untuk setiap x,y, z € {1,2,3} diperoleh

re(x,2) < 0(x, 2)[re(x,y) + 1o (¥, 2)].

Jadi, terbukti bahwa (X, rg) merupakan ruang perluasan b-metrik. ]

Contoh 2.7 [2] Misalkan X = [0, +o0). Definisikan 0 : X X X — [1,+c0) dan
79 : X X X - [0,+0) sebagai berikut : ©(x,y) =1+ x+y untuk setiap

x,y € X dan

x+y x+y,

Maka (X, rg) merupakan ruang perluasan b-metrik.

Akan dibuktikan (X, rg) merupakan ruang perluasan b-metrik.
re(x,y) = 0 jika dan hanya jika x =y dan rg(x,y) = 1r9(y,x) jelas dari
definisi rg. Selanjutnya akan ditunjukan 1g(x,z) < 0(x,2)[re(x,v) +
ro(y, 2)] untuk setiap x,y,z € X.
1. Untuk x # z, x = y diperoleh
0(x, 2)[re(x,y) +19(y,2)] =1 +x+2)[0+ (y +2)]
=(1+x+2)(x+2)
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>x+z

= 19(x, 2).

2. Untuk x # z, z = y diperoleh
0(x,2)[re(x,y) +16(y,2)] =1 +x+2)[(x +y) + 0]
=1+x+2)(x+2)
>x+z
= 19(x, 2).
3. Untuk x # y # z diperoleh
O, Dre(x,y) +1re(y,2)] =Q+x+2)[(x+y)+ (y+2)]
=(1+x+2)(x+2y+2)
>x+z

= 19(x, 2).
Jadi, terbukti bahwa (X, rg) merupakan ruang perluasan b-metrik. ]

Definisi 2.7 (Barisan Konvergen dan Cauchy di Ruang Perluasan b-

Metrik)[13] Misalkan (X, rg) merupakan ruang perluasan b-metrik

a. Barisan {x,} di X disebut konvergen ke x jika untuk setiap € > 0 terdapat
N = N(&) € N sedemikian sehingga rg(x,,x) < € untuk setiap n = N.

Untuk kasus ini, kita tulis lim x,, = x.

n—-+oo

b. Barisan {x,} di X disebut Cauchy jika untuk setiap ¢ > 0 terdapat N =

N(¢e) € N sedemikian sehingga rg(x,,, x,,) < € untuk setiap n,m > N.

Contoh 2.8 Misalkan X = [0, +o0). Definisikan @ : X X X - [1,4+) dan rg :
X X X - [0,+0c0) sebagai berikut : 0(x,y) =1+ x + y untuk setiap x,y € X
dan

x+y x+y,

(X, 1r9) merupakan ruang perluasan b-metrik.
Barisan {x,} dengan xn:% pada (X,rg) merupakan barisan yang

konvergen ke 0 dan merupakan barisan Cauchy.
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Akan dibuktikan {x,} konvergen ke 0.

Perhatikan bahwa

T'@ (xn' 0) < G(xnl 0) [T@ (xn' x2n) + T'@ (xZTU O)]

204 )[Goz)+ G+

n
_(n+1 (1)
N n n
. n+1\ (1) _ . _ .
Oleh karena nlirfoo (T) (Z = 0 maka nl_l)rlloo re(xn,0) = 0, sehingga {x,}
konvergen ke 0.
Terbukti {x,} konvergen ke 0. ]

Selanjutnya akan dibuktikan {x,} barisan Cauchy. Perhatikan bahwa untuk

setiap n, m berlaku
To(Xn, Xm) < O(xp, X)) [1e (X, X21) + 10 (X2p, X)) ]
1 1 1 1 1 1
(Gt G
n m n 2n 2n m

o))

nm

. +m+ + .
Oleh karena lim (n = ”m) (m n) =0 maka lim 719(x,x,) =0
n,m-+o nm nm nm—+o0

sehingga {x, } barisan Cauchy.
Terbukti {x,} barisan Cauchy. ]

Definisi 2.8 (Ruang Perluasan Khusus b-Metrik) Misalkan X himpunan
tak kosongdan 6 : X — [1,4+). Sebuah fungsiry : X X X — [0, +00) disebut
perluasan khusus b-metrik jika untuk setiap x,y,z € X memenuhi
(A)).19(x,y) = 0 jika dan hanya jika x =y ;

(A2) 19(x,y) = 19 (¥, %) ;

(A3) T (x, 2) < 0(x) 19 (x,¥) + 6(2) 19 (y, 2).

Pasangan (X, ry) disebut ruang perluasan khusus b-metrik.
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Contoh 2.9 Misalkan X = {1,2,3},6 : X = [1,+00),dan 75 : X X X = [0, +0)

yang didefinisikan sebagai

0(x)=1+x,
r@(lrl) = re(z;z) = r9(3'3) = 0;
T9(1,2) = Tg(z,l) = 50, T9(1,3) = T9(3,1) = 450, T9(2,3) = 7"9(3,2) = 100,

maka (X, ry) ruang perluasan khusus b-metrik.
Akan dibuktikan (X, ry) ruang perluasan khusus b-metrik.

Ambil sebarang x,y,z € {1,2,3}.

1. rp(x,y) = 0 jika dan hanya jika x = y jelas dari definisi ry.

2. r9(x,y) = 19(y, x) jelas dari definisi ry.

3. 19(1,2) =50 < 6(1) 15(1,3) + 6(2) 15(3,2) = 2(450) + 3(100) = 1200.
19(1,3) = 450 < 6(1) 15(1,2) + 6(3) 15(2,3) = 2(50) + 4(100) = 500.
19(2,3) = 100 < 6(2) 19(2,1) + 6(3) 75(1,3) = 3(50) + 4(450) = 1950.
Dengan demikian, untuk setiap x,y,z € X diperoleh

r9(x,2) < 6(x) r9(x,¥) + 6(y) 19(y, 2).

Jadi, terbukti bahwa (X,rg) merupakan ruang perluasan khusus

b-metrik. ]

Contoh 2.10 Misalkan X = (0,+), 6 : X - [1,+00),dan ry: X X X —
[0, +0) yang didefinisikan sebagai 6(x) = x + 2 dan

(x —y)?
2

maka (X, ry) merupakan ruang perluasan khusus b-metrik.

re(x,y) =

Akan ditunjukan (X, r9) merupakan ruang perluasan khusus b-metrik.
Ambil sebarang x,y,z € X.

1. Misalkan r5(x,y) = 0 maka @ = 0. Ini berlaku hanya jika (x — y)? =

0. Oleh karena itu diperoleh x —y = 0. Akibatnya x = y.

—1)2 2
Misalkan x = y maka ry(x,y) = (x Zy) =« 2") =0.
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2. Berlaku

N2 Y
rGey) = E SO

3. Perhatikan bahwa

0(x) r9(x,y) +6(2) 19(y,2)
x+ 2 z+2

= 5 G-t ——0-27
> (x-y)P+G-27
s, (k-2)°
2
= 19(x,¥).
Jadi, terbukti bahwa (X, ry) merupakan ruang perluasan b-metrik. ]

Definisi 2.9 (Barisan Konvergen dan Cauchy di Ruang Perluasan

Khusus b-Metrik) Misalkan (X,ry) merupakan ruang perluasan khusus b-

metrik.

a. Barisan {x,} di X disebut konvergen ke suatu titik x € X jika dan hanya
jika nl—i>r-|1:100 19 (%, x) = 0.

b. Barisan {x,} di X disebut Cauchy jika untuk setiap € > 0 terdapat N(¢) €
N sedemikian sehingga untuk setiap n,m = N (&), 19(x,, %) < €.

c. (X,ry) disebut lengkap jika setiap barisan Cauchy {x,} di X konvergen.

Contoh 2.11 Misalkan X = (0,4), 6 :X - [1,400), dan 15: X XX -
[0, +0) yang didefinisikan sebagai 6(x) = x + 2 dan

(x —¥)?
2

(X,r9) merupakan ruang perluasan khusus b-metrik. Barisan {x,,} dengan

re(x,y) =

xnzi pada (X,rg) merupakan barisan yang konvergen ke 0 dan

merupakan barisan Cauchy.

Akan dibuktikan {x,} konvergen ke 0.
T (xnr O) = e(xn) To (xn' xZn) + 9(0) To (xan O)
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> + (10 +2) >

=(|1‘+2) (i) (z—9)

2
Oleh karena lim (4"+1) (i) = 0 maka lirP r9(x,, 0) = 0 sehingga {x,,}
n—->+oo

n—-+oo 2n

konvergen ke 0.
Terbukti {x,,} konvergen ke 0.

Selanjutnya akan dibuktikan {x,} barisan Cauchy.
Perhatikan bahwa untuk setiap n, m berlaku
Tg(Xn, Xm) < Q(Xn) Ty (xnv xZn) + e(xm) Ty (xZn» Xm)
1 13\° 1 1 )2

(e )

2 2
_ <2n+1)< 1 )2+<2m+1)(m—n)2
“\ 2n 2n 2m 2nm /-

Oleh karena n,‘rllig-ll-oo ((27;1) (i)z + (272':;1) (%)j =0 maka

nliI-Poo 19 (xn, xm) = 0 sehingga {x,} barisan Cauchy.

Terbukti {x,} barisan Cauchy. ]

Definisi 2.10 (Fungsi Kontinu) Misalkan (X,7y) dan (Y, p,’) merupakan
ruang perluasan khusus b-metrik dengan 6:X - [1, + ) dan 6":Y —
[1, + ). Fungsi T : X — Y disebut kontinu di x, € X, jika untuk setiap ¢ >
0 terdapat 6 > 0 sedemikian sehingga untuk setiap x € X berlaku:

r9(x,x0) < 6 = pg,(Tx, Tx,) < €.
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2.2 Fungsi Perbandingan dan Teorema Titik Tetap
Pada Subbab 2.2 disajikan definisi dari titik tetap, fungsi kontraktif,
dan fungsi perbandingan. Selain itu, disajikan teorema titik tetap yang telah

dibuktikan pada penelitian sebelumnya.

Definisi 2.11 (Titik Tetap) [25] Misalkan X € Y himpunan tak kosong. x €
X disebut titik tetap dari fungsi T: X — Y jika memenubhi

Tx = x.

Contoh 2.12 Misalkan X = [0,1] dan T:X - R. Fungsi T; = x + 1 tidak
mempunyai titik tetap, sedangkan fungsi T, = x? mempunyai dua titik tetap

yaitu x = 0 dan x = 1.

Definisi 2.12 (Fungsi Kontraktif) Misalkan (X,rg) merupakan ruang
perluasan b-metrik dengan 0 : X X X — [1, +o0) adalah suatu fungsi. Fungsi
T:X - X disebut kontraktif di X jika terdapat bilangan riil u € (0,1)
sedemikian sehingga untuk setiap x, y € X berlaku

ro(Tx, Ty) < ure(x,y).

Contoh 2.13 Misalkan X = [0, +). Definisikan © : X X X - [1,+»), 7g :

X XX - [0,+), dan T: X - X sebagai berikut : 0(x,y) =1+ x + y untuk

x+y, x#

setiap x,y € X dan rg(x,y) = {0 X =

Y dan fungsi Tx = = x.
Y 2

Akan ditunjukkan T fungsi kontrakiif.

_ xyy _x y 1 3 3
ro(Tx, Ty) = 1¢ (2,2) =5 + 5= 2(x +y) < 4(x+y) = 4r@(x,y).
Terbukti, T merupakan fungsi kontraktif dengan u = 5 [

4

Definisi 2.14 (Fungsi Perbandingan) [26] Fungsi ¢:[0,+®) — [0, +0)
disebut fungsi perbandingan jika memenubhi

() ¢ naik,

(ii) nl_i>Too @™(t) = 0 untuk setiap t = 0.
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Jika ¢ merupakan fungsi perbandingan, maka ¢(t) < t untuk setiap t > 0
dan ¢(0) = 0.

Contoh 2.14 [27] Misalkan ¢ : R* > R*,¢(t) = —,t € R* maka ¢

t+1

merupakan fungsi perbandingan.

Akan dibuktikan ¢ fungsi perbandingan.

1

t . . 1 _
1. o) = mjelas monoton naik, karena ¢'(t) = o 0.
2. Perhatikan bahwa
t
t) =——
@ (t) 1
. t
Tr1 t
P’ =elo®) P\t t 4 2t +1°
t+1
. t
t
3()) = 2(¢ — ( ): 2t +1 _
V0 =9(v*©) P2+ t 4 3t+1’
2t+1

t
n(t = .
") nt+1

Akibatnya lim ¢™(t) = lim —~_=o.
n—-»>+oo

n-+oo nt+1

0 —
0+1

3. ¢(0) = 0.

Jadi, ¢ merupakan fungsi perbandingan karena memenuhi ketiga syarat

pada definisi. n

Teorema 2.15 [21] Misalkan (X, r) ruang b-metrik lengkap dengan konstan

b dan T,S: X — X dua pemetaan di X. Misalkan terdapat konstan L < ﬁ

dan fungsi perbandingan ¢ sedemikian sehingga
br(Tx,Sy) < @(max{br(x,Tx), br(y,Sy),Llr(x,Sy) + r(Tx,y)1}),
berlaku untuk setiap x,y € X. Misalkan salah satu dari fungsi T atau S

kontinu, maka T dan S mempunyai titik tetap sekutu.

Contoh 2.15[21] Misalkan X = [0,1], 7: X X X — [0, +), r(x,y) = (x — y)?.

(X,r) merupakan ruang b-metrik dengan b =2. Misalkan pemetaan
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T,5:X > X,Tx = ix, Sx = %x, dan fungsi perbandingan ¢:[0,4+) -

t
t+1°

[0, +0), (2) =

Jelas (X,r) merupakan ruang b-metrik lengkap, dan S kontinu.

Akan ditunjukan memenuhi pertidaksamaan pada Teorema 14.

Kasus 1. y = 2x. Karena Tx = Sy, r(Tx,Sy) = 0, sehingga terbukti.
Kasus 2. y > 2x. Maka%y > ix dan
1 1\ 1 49 49
2r(Tx,S = —y — — < V2 <« 0 42 (_ 2)
r(Tx5y) 2<4x 8y> =327 S32449y27 T P\37
= <p(2r(y, Sy))
= @(max{2r(x,Tx), 2r(y, Sy),Llr(x,Sy) + r(Tx, y)1}).

Kasus 3. y < 2x. Maka%y < ix dan

1 1\%2 1 9 9
ZT(TX,S) = <— —_— > < - 2< - (— 2)
Y 2 1*7gY) =8 S8tox2* TP\g*

= go(Zr(x, Tx))

= @(max{2r(x,Tx),2r(y,Sy),L{r(x,Sy) + r(Tx, y)]}.
Jadi, T dan S mempunyai titik tetap sekutu yaitu x = 0.
Terbukti. [

Definisi 2.16 (Perluasan Fungsi Perbandingan) [22] Misalkan X
merupakan himpunan dan 0:X XX — [1,+o) merupakan pemetaan.
Fungsi ¢ : [0,+o) — [0, +0) disebut perluasan fungsi perbandingan jika ¢
memenuhi :

(i) v tidak turun,

(i) Yorop™ () 111 0(x;, x,n) < +oo, sebarang barisan {x,} di X, untuk

setiap t > 0 dan m € N dimana yY™ merupakan iterasi ke-n dari .
Himpunan semua perluasan fungsi perbandingan dinotasikan dengan ¥.

Jika 1 € ¥s maka Yo, Y™ (t) < +oo, karena Y™ (t) [Te, 0(x;, x) = P™(¢t)
untuk setiap t > 0 diperoleh y(t) < t.
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Contoh 2.16 [22] Misalkan X,rg merupakan ruang perluasan b-metrik

1

dengan X =[1,0)dan ©(x,y) =1+ Definisikan fungsi ¢y (t) =

1+In(x+y)’
X perhatikan bahwa 1 + ————— < 2, diperoleh
2 1+In(x+y)
n k™t
Y (t) i=1@(xi,X) < ET 20 = k"¢,

Akibatnya Yo, Y™ (t) [1i=; 0(x;, x) < +o0 dan ¥; himpunan tak kosong.

Definisi 2.17 [22] Misalkan (X,rg) ruang perluasan b-metrik dan T
merupakan pemetaan. T disebut fungsi kontaktif @ —y jika terdapat dua

fungsi Y € ¥, dan a: X X X — [0, +o) sedemikian sehingga

a(x, Yre(Tx, Ty) < P(re(x,¥))

untuk setiap x,y € X. Selain itu, T disebut a« — admissible jika a(Tx,Ty) = 1

untuk setiap x,y € X dengan a(x,y) > 1.

Teorema 2.18 [22] Misalkan (X, dg) ruang perluasan b-metrik lengkap dan
T:X — X merupakan fungsi kontraktif @ — 1 untuk suatu y € ¥,. Misalkan
syarat berikut terpenuhi :

(1) T @ — admissible,

(2) Terdapat x, € X sedemikian sehingga a(x,, Tx,) = 1,

(3) T kontinu,

Maka T memiliki titik tetap.

Selanjutnya misalkan terdapat z € Xsedemikian sehingga a(x,z) = 1 untuk

suatu x € X dengan Tx = x maka titik tetap tersebut tunggal.

Contoh 2.17 [22] Misalkan (X, rg) perluasan ruang b-metrik dengan X =
{2,1,—-1}, 0(x,y) = |x| + |y| dan r¢(x,y) sebagai berikut :
T@(Z,Z) = T@(l,l) = r@(_l,_l) = 0;

1
T'@(l,Z) = r@(zll) = E}

(1, ~1) = 1o(-11) = 16(2, 1) = ro(-12) = 3,

Fungsi a: X x X — R didefiniskan sebagai:
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1
_;jika (x;)’) * (1:1)

1,jika (x,y) = (1,1),
a(x,y) =
20

Definisikan fungsi T sebagai berikut : T(1) = 1,T(—1) =2,T(2) =1 dan

fungsi Y(t) = %t.

Akan ditunjukan T memenuhi Teorema 17.

1. Akan ditunjukan T a — admissible.
alx,y) =1 jika x=y =1 (dari definisi a(x,y)), maka a(Tx,Ty) =
a(T1,T1) = a(1,1) = 1. Jadi, T a — admissible.

2. Akan ditunjukan terdapat x, € X sedemikian sehingga a(x,, Tx,) =1
Pilih x, = 1 diperoleh a(xy, Txy) = a(1,T1) = a(1,1) =1 > 1.

3. Akan ditunjukan T kontinu.
Ambil x,y € X = {2,1,—1}. Ambil € > 0.
Untuk x = 2 maka N.(T2) = N.(1). Pilih ¢ =i sehingga N,.(1) = {1}.
Akibatnya T-1'(N.(T1)) =T *({1}) ={1,2}. Oleh karena terdapat
Ns(1) € {1,2} dan Ng(2) < {1,2} diperolen T~1({1}) himpunan buka
sehingga T kontinu di x = 2.
Untuk x =1 maka N,(T1) = N;(1). Pilih & == sehingga N(1) = {1}.
Akibatnya T-'(N.(T2))=T"*({1}) ={1,2}. Oleh karena terdapat
Ns(1) € {1,2} dan Ng(2) < {1,2} diperolen T~1({1}) himpunan buka
sehingga T kontinu di x = 1.
Untuk x = —1 maka N.(T(—1)) = N.(2). Pilih € = i sehingga N.(2) =
{2}. Akibatnya T-(N.(T(-1))) =T '({2}) ={-1}. Oleh karena
terdapat Ng(—1) € {—1} diperoleh T~1({2}) himpunan buka sehingga
T kontinu di x = —1.
Jadi, T kontinu.

4. Selanjutnya akan ditunjukan T merupakan fungsi kontraktif a — .
Untuk x =y diperoleh a(x,x)rg(Tx,Tx) =0 < l,li(r@(x, x)) =y0)=0

untuk setiap x € X.
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Untuk x =1 dan y =2 diperoleh a(1,2)re(T1,T2) = 5-76(1,1) = 0 <
Woo12) = (2) =

Untuk x = 1 dan y = —1 diperoleh a(1, ~Dre(T1,T — 1) = 5-19(1,2) =
1 1 1

5 S W -D) =v(}) =5

Untuk x = 2 dan y = —1 diperoleh a(2, =1)1e(T2,T — 1) = %r@(l,Z) =
1 1 1

S WD) =v(3) =5

Karena a(x,y) = a(y, x) maka T merupakan fungsi kontraktif « — .

Jadi, T memenuhi Teorema 2.17. Dengan demikian T memiliki titik tetap

yang tunggal yaitu x = 1.



