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ABSTRAK

FAQIHAH FAJRIANI. J Aspek Geodesik Partikel Bermassa di Ruang-Waktu Kerr
(dibimbing oleh Bansawang BJ).

Latar belakang. Lubang hitam Kerr merupakan solusi dari persamaan medan
Einstein yang menunjukkan kelengkungan ruang-waktu akibat gravitasi objek masif
berotasi. Geodesik digunakan untuk mempelajari lintasan partikel di sekitar lubang
hitam. Namun, kajian terkait geodesik partikel bermassa tanpa muatan di bidang
ekuator masih terbatas. Tujuan. Penelitian ini bertujuan untuk menurunkan
persamaan geodesik partikel bermassa di bidang ekuator ruang-waktu Kerr dan
memvisualisasikan karakteristik lintasan geodesik partikel di sekitar lubang hitam
Kerr melalui analisis grafis. Metode. Penulis menurunkan persamaan geodesik
menggunakan pendekatan Euler-Lagrange, mempelajari gerak melingkar, dan
menganalisis stabilitas orbit partikel bermassa di ekuator. Penulis juga menurunkan
persamaan Innermost Stable Circular Orbit (ISCO) untuk menentukan batas orbit
stabil terdalam di sekitar lubang hitam Kerr. Hasil. Penelitian ini menghasilkan
persamaan yang menggambarkan lintasan partikel bermassa di ekuator ruang-
waktu Kerr, termasuk pengaruh rotasi lubang hitam terhadap energi, momentum
sudut, dan stabilitas orbit. serta menunjukkan hubungan antara radius orbit stabil
terdalam dan parameter rotasi lubang hitam melalui persamaan Innermost Stable
Circular Orbit (ISCO). Kesimpulan. Rotasi lubang hitam Kerr memengaruhi
dinamika partikel bermassa secara signifikan, terutama dalam menentukan batas
orbit stabil terdalam.

Kata kunci: Lubang hitam Kerr, Geodesik, Partikel Bermassa, Gerak Melingkar,
ISCO



ABSTRACT

FAQIHAH FAJRIANI. Geodesic Aspects of Massive Particles in Kerr Spacetime
(supervised by Bansawang BJ).

Background. Kerr black holes are solutions to Einstein's field equations that describe
the curvature of spacetime caused by the gravity of rotating massive objects.
Geodesics are used to study particle trajectories around black holes. However,
research on the geodesics of massive particles in the equatorial plane is still limited.
Aim. This study aims to derive the geodesic equations for massive particles in the
equatorial plane of Kerr spacetime and visualize the characteristics of their geodesic
trajectories around Kerr black holes through graphical analysis. Methods. The study
derives the geodesic equations using the Euler-Lagrange approach, investigates
circular motion, and analyzes the stability of the massive particle orbit in the
equatorial plane. Additionally, the study derives the equation for the Innermost Stable
Circular Orbit (ISCO) to determine the boundary of the innermost stable orbit around
the Kerr black hole. Results. The study derives equations that describe the
trajectories of massive particles in the equatorial plane of Kerr spacetime, including
the effects of black hole rotation on energy, angular momentum, and orbital stability.
It also demonstrates the relationship between the radius of the innermost stable orbit
and the black hole's rotational parameter through the ISCO equation. Conclusion.
The rotation of the Kerr black hole significantly influences the dynamics of massive
particles, especially in determining the stability of their orbits.

Keywords: Kerr black hole, Geodesic, Massive particles, Circular motion, ISCO
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1Latar Belakang

Lubang hitam (black hole) merupakan salah satu solusi dari persamaan medan
gravitasi Einstein dalam Teori Relativitas Umum yang menggambarkan bagaimana
ruang-waktu melengkung akibat adanya massa atau energi. Teori ini menunjukkan
bahwa benda yang sangat masif, seperti lubang hitam dapat menyebabkan
kelengkungan ruang-waktu yang sangat ekstrem, menciptakan sebuah wilayah
dengan medan gravitasi yang sangat kuat. Di wilayah ini, tidak ada objek termasuk
cahaya yang dapat lolos melewati batas yang dikenal sebagai horizon peristiwa
(event horizon) (Kunz, 2014).

Di antara berbagai jenis lubang hitam yang diprediksi oleh Relativitas Umum,
lubang hitam berotasi atau dikenal sebagai lubang hitam Kerr adalah salah satu yang
paling signifikan. Solusi persamaan medan gravitasi Einstein untuk lubang hitam Kerr
pertama kali ditemukan oleh Roy Patrick Kerr pada tahun 1963 dan solusi ini
kemudian dikenal sebagai metrik Kerr (Matt Visser, 2008; Sunkar E. Gautama, 2018).
Metrik ini menggambarkan struktur ruang-waktu di sekitar lubang hitam Kerr yang
memiliki beberapa fitur unik seperti keberadaan ergosfer, yaitu sebuah wilayah di luar
horizon peristiwa di mana ruang-waktu itu sendiri terseret mengikuti arah rotasi
lubang hitam (frame dragging). Keberadaan ergosfer ini mempengaruhi pergerakan
partikel di sekitar lubang hitam yang menjadikan fenomena ini sangat menarik untuk
dipelajari lebih lanjut (Gonzalez Montoya, 2024; Hasanuddin, 2012).

Dalam Relativitas Umum, lintasan yang diikuti oleh partikel atau cahaya
di ruang-waktu yang melengkung disebut geodesik. Geodesik adalah lintasan yang
ditempuh oleh objek yang hanya dipengaruhi oleh kelengkungan ruang-waktu tanpa
adanya gaya eksternal (Moshe Carmeli, 1982). Untuk memahami gerak objek
di sekitar lubang hitam, diperlukan analisis geodesik karena memberikan wawasan
mengenai bagaimana gravitasi ekstrem di sekitar lubang hitam mempengaruhi
pergerakan partikel bermassa maupun foton (Mclnnes, 2012; Seetharaman et al.,
2022).

Penelitian terkait geodesik di ruang-waktu Kerr telah dilakukan dengan
berbagai pendekatan, Zhang dan Liu (2019) menyelidiki stabilitas orbit partikel
bermuatan dan berotasi di sekitar lubang hitam, namun penelitian ini lebih terfokus
pada dinamika partikel bermuatan, sehingga belum menganalisis secara mendalam
geodesik partikel bermassa tanpa muatan. Kesden et al. (2010) menganalisis efek
gravitasi ekstrem, tetapi hasil penelitiannya tidak secara spesifik meninjau geodesik
partikel bermassa di bidang ekuator, yang merupakan aspek penting dalam konteks
penelitian ini. Di sisi lain, J. M. Bardeen et al. (1973) merumuskan dasar-dasar
mekanika lubang hitam, yang memberikan fondasi penting bagi studi lubang hitam
secara umum, tetapi tidak mencakup kajian yang lebih mendalam mengenai
geodesik partikel bermassa, khususnya yang berkaitan dengan pergerakan di sekitar
ekuator lubang hitam Kerr.



Berdasarkan kajian literatur tersebut, terdapat kesenjangan penelitian dalam
analisis geodesik partikel bermassa tanpa muatan di ruang-waktu Kerr, khususnya
pada bidang ekuator. Hal ini menunjukkan perlunya penelitian yang lebih spesifik
untuk memahami perilaku partikel bermassa dalam konteks gravitasi ekstrem
di sekitar lubang hitam Kerr.

Penelitian ini akan menurunkan persamaan geodesik partikel bermassa
di ruang-waktu Kerr dengan fokus pada geodesik di bidang ekuator. Proses ini
mencakup derivasi persamaan geodesik menggunakan pendekatan Euler-Lagrange,
studi gerak melingkar, serta stabilitas orbit partikel bermassa di ekuator. Selain itu,
penelitian ini juga akan menurunkan persamaan Innermost Stable Circular Orbit
(ISCO) untuk menggambarkan batas orbit stabil terdalam di sekitar lubang hitam
Kerr. Penurunan dalam penelitian ini didasarkan pada buku General Relativity karya
Hobson, Efstathiou dan Lasenby, yang memberikan landasan teoretis untuk
memahami aspek-aspek geodesik partikel di ruang-waktu Kerr. Dengan demikian,
diharapkan penelitian ini dapat memperdalam pemahaman mengenai perilaku
partikel bermassa di sekitar lubang hitam Kerr.

1.2 Rumusan Masalah

Rumusan masalah dalam penelitian ini adalah sebagai beikut:

1. Bagaimana cara menurunkan persamaan geodesik untuk partikel bermassa
di ekuator pada lubang hitam Kerr?

2. Bagaimana analisis grafis dapat memvisualisasikan karakteristik lintasan
geodesik partikel di sekitar lubang hitam Kerr?

1.3Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Menurunkan persamaan geodesik untuk partikel bermassa di ekuator pada
lubang hitam Kerr.

2. Melakukan analisis grafis untuk memvisualisasikan karakteristik lintasan
geodesik partikel di sekitar lubang hitam Kerr.

1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Memahami dinamika partikel di sekitar lubang hitam berotasi Kerr.

2. Memperkuat pemahaman tentang sifat gravitasi dan struktur ruang-waktu
di sekitar lubang hitam Kerr.



BAB II
METRIK KERR DAN STRUKTUR LUBANG HITAM KERR

2.1 Metrik Kerr

Sebelum membahas metrik Kerr, penting untuk memahami dua konsep fundamental
yaitu simetri aksial dan ruang-waktu stasioner. Simetri aksial mengacu pada sifat
ruang-waktu yang tidak berubah ketika diputar mengelilingi sumbu tertentu. Dalam
konteks lubang hitam berotasi, simetri aksial berarti ruang-waktu hanya bergantung
pada radius r dan 6 tetapi tidak pada ¢.

Ruang-waktu stasioner adalah ruang-waktu di mana metrik tidak bergantung
pada waktu koordinat t. Metrik tetap tidak berubah seiring berjalannya waktu.
Berdasarkan simetri aksial dan stasioner, bentuk elemen garis untuk ruang-waktu
stasioner aksial simetri dapat dinyatakan dalam persamaan ini (M. P. Hobson et al.,
2006):

ds? = gudt? + 2gp,dtde + g dd? + grrdr? + goedo? 1)
Atau
dSz = Adtz - B(d¢ — wdt)z — Cer _ Ddez (2)

Setelah memahami bentuk metrik untuk sistem stasioner aksial simetri,
diperkenalkan metrik Kerr yang menggambarkan ruang-waktu disekitar lubang hitam
yang berotasi. Metrik Kerr dapat dinyatakan dalam koordinat Boyer-Lindquist sebagai
berikut:

A 2cin2 2 2
ds? = ZAza’sin’d e O dt? — 2—2M“;§m Ldtdg +Edr? + p?de?
(r?+a?)—a%Asin?0
> s
p

+ in*0d¢? ®)

Dimana M adalah massa dari lubang hitam dan a adalah momentum sudut
per unit massa. Dalam hal ini A=r?-2Mr+a? dan p?= r?+ a%cos?0
Seetharaman et al., 2022).

2.2 Struktur Lubang Hitam Kerr
Struktur lubang hitam Kerr lebih kompleks dibandingkan dengan lubang hitam
Schwarzschild karena adanya rotasi. Lubang hitam Kerr memiliki dua horizon
peristiwa (event horizon), ergosphere dan singularitas (singularity) berbentuk cincin
di pusatnya. Singularitas pada metrik kerr terjadi ketika p = 0 (singularitas intrinsik)
dan A = 0 (singularitas koordinat).

Dalam koordinat Boyer-Lindquist, metrik Kerr menunjukkan singularitas
intrinsik ketika p? = r% + a?cos?6 = 0. Agar p =0, kedua syarat berikut harus
terpenuhi secara bersamaan: r =0, 6 = g menggunakan r =0 dan 6 =§maka



didapatkan singularitas berbentuk cincin dengan jari-jari koordinata di bidang
ekuator.

Singularitas koordinat terjadi ketika A = r? — 2Mr + a? = 0. Persamaan ini
memberikan dua solusi untuk r :

ry =M+t +M?—a? (4)

Ini menunjukkan adanya ada dua horizon peristiwa yaitu horizon peristiwa
luar (r,) dan horizon peristiwa dalam (r_). Horizon peristiwa adalah batas di sekitar
lubang hitam di mana gravitasi sangat kuat bahkan cahaya tidak dapat lolos dari
tarikannya (M. P. Hobson et al., 2006).

Ergosphere adalah wilayah pada lubang hitam Kerr dimana ruang-waktu
pada daerah tersebut terdistorsi oleh rotasi lubang hitam, sehingga memaksa partikel
di dalamnya untuk bergerak seiring dengan rotasi lubang hitam. Batas ergosphere
ditentukan oleh permukaan statis dan horizon peristiwa luar. Dalam area ini, objek
yang masuk masih bisa meloloskan diri jika mendapatkan energi dari rotasi lubang
hitam. Namun, jika objek tersebut masuk ke dalam horizon peristiwa, objek tersebut
tidak lagi bisa melarikan diri. Fenomena yang terjadi di ergosphere ini dikenal sebagai
frame dragging (Agsa Brilianza et al., 2020; S. Chandra Sekhar, 1983).
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Gambar 1. Struktur lubang hitam Kerr (M. P. Hobson et al., 2006)



