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ABSTRAK

Misalkan G dan H adalah dua buah graf yang saling bebas. Misalkan G
mempunyai n titik dan mg; sisi. Graf subdivisi S(G) adalah graf yang diperoleh
dengan menambahkan satu titik pada setiap sisi graf G. Himpunan titik-titik baru
tersebut dinotasikan dengan 1(G). Dalam penelitian ini didefinisikan dua graf baru
hasil operasi subdivisi-titik dan subdivisi-sisi amalgamasi penuh dari graf G dan
H, berturut-turut dinotasikan dengan G LI H, yaitu graf yang memuat S(G) dan ng
copy graf H dengan melekatkan titik ke-i dari V(G) ke satu titik u; pada copian
ke-i graf H, dan G O H, yaitu graf yang memuat S(G) dan m, copy graf H dengan
melekatkan titik ke- i dari I(G) terhadap titik u,; copian ke- i graf H. Titik u,
disebut titik terminal. Dalam penelitian ini, diperoleh spektrum adjacency,
Laplacian dan signless Laplacian masing-masing graf G L0 H dan G 0 H untuk
graf r — regular sebagai graf G dan sembarang graf H dengan aturan yang telah
ditentukan.

Kata kunci : Spektrum, subdivisi-titik amalgamasi penuh, subdivisi-sisi
amalgamasih penuh
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ABSTRACT

Let G and H be two vertices disjoint graphs. Let G have n, vertices and mg
edges. The subdivision graph S(G) is the graph by inserting a new vertice into
every edge of G. The set of inserted vertices of S(G), denoted by I(G). We
defined two new graphs operations are the subdivision-vertex and the subdivision-
edge multiamalgamation of graph G and H, respectively denoted by G LI H, is the
graph obtained from S(G) and ng; copies of H and joining the i-th vertex of V(G)
to one vertex u, of the i-th copy of H, and the graph G U H, is the graph obtained
from S(G) and mg copies of H and joining the i-th vertex of I(G) to one vertex
u, of the i-th copy of H. The u, is called the terminal vertex. In this thesis, we
determine the adjacency spectra, the Laplacian spectra and the signless Laplacian
spectra of G LI H (respectively, G 0 H) for r-regular graph G and arbitrary graph
H with certain rules.

Key words : Spectrum, subdivision-vertex multiamalgamation, subdivision-edge
multiamalgamation
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Teori graf merupakan salah satu bidang ilmu matematika yang penting dan
banyak dikaji oleh para peneliti karena teori-teorinya yang aplikatif sampai saat
ini dan dapat diterapkan untuk memecahkan masalah dalam kehidupan sehari-
hari. Dengan mengkaji dan menganalisis suatu model atau rumus, teori graf dapat
diperlihatkan peranan dan kegunaannya dalam memecahkan berbagai

permasalahan.

Sebuah graf G terdiri atas dua himpunan yaitu himpunan berhingga tak kosong
V(G) yang elemen-elemennya disebut simpul/titik dan himpunan berhingga
(mungkin kosong) E(G) yang elemen-elemennya disebut sisi. Apabila sisi v;v;
ada di E(G), maka dapat dikatakan bahwa titik v; dan v; saling bertetangga. Titik
v; dan v; bertetangga apabila terdapat sisi yang menghubungkan v; dan v; serta
sisi tersebut terkait dengan v; dan v;. Aplikasi cabang ilmu lain dari matematika
dalam teori graf antara lain pada aljabar linier. Berdasarkan teori aljabar linier
dapat dibentuk suatu matriks ketetanggaan A dari suatu graf. Matriks ketetanggan
A merupakan matriks yang merepresentasikan ketetanggaan dari titik-titik yang
terdapat pada suatu graf. Selain itu, dapat juga dibentuk matriks keterkaitan
(incidency) antara titik dan sisi yaitu R;, dan matriks diagonal yang elemen
diagonalnya merupakan derajat setiap titik yaitu D. Lebih dari itu, dapat dibentuk
matriks Laplacian L dan matriks signless Laplacian yang dibentuk dari matriks A
dan D. Salah satu permasalahan dari teori graf aljabar adalah menentukan sifat-
sifat graf yang direfleksikan dari teknik aljabar linier menggunakan matriks-

matriks y ang disebutkan sebelumnya.

Spektrum graf merupakan studi yang mengkaji sifat-sifat graf dalam
hubungannnya dengan polinomial karakteristik, nilai eigen, dan multiplisitas dari
matriks yang terkait dengan graf, seperti matriks adjacency atau matriks
Laplacian. Spektrum ini tidak hanya menarik dalam teori tetapi juga sangat

bermanfaat dalam praktiknya misalnya dalam menganalisis ketahanan dan



sinkronisasi jaringan[15]. Lebih jauh, spektrum graf sama seperti karakteristik
polinom graf yang dapat memudahkan kita untuk mengenali sifat-sifat graf seperti
energi graf dan penentuan bilangan pohon pembangun [16].

Hingga saat ini, telah banyak peneliti yang memperkenalkan dan mengkaji
spektrum dengan operasi baru dari dua graf seperti disjoint union, corona, corona
sisi, amalgamasi-titik dan persekitaran corona [1,2,3,6]. Dalam [14] didefinisikan
graf subdivisi S(G) dari graf G adalah graf yang diperoleh dengan menambahkan
titik baru disetiap sisi graf G. Kemudian, himpunan titik baru tersebut dinotasikan
dengan I(G). Dalam penelitian [10] telah diperkenalkan dua operasi graf baru
berdasarkan graf subdivisi yaitu subdivisi-titik-join dan subdivisi-sisi-join, serta
dilakukan penelitian A —spektrum, L —spektrum dan Q —spektrum dari graf hasil
operasi tersebut. Selanjutnya, dalam penelitian [18] juga telah diperkenalkan
operasi subdivisi-titik-corona dan subdivisi-sisi- persekitaran corona dan telah

diteliti spektrum dari graf tersebut.

Berdasarkan uraian diatas, muncul pertanyaan bagaimana dengan spektrum
graf hasil operasi amalgamasi penuh (multiamalgamasi) dari dua graf. Oleh
karena itu, penulis tertarik untuk meneliti spektrum graf hasil dua operasi baru

yaitu, subdivisi-titik dan subdivisi-sisi amalgamasi penuh dari dua graf G dan H.

1.2 Rumusan Masalah

Suatu graf G dapat direpresentasikan dalam bentuk himpunan, bentuk
geometrik dan bentuk matriks, yang memuat informasi tentang hubungan
ketetanggaan diantara titik-titiknya. Bentuk matriks yang dimaksud adalah matriks

adjacency.

Misalkan G adalah suatu graf sederhana terhubung berorde n dengan
himpunan titik V(G) = {v; | i = 1,2,...,n} dan himpunan sisi (G) . Matriks
adjacency A; adalah matriks persegi berukuran n x n dengan entri ke—ij (baris
ke—i dan kolom ke -j) yang bernilai 0 atau 1. Entri baris ke—i dan kolom ke - j
bernilai 0 jika tidak terdapat sisi yang menghubungkan titik v; dan v; serta
bernilai 1 untuk lainnya. Matriks adjacency pada graf sederhana adalah matriks

simetri, karena jika v; bertetangga dengan titik v; maka sebaliknya juga berlaku.



Selain matriks adjacency juga dapat dibentuk matriks derajat yang memuat
informasi tentang derajat setiap titik graf G, yaitu jumlah sisi yang terkait dengan
setiap titik tersebut. Matriks derajat D, adalah matriks diagonal dengan entri pada
diagonal utamanya merupakan derajat dari titik v; pada graf G. Matriks derajat
dapat digunakan bersama dengan matriks adjacency untuk membentuk matriks
Laplacian L; dan matriks signless Laplacian Q;. Matriks Laplacian adalah
matriks persegi yang diperoleh dari matriks derajat dikurangi matriks adjacency
atau L; = D; — A Sedangkan matriks signless Laplacian adalah matriks persegi
yang diperoleh dengan menjumlahkan matriks derajat dan matriks adjacency atau
Q; = D; + A;. Matriks Laplacian dan signless Laplacian juga merupakan

matriks simetri.

Berdasarkan teori aljabar graf khususnya teori spektral, dapat ditentukan
polinomial karakteristik, nilai eigen dan multisiplitas dari matriks adjacency.
Polinom karakteristik dari matriks adjacency A, dinotasikan dengan y(4g;A4),
adalah bentuk polinom dari det(AI,, — A;). Jika A adalah nilai eigen dari matriks
A;, maka multisiplitas aljabar didefinisikan sebagai multisiplitas dari A sebagai
akar polinom Kkarakteristik dari A;. Sementara itu, multisiplitas geometri
didefinisikan sebagai dimensi dari ruang eigen yang bersesuaian dengan nilai
eigen A. Kumpulan nilai eigen yang berbeda bersama dengan multisiplitas dari
matriks adjacency suatu graf membentuk spektrum yang disebut dengan
spektrum matriks adjacency (A — Spektrum). Begitu juga dengan nilai eigen
dari matriks Laplacian dan matriks signless Laplacian dapat diperoleh dengan
menggunakan polinom karakteristik dari masing-masing matriks. Karena matriks
adjacency, Laplacian dan signless Laplacian adalah matriks simetri, maka
multisiplitas aljabar sama dengan multisiplitas geometrinya. Lebih lanjut, semua
nilai eigen dari matriks simetri bernilai real dan matriks tersebut dapat

didiagonalisasi[4].

Dalam penelitian ini ada tiga jenis spektrum graf yang akan ditentukan
yaitu spektrum matriks adjacency (A — Spektrum), spektrum matriks Laplacian

(L — Spektrum), dan spektrum matriks signless Laplacian (Q — Spektrum).



Berdasarkan uraian pada sub bab latar belakang, dalam penelitian ini akan
didefinisikan dua operasi baru terhadap dua graf G dan H, yakni subdivisi-titik
dan subdivisi-sisi amalgamasi penuh. Selanjutnya, akan ditentukan spektrum graf
hasil dua operasi graf tersebut. Dalam penelitian ini semua jenis graf yang
digunakan adalah graf terhubung sederhana. Kemudian, akan ditetapkan graf r —
regular sebagai graf G dan sembarang graf sederhana terhubung sebagai graf H.
Graf H yang digunakan harus memenuhi ketentuan berikut. Misalkan sembarang
graf H berorde ng, ng =2 dengan himpunan titik V(H) = {uy, uy, ..., Un},

maka terdapat suatu titik u, € V(H) yang bertetangga dengan setiap titik di H.

Berdasarkan uraian diatas, rumusan masalah dalam penelitian ini adalah

sebagai berikut.

1. Bagaimana bentuk spektrum matriks adjacency (A — Spektrum) dari graf
hasil dua operasi subdivisi-titik dan subdivisi-sisi amalgamasi penuh dari dua
graf G dan H ?

2. Bagaimana bentuk spektrum matriks Laplacian (L — Spektrum) dari graf
hasil dua operasi subdivisi-titik dan subdivisi-sisi amalgamasi penuh dari dua
graf G dan H ?

3. Bagaimana bentuk spektrum matriks signless Laplacian (Q — Spektrum)
dari graf hasil dua operasi subdivisi-titik dan subdivisi-sisi amalgamasi penuh

dari dua graf G dan H?

1.3  Batasan Masalah
Dalam penelitian ini, graf yang digunakan adalah graf terhubung

sederhana r —regular dan sebarang graf sederhana terhubung lainnya.

1.4 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Untuk mengetahui bentuk spektrum matriks adjacency (A — Spektrum)
dari graf hasil dua operasi subdivisi-titik dan subdivisi-sisi amalgamasi

penuh dari dua graf G dan H ?



2. Untuk mengetahui bentuk spektrum matriks Laplacian (L — Spektrum)
dari graf hasil dua operasi subdivisi-titik dan subdivisi-sisi amalgamasi
penuh dari dua graf G dan H ?

3. Untuk mengetahui bentuk spektrum matriks signless Laplacian (Q —
Spektrum) dari graf hasil dua operasi subdivisi-titik dan subdivisi-sisi

amalgamasi penuh dari dua graf G dan H?

1.5 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberi kontribusi dalam perkembangan
teori graf aljabar serta dapat menjadi referensi bagi peneliti lain yang ingin

melakukan penelitian khususnya dibidang teori graf aljabar.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA
2.1  Teori Graf
Berikut ini akan dipaparkan mengenai graf sederhana, derajat, jenis-jenis

graf, dan operasi dalam graf yang akan digunakan dalam penelitian ini.

2.1.1 Graf Sederhana
Semua graf yang digunakan dalam penelitian ini adalah graf berhingga,
terhubung, dan sederhana.

Definisi 2.1 [13]Graf G adalah pasangan himpunan (V(G), E(G)), dengan V(G),
adalah himpunan diskrit berhingga dan tidak kosong yang anggotanya disebut
titik (vertex), dan E(G),adalah himpunan pasangan tak terurut dan berbeda dari

anggota-anggota V (G), disebut sisi (edge).

Secara matematika, Definisi 2.1 dapat ditulis : Graf ¢ = (V(G),E(G))
dengan V(G) = {u : udisebut titik} dan E(G) = {(w,v) : u,v € V(G)}, dengan
(u, v) disebut sisi. Selanjutnya, graf ¢ = (V(G), E(G)) cukup dituliskan graf G
saja dan sisi e = (u,v) € E(G) hanya ditulis uv. Suatu sisi yang memiliki titik
ujung yang sama disebut loop. Suatu graf G dikatakan memiliki sisi ganda jika
terdapat dua sisi berbeda e;, e, € E(G) dan dua titik berbeda u,v € V(G)
sehingga e; = e, = (u,v). Graf G dikatakan graf sederhana jika G tidak memuat

sisi loop ataupun sisi ganda.

Contoh 2.1 Misalkan graf G dengan himpunan titik V(G) = {v,,v,, v3,v,} dan
himpunan sisi (G) = {v vy, v1V3, V1V, VoV, V30,}. Graf G tersebut terlihat

seperti pada Gambar 2.1.

121 123
Vy V3
G
Gambar 2.1 Graf G Gambar 2.2 Graf H



Graf H pada Gambar 2.2 adalah contoh graf yang tidak sederhana karena memuat

loop e, dan terdapat sisi ganda e, dan e,.

2.1.2 Graf Berhingga dan Derajat

Suatu graf G dikatakan berhingga jika himpunan titik V(G) berhingga.
Banyaknya anggota dari V(G) disebut orde dari G, dinotasikan dengan |V (G)|,
sedangkan banyaknya anggota dari E(G) disebut ukuran dari G, dinotasikan

dengan |E(G)|. Graf yang memiliki orde 1 disebut graf trivial.

Definisi 2.2 Misalkan G adalah suatu graf dan u,v € V(G) serta e € E(G). Jika

e = uv, maka

1. Titik u bertetangga (adjacent) dengan titik v

2. Sisi e terkait (incident) dengan titik u demikian pula dengan titik v.

Definisi 2.3 Derajat suatu titik u dalam graf G, dinotasikan d(u) atau d(u),

adalah banyaknya sisi yang terkait dengan titik u.

Contoh 2.2 Graf G pada Gambar 2.1 mempunyai barisan derajat d(v,) = 3,
d(vy) =2,d(v3) =3dand(v,) = 2.

Misalkan suatu graf G dengan himpunan titik V(G) = {v,, v4, ..., x} dan
himpunan sisi E(G) = {ey, e, ..., €, }. Suatu jalan (walk) di G adalah suatu barisan
tak nol dan berhingga W = vye,v,e,v, ...,V yang anggotanya berselang-
seling titik dan sisi, sehingga, untuk 1 < i < k, titik ujung dari e; adalah v;_; dan
v;. W dikatakan sebagai suatu jalan dari v, ke v,. Dua titik u dan v dikatakan
terhubung jika terdapat jalan dari u ke v. G disebut graf terhubung jika setiap
pasang titik u dan v di G terhubung.

2.1.2 Jenis-jenis Graf

Misalkan n > 2 dan G suatu graf dengan n titik dan himpunan titiknya
adalah {v,,v,,..,v,}, G disebut graf lintasan, dinotasikan dengan P,, jika
himpunan titiknya dapat dibentuk menjadi suatu barisan u = v,,v,,...,v, = v
sedemikian sehingga v;v;,; = E(G) dengan i =1,2,..,n—1 dengan v; # v;

untuk i # j.



Contoh 2.3

p; O—0—0

V1 Uy U3
Gambar 2.3 Graf P;

Suatu graf G dikatakan graf lengkap jika setiap pasang titiknya

n—1)

bertetangga. Graf lengkap dengan n titik dan nn-1) sisi, dinotasikan dengan K,,,
2

n = 2. Untuk selanjutnya, agar memudahkan penulisan jumlah sisi graf lengkap
hanya ditulis sebagai m. Graf G disebut regular jika derajat setiap titiknya sama.
Graf ¢ = (V(G),E(G)) disebut r — reguler jika dg(v;) = r, untuk setiap v €
V(G).

Contoh 2.4

K, 3 —reguler
Gambar 2.4 Graf K, dan 3 — reguler

Graf lingkaran berorde n, untuk n > 3, dinotasikan dengan C, adalah graf

terhubung 2 — reguler.

Contoh 2.5

Cy
Gambar 2.5 Graf C,



Suatu graf G disebut graf bipartit jika V(G) dapat dipartisi menjadi dua
buah sub himpunan tak kosong X dan Y sedemikian sehingga untuk setiap sisi di
G berlaku salah satu ujungnya berada di X dan ujung lainnya berada di Y.
Misalkan banyaknya titik di X adalah m dan banyaknya titik di Y adalah n, maka
graf bipartit G dinotasikan dengan G,, . Jika setiap titik X bertetangga dengan
setiap titik di Y, maka G, ,, disebut graf bipartit lengkap dinotasikan dengan K, ,,.

Contoh 2.6

Gambar 2.6 Graf G3 4 dan K3 4

Graf bipartit lengkap K; ,, secara khusus disebut graf bintang.

Contoh 2.7
U1
)
VU3

Un

Gambar 2.7 Graf K; ,,

2.1.3 Operasi Graf
Dalam subbab ini akan dipaparkan beberapa operasi dalam graf yang akan

digunakan dalam bab pembahasan.

Definisi 2.4 [14]Misalkan G adalah suatu graf terhubung. Graf hasil operasi
subdivisi graf G,dinotasikan dengan S(G) adalah graf yang diperoleh dengan



menambahkan titik baru pada setiap sisi graf G. Himpunan titik baru tersebut

dinotasikan dengan I(G).

Contoh 2.8 Diberikan graf P; dengan himpunan titik V(P;) = {v,,v,, v3} dan
himpunan sisi E(P;) = {v,v,, v,v5}, maka diperoleh I(P;) = {e,, e,}. Graf hasil

operasi subdivisi graf P; dapat dilihat pada Gambar 2.8

€1 €;
oO—0—O o0—004e0
V1 %) VU3 Uq U, U3
P3 S(Ps)

(i) (ii)
Gambar 2.8 (i) Graf P; dan (ii) Graf S(P3)

Definisi 2.5 [13]Misalkan G; graf terhubung dengan titik tetap vy; € V(G;).
Amalgamasi graf G; pada titik tetap v,; dinotasikan dengan Amal(G;: vy;)

adalah mengambil semua unsur-unsur (titik dan sisi) pada Gidengan v,; =

vOj' Vl,]
Contoh 2.9
u u
O O o Uq Uz Uz
12 v, V3 U1 UV, V3=
Uy Uy

Gl GZ Amal(Gl, GZ: ‘U3 == ul)
(i) (ii) (iii)

Gambar 2.9 (i) Graf G4, (ii) Graf G, dan (iii) Graf Amal(Gy; G,:v3 = uq)
Definisi 2.6 [13]Misalkan G adalah graf terhubung berorde n dengan himpunan
titik V(G) = {v,, vy, ..., v, } dan himpunan sisi E(G). Misalkan n graf terhubung
H yaitu H',i = 1,2,...,ndengan H = H' = H? = ... = H™, yang masing-masing
berorde p dengan  himpunan titik V(H!) = {ul,ub, .., ul}, i=12,..,n

Amalgamasi penuh graf G terhadap graf-graf H*, H?, ..., H", dinotasikan dengan
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Amalpenuh(G; HY, H?, ..., H": a4, q,, ...,a,) adalah mengambil graf G dan

HY, H?,..,H" dengan v, = ul = a;, v, =u? =a,, ..., v, =ul = a,).

Contoh 2.10 Misalkan graf G dengan himpunan titik V(G) = {v,,v,, v3, v,} dan
himpunan sisi  E(G) = {v,v,, v1v,, v,v5,v3v,}. Misalkan graf-graf H, dengan
himpunan titik V(HY) = {ul,ub,ul}, i=1,234.
Amalpenuh(G; H, H?, H3, H*:a,,a,,as,a,) dapat dilihat pada Gambar 2.10
(i) berikut

ooy, W W W
vy Vs
u; ouf
G H Amalpenuh (G; 4H)
0) (ii) (iii)

Gambar 2.10 (i) Graf G, (ii) Graf H dan (iii) Graf Amalpenuh(G; 4H)

Definisi 2.7 Misalkan ¢ dan H masing-masing adalah graf terhubung dan G
berorde n;. Didefinisikan subdivisi-titik amalgamasi penuh graf ¢ dan H
dinotasikan dengan G LI H, adalah graf yang memuat S(G) dan ng; copy graf H
dengan melekatkan titik ke-i dari V(G) terhadap titik u, copian ke-i graf H. Titik

u, disebut terminal G U H.

Contoh 2.11 Misalkan graf G dengan himpunan titik V(G) = {v;, v, v3, v,} dan
himpunan sisi E(G) = {v,v,, V1V3, V1V, V5 V3, UaV,, V3V, }, Maka diperoleh graf
subdivisi S(G) dengan I(G) = {e;, e, €3, €4,€5,e5}. Misalkan graf-graf H*
dengan himpunan titik V(H!) = {u},ul,ui}, i =1,2,3,4, maka graf G H
dapat dilihat pada Gambar 2.11 (iv) berikut.
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Gambar 2.11 (i) Graf G, (ii) Graf H , (iii) Graf S(G) dan (iv) Graf G U H

Definisi 2.8 Misalkan G dan H masing-masing adalah graf terhubung, G
berukuran mg. Didefinisikan subdivisi-sisi amalgamasi penuh graf G dan H
dinotasikan dengan G O H, adalah graf yang memuat S(G) dan mg copy graf H
dengan melekatkan titik ke- i dari I(G) terhadap titik u, copian ke- i graf H. Titik

u, disebut terminal G U H.

Contoh 2.12 Misalkan graf G dengan himpunan titik V(G) = {v,, v,,v3,v,} dan
himpunan sisi E(G) = {v,v,, v1V,, V,V3, v31,}, Maka diperoleh graf subdivisi
S(G) dengan I(G) = {ey, e, e3,e,}. Misalkan graf H dengan himpunan titik
V(HY) = {ul,ubul}, i =1,2,3,4 , maka graf G 0 H dapat dilihat pada Gambar
2.11 (iv) berikut.

12



Uz

171 '[72
174 '[73 Uz Uq
G H..
(I) (II)
€
171 '[72
€4 €,
v4 'U3
€3
S(@)
(iif) (iv)

Gambar 2.12 (i) Graf G, (ii) Graf H', (iii) Graf S(G) dan (iv) Graf G T H

2.2 Teori Graf Aljabar

Teori graf aljabar merupakan salah satu cabang matematika dimana metode
aljabar diterapkan untuk masalah graf. Ada tiga cabang utama teori graf aljabar,
yang melibatkan penggunaan aljabar linier, teori grup dan studi invarian graf.
Pada penelitian ini, difokuskan pada teori graf aljabar yang melibatkan
penggunaan aljabar linier. Lebih khusus, spektrum matriks adjacency, matriks

Laplacian dan matriks signless Laplacian.

Berikut ini akan dipaparkan beberapa istilah dalam matriks, operasi matriks,

determinan matriks, polinomial karakteristik, nilai eigen dan multisiplitasnya.

2.2.1 Matriks
Matriks tidak mempunyai nilai tetapi ukuran yang disebut ordo yang

ditentukan oleh banyaknya baris dan banyaknya kolom. Jika suatu matriks A

13



mempunyai m baris dan n kolom, maka matriks A berordo m X n. Jika m = n,

maka matriks A berordo n X n yang disebut sebagai matriks persegi.

Misalkan A,,x, = [al-j] adalah suatu matriks atas lapangan F dengan i,j €
{1,2,...,n} yang mempunyai sub matriks utama berukuran (n —k) X (n — k)
yaitu sub matriks yang diperoleh dengan menghapus secara bersamaan k buah
baris dan k buah kolom yang berindeks sama. Minor utama berukuran k X k

adalah determinan dari sub matriks utama berukuran k X k.
Selanjutnya, berikut jenis-jenis matriks yang akan digunakan dalam penelitian ini.
1. Matriks Baris

Matriks baris adalah matriks berordo 1 X n, juga disebut vektor baris. Secara

umum dapat ditulis [a;;] dengani = 1,j = 1,2,3,...n
Contoh 2.14

Aixa =11 1 1 1]

Matriks A;,, diatas dapat ditulis 17 yang semua elemennya bernilai satu.
Secara umum, vektor baris berordo 1 X n yang semua elemennya bernilai satu

dinotasikan dengan 17.
2. Matriks Kolom

Matriks baris adalah matriks berordo m x 1, juga disebut vektor kolom.

Secara umum dapat ditulis [a;;] dengani = 1,2,3,..n,j = 1.

Contoh 2.15

Agx1 =

[N\

Vektor kolom berordo m X 1 yang semua elemennya bernilai satu dinotasikan

dengan 1,,.
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3. Matriks Diagonal

Matriks diagonal adalah matriks berordo n X n dengan semua elemen-elemen
yang bukan elemen diagonal utama adalah nol.

Contoh 2.16
1 0 O
A3><3 =10 2 O
0 0 3

4. Matriks ldentitas

Matriks identitas dinotasikan dengan I,, adalah matriks diagonal yang
elemen-elemen diagonal utama bernilai satu. Matriks identitas juga disebut

matriks satuan.

Contoh 2.17
1 0 O
Lys=(0 1 0
0O 0 1
5. Matriks Nol

Matriks nol dinotasikan dengan 0,,, adalah sebuah matriks yang seluruh

elemen penyusunnya merupakan bilangan nol.

Contoh 2.18
00
OZXZ - 0 0]
6. Matriks Blok

Matriks blok atau matriks partisi dari suatu matriks persegi adalah matriks
yang dipartisi atau diblok menjadi beberapa submatriks yang ukurannya lebih
kecil. Matriks blok yang dibahas adalah matriks persegi yang dipartisi atas dua
baris dan dua kolom submatriks yang disebut matriks blok 2 x 2. Secara umum

dapat ditulis sebagai berikut.

Misalkan M matriks n X n
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r aiq al(n—k) al(n—(k—l)) A1n
A(n-k)1 - A(n-k)(n—k) A(n-k)(n—(k-1)) o A(n-k)n
~|Ar-k-D)1 e A-k-1) (K An-(k-1)(n-(k-1)) . Xn-(k-D)n
! an1 An(n—k) An(n—(k-1.) Ann
dan misalkan
aiq al(n_k)
M1 = : . : ]l
[An-k)1 = A(n—k)(n—k)
A1(n-(k-1)) A1in
M, = : : ]
| A(n-k)(n—-(k-1)) " A(n-k)n
[A(n—(k-1))1 - An-(k-1)(n—k)
M3 — . B
An1 An(n-k)
[A(n-(k-1)(n-(k=1)) - An-(k-1)n
M4 — : : ]
An(n-(k-1.) Ann)

maka diperoleh matriks blok 2 x 2 dari matriks M sebagai berikut

.

_ Ml
M‘[M3 M,

Untuk menentukan determinan dari suatu matriks blok digunakan metode
komplemen Schur. Berikut ini dipaparkan mengenai determinan matriks persegi

dengan menggunakan matriks blok.

Proposisi 2.1 [9)Jika M,, M,, M5, dan M,, masing-masing adalah matriks berordo
p Xp,p Xq,q Xp,danq x q, maka

det M, Mz] B {det(Ml) det(M, — M3M{M,) ,jika M; memiliki invers

M; M, det(M,) det(M, — MyM;*M3) ,jika M, memiliki invers

dengan M; — M,M;*M; dan M, — M;M;*M, disebut komplemen Schur (Schur

complement) dari M, dan M;.
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Dalam penelitian ini digunakan beberapa operasi matriks yang umum

digunakan yakni, penjumlahan, pengurangan, dan perkalian matriks. Lebih dari

itu, akan digunakan operasi perkalian Kronecker (Kronecker Product) sebagai
berikut.

Definisi 2.9 Jika A = [a;;] adalah matriks m x n dan B = [b;;] adalah matriks

p X q, maka perkalian Kronecker A @ B adalah matriks blok mp X nq:

_bllB alnB
AQB=| i ™
a1 B - am,B

Contoh 2.19 Misalkan matriks A = (1) (1)] dan matriks B=[1 1 1]

1 1 1 00 O
maka A®B=[O 0 0 1 1 1].

Berikut ini beberapa sifat perkalian Kronecker pada matriks.

1.

2.2.2

Jika A,B,C dan D adalah matriks-matriks yang ukurannya sedemikian
sehingga dapat dibentuk perkalian matriks AC dan BD, maka

(A®B) (C®D) = (4C0) ® (BD)
Jika A dan B masing-masing adalah matriks berorde n X n dan p X p,

maka
det(A ® B) = (detA)P(det B)™
Invers
AQB)1=4A1QB1
Transposisi

(AQ B)T = AT @ BT
Polinom Karakteristik dan Nilai Eigen

Misalkan M suatu matriks berorde n x n, polinom karakteristik dari M,

dinotasikan dengan y(M; 1), adalah bentuk polinom dari det(Al,, — M). Akar-akar

dari polinom karakteristik tersebut merupakan nilai-nilai eigen dari matriks M.

Misalkan A; > 4, > --- > A, adalah nilai eigen yang berbeda,maka
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XM ) = (A= 2" (A = 2A)™2 . (A — A)™*

Bilangan m; disebut multisiplitas aljabar dari nilai eigen A4;Vi €
{1,2, ..., k}, sedangkan multisiplitas geometri dari A; adalah dimensi dari ruang
eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A; yakni suatu ruang vektor yang

basisnya merupakan vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 4; .

Contoh 2.20 Diberikan matriks M berikut

0111
1011
M=11 101

1110

dengan polinom karakteristik berikut
x(M; 1) =det(Al, — M)

A -1 -1 -1
-1 12 -1 -1
-1 -1 12 -1
-1 -1 -1 A

= det

=1*—612-81-3
=A-3)1+1)3

Sehingga diperoleh nilai eigen A; =3, 1, = —1, dengan multisiplitas aljabar
m(1,) =1, m(4,) = 3.

Definisi 2.10 [3] Misalkan M suatu matriks berorde n x n dan det(Al,, — M) #
0, maka matriks coronal dari M (M — coronal), dinotasikan dengan I,,(4)

adalah jumlah semua elemen dari matriks (A1, — M)~ atau dapat ditulis
L) =1, — M)~ '1, (2.1)

2.2.3 Spektrum Graf
Ada banyak kegunaan dan aplikasi untuk merepresentasikan sebuah graf
dalam bentuk matriks, diantaranya melalui matriks adjacency A;, matriks

Laplacian L;, dan matriks signless Laplacian Q.. Baris dan kolom matriks-
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matriks tersebut mewakili titik, dan elemennya menunjukkan apakah ada sisi

antara dua titik atau tidak, serta menunjukkan derajat setiap titik di graf G.

Definisi 2.11 Misalkan graf G berorde n dengan himpunan titik V(G) = {v; | i =
1,2, ...,n} dan himpunan sisi E (G). Matriks ketetanggaan (adjacency) dari graf G

dinotasikan dengan A, dengan elemen [a;;] yakni

A = _ (1, jikav;dan v;bertetangga
¢ = lay]= {0, lainnya

Contoh 2.21 Misalkan graf G dengan matriks adjacency A sebagai berikut.

v Uy V3 Uy
6! V2 V10 1 1 1
A4.= V2|1 0 1 0
G V3|11 1 0 1
Va Vs v, L1 0 1 0
G

Gambar 2.13 Graf G

Definisi 2.12 Misalkan graf G berorde n dengan himpunan titik V(G) = {v; | i =
1,2, ...,n} dan himpunan sisi E(G). Matriks derajat dari G, dinotasikan dengan
D adalah matriks diagonal yang entri diagonal utamanya adalah derajat dari v;
dengan elemen [d;;] yakni
_ __(deg(vy),i=]
DG_[dij]_{ LO,l'ij
Definisi 2.13 Misalkan graf G berorde n dengan himpunan titik V(G) = {v; | i =
1,2,...,n} dan himpunan sisi E(G). Matriks keterkaitan (incidency) dari graf G

dinotasikan dengan R, adalah matriks yang barisnya menyatakan titik-titik dan

kolomnya menyatakan sisi-sisi dari graf G, dengan elemen [r;;] yakni

1, jika v; terkait dengan sisi v;v;

Re = [ryl = {O, jika v; tak terkait dengan sisi v;v;
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Suatu graf garis (line) L dari graf G adalah graf dengan himpunan
titiknya adalah sisi-sisi graf G dan dua sisi graf G bertetangga di graf L jika dan
hanya jika keduanya terkait di G.

n(n-1)

Misalkan suatu graf lengkap G dengan n titik dan sisi. Untuk

selanjutnya, jumlah sisi dalam graf lengkap dinotasikan dengan m sisi, matriks
incidency R dari graf lengkap berukuran n x m, dapat kita partisi menjadi matriks
blok 2 x 2 berikut

1T_ 01><(m—n+1)
Rysm = In 1 R (2-2)
n—-1 (n—-1)x(m—n+1)

Proposisi 2.14 [2] Misalkan suatu graf G berorde n dan berukuran m dengan
matriks incidency Rg, A; matriks adjacency graf G dan A, matriks adjacency

graf L;, maka

()  RIRG=Ag, + 2l 2.3)
(iiy  Jika G graf r — regular, maka R;RE = A; + rl,. (2.4)

Definisi 2.15 Misalkan graf G berorde n dengan himpunan titik V(G) = {v; | i =
1,2, ...,n} dan himpunan sisi (G) . Didefinisikan matriks Laplacian dari G dengan

elemen [[;;], dinotasikan dengan L adalah

—1, Jjikavy; € E(G)
Lg = [lij] =< der (vl-), jikav; = V;
0, jikavv; & E(G)

Perhatikan bahwa matriks Laplacian dari graf G adalah L; = D; — Ag,

dengan D, adalah matriks derajat dan A, adalah matriks adjacency graf G.

Definisi 2.16 Misalkan graf G berorde n dengan V(G) = {v; | i = 1,2, ...,n} dan
himpunan sisi E(G). Didefinisikan matriks signless Laplacian dari G dengan

elemen [q;;], dinotasikan dengan Q. adalah
1, Jjikavv; € E(G)

Q¢ = [qij] = { der (vy), Jikav; =v;
0, jika v;v;) € E(G)
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Matriks signless Laplacian dari graf G juga dapat ditulis Q; = D; + Ag.

Definisi 2.17 Misalkan A adalah suatu nilai karakteristik dari matriks A berorde
n dan m(4) adalah multisiplitas dari A. Misalkan A; memiliki nilai-nilai eigen
berbeda A >y > > dengan multisiplitas masing-masing
m(A,), m(A,), ..., m(A;). Spektrum dari graf G, dinotasikan dengan Spec G,
adalah nilai-nilai eigen dan multisiplitas aljabarnya atau dapat ditulis dalam
bentuk berikut

b B )

”“G=@ﬁomw>m m(Ay)

Contoh 2.22 Diberikan graf lengkap K, sebagai berikut.

Matriks adjacency dari graf K,

a b ¢ d

a0 111

4 b1 011
Ke = cf1 101
dl1 110

Perhatikan Contoh 2.20 diperoleh polinom karakteristik dari matriks

adjacency graf K,
x(Ag,;2) = A* — 622 —81—3
Sehingga diperoleh

Spec K, = (51) _; )

Selanjutnya, dengan cara yang sama dapat ditentukan spektrum dari matriks

Laplacian dan matriks signless Laplacian.

Untuk L — spektrum graf K,
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LK4 = DK4 _AK4
3 -1 -1-1
-1 3 -1-1
-1 -1 3 -1
-1 -1 -1 3

dengan polinom karakteristik berikut

x(Lg,; A) = det(Al, — Ly,)

-3 1 1 1
_ 1 1-3 1 1
‘detq 1 1 1-3 1 D

1 1 1 A1-3

=A% — 1223 + 481% — 641
=AA—4)3
Sehingga diperoleh

L —SpecK, = (

Untuk Q — spektrum graf K,

Qk, = Dk, + Ag,

UGN
(SR SO
R Wk R
W R R R

dengan polinom karakteristik berikut

x(Qk,; A) = det(Al, — Ly,)

A1-3 -1 -1 -1
_ 1 A-3 -1 -1
‘dth —1 1 A1-3 -1 D

1 -1 -1 1-3

= A* — 1223 — 484% — 801 + 48

=@A-6)1-2)°
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Sehingga diperoleh
_ (6 2
Q — Spec K, = (1 3).

Teorema 2.18 [14] Misalkan G suatu graf r —regular,r = 2 yang berorde n
dan berukuran m, dengan nilai eigen matriks adjacency 2;(G), i = 1,2,...,n,

maka nilai eigen dari matriks adjacency graf garis £; adalah

() —2 , dengan multisiplitas m —n
i) 2G)+r-2,i=12,..,n.
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