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ABSTRAK

Bilangan Trinion dan bilangan Quaternion adalah salah satu jenis dari
bilangan hypercomplex yang merupakan perluasan dari bilangan complex.
Bilangan hypercomplex sendiri merupakan bilangan yang terdiri dari satu
bilangan riil dan memiliki lebih dari satu bilangan imajiner. Dikarenakan bilangan
Trinion dan bilangan Quaternion adalah Gelanggang, maka dari kedua bilangan
tersebut dapat dibentuk suatu modul yang disebut sebagai bimodul Trinion dan
Quaternion. Bimodul ini merupakan modul yang terdiri dari modul kiri Trinion
dan modul kanan Quaternion. Selanjutnya, bilangan Trinion, bilangan Quaternion
dan Bimodulnya dikemas kedalam bentuk Matriks Segitiga Formal yang berordo
2 X 2.

Matriks segitiga formal atau yang lebih dikenal sebagai matriks segitiga
atas merupakan matriks yang semua elemen dibawah diagonal utamanya bernilai
nol. Matriks segitiga formal yang elemen didalamnya berupa bilangan Trinion,
bilangan Quaternion dan bimodulnya juga dapat disebut sebagai Gelanggang
Polinom Miring Matriks Segitiga Formal dikarenakan bilangan Trinion, bilangan
Quaternion dan Bimodulnya merupakan suatu gelanggang polinom miring dimana
aturan perkaliannya mengikut ke aturan perkalian masing-masing bilangan.
Selanjutnya, gelanggang polinom miring matriks segitiga formal tersebut akan di
modifikasi sedemikian rupa sehingga dapat memenuhi syarat dari Gelanggang
McCoy dan Gelanggang Armendariz yang merupakan perluasan dari Gelanggang
Polinom Miring. Penelitian ini akan menunjukkan pengkonstruksian Gelanggang
McCoy dan Gelanggang Armendariz menggunakan Gelanggang Matriks Segitiga
Formal yang elemen didalamnya berupa bilangan Trinion, bilangan Quaternion,
dan Bimodulnya.

Kata Kunci : Trinion, Quaternion, Bimodul, Matriks Segitiga Formal,
Gelanggang, Gelanggang Polinom Miring, Gelanggang
McCoy, Gelanggang Armendariz.
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ABSTRACT

Trinion number and Quaternion number are one of the hypercomplex
numbers which is an extensions of the complex number. Hypercomplex number is
a number that consists of one real number and have more than one imaginary
numbers. Because Trinion number and Quaternion number are a rings, then from
both of that numbers can be formed a module called bimodule of Trinion and
Quaternion. Bimodule of Trinion and Quaternion consists a left module Trinion
and right module Quaternion. Furthermore, Trinion number, Quaternion number

and their bimodule can be formed into a 2 x 2 Formal Triangular Matrix.

Formal Triangular Matrix or better known as Upper Triangular Matrix is
a Matrix that all entries below the main diagonal are zero. Formal Triangular
Matrix that have Trinion number, Quaternion number and their bimodule as their
entries is also called Formal Triangular Matrix Skew Polynomial Ring because all
of that numbers are a Skew Polynomial Rings where their multiplication rule is
follows the multiplication rule for each number. Furthermore, the formal
triangular matrix ring will be modified so that it can meet the requirements of
McCoy Ring and Armendariz Ring which are a generalized of Skew Polynomial
Ring. The aims of this research is to show the constuction of McCoy Ring and
Armendariz Ring Using Formal Triangular Matrix Ring that have Trinion

number, Quaternion number and their bimodule as their entries.

Keywords : Trinion, Quaternion, Bimodule, Formal Triangular Matrix,

Ring, Skew Polynomial Ring, McCoy Ring, Armendariz Ring.
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BAB |
PENDAHULUAN

Pada bab ini akan dibahas mengenai latar belakang, rumusan masalah,

tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian dan sistematika penulisan.

1.1 Latar Belakang

Secara umum matriks dikenal sebagai sekumpulan bilangan yang disusun
sedemikian rupa berdasarkan baris dan kolom sehingga membentuk bangun
persegi. Bilangan-bilangan yang disusun dalam baris dan kolom ini dinamakan
elemen matriks. Dalam aljabar linear terdapat berbagai macam bentuk dan jenis
matriks, diantaranya ialah matriks segitiga.

Matriks segitiga merupakan salah satu bentuk matriks persegi yang
berordo n x n. Matriks segitiga dikelompokkan menjadi dua jenis yaitu matriks
segitiga atas dan matriks segitiga bawah. Dalam beberapa penelitian, matriks
segitiga atas juga dikenal sebagai matriks segitiga formal. Adapun bentuk dari

matriks segitiga formal yang berordo 2 x 2 ialah sebagai berikut.

T(R,M,S) = {(g T)|r ERMEM,s € s}

Sama halnya dengan matriks pada umumnya, elemen-elemen pada
matriks segitiga formal juga dapat berupa bilangan bulat, bilangan asli, bilangan
real, bilangan rasional, maupun bilangan kompleks. Namun, pada tesis ini akan
berfokus pada bilangan hypercomplex yang merupakan perluasan dari bilangan
kompleks.

Jika bilangan kompleks merupakan pasangan terurut dari satu bagian real
dan satu bagian imajiner, maka lain halnya dengan bilangan hypercomplex.
Bilangan hypercomplex merupakan bilangan yang memiliki lebih dari satu bagian
imajiner. Diantaranya, terdapat bilangan Quaternion (H) yang diperkenalkan oleh
Sir William Rowan Hamilton. Bilangan Quaternion merupakan pasangan terurut
dari satu bagian real dan tiga bagian imajiner. Selain Quaternion, terdapat pula
bilangan hypercomplex lainnya yaitu, Trinion (T) yang terdiri dari satu bagian
real dan dua bagian imajiner.

Seperti bilangan pada umumnya, bilangan Quaternion dan Trinion juga

memiliki modul. Modul merupakan salah satu bentuk struktur aljabar yang



merupakan perumuman dari suatu ruang vektor. Modul sendiri terbagi menjadi
dua bagian yaitu modul kiri dan modul kanan. Dalam pembentukan modul
melibatkan suatu gelanggang dengan elemen satuan. Apabila suatu modul M
memiliki modul kiri R yang berbeda dengan modul kanan S, maka modul M
disebut sebagai (R, S)-bimodul.

Dalam hal ini, apabila bilangan hypercomplex Trinion mempunyai modul
kiri R dan Quaternion memiliki modul kanan S, maka dapat terbentuk suatu
(R, S)-bimodul. Selanjutnya, bilangan hypercomplex Trnion dan Quaternion
beserta bimodul dari kedua bilangan hypercomplex tersebut akan dikemas
kedalam bentuk matriks segitiga formal. Karena Trinion dan Quaternion
merupakan suatu gelanggang begitu pula dengan (R,S)-bimodulnya, maka
matriks segitiga formal tersebut juga disebut sebagai gelanggang matriks segitiga
formal.

Lebih lanjut, peneliti ingin mengkaji mengenai gelanggang matriks
segitiga formal dan kaitannya dengan gelanggang McCoy miring dan gelanggang
Armendariz miring yang merupakan perkhususan dari gelanggang polinom
miring. Hasil-hasil penelitian akan ditata dan dirangkum dalam bentuk satu tulisan
yang diberi judul :

“Konstruksi Gelanggang McCoy dan Armendariz menggunakan Gelanggang

Matriks Segitiga Formal”

1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan uraian latar belakang di atas maka rumusan masalah dalam

tesis ini adalah sebagai berikut :

1.  Bagaimana mengkonstruksi suatu (R,S)-bimodul dengan R adalah
Gelanggang Trinion dan S adalah Gelanggang Quaternion untuk
membangun Gelanggang Matriks Segitiga Formal ?

2.  Bagaimana mengkonstruksi :

(i). Gelanggang o -skew McCoy ?
(if). Gelanggang o-skew m-McCoy ?
(iii). Gelanggang o-skew Armendariz ?

(iv). Gelanggang o-skew -Armendariz ?



1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas maka tujuan penelitian dalam tesis
ini adalah sebagai berikut :
1.  Untuk memperoleh solusi dalam pengembangan Gelanggang
Matriks Segitiga Formal dari hasil pengkonstruksian (R,S)-bimodul
dengan R adalah Gelanggang Trinion dan S adalah Gelanggang
Quaternion.
2. Untuk memperoleh solusi dari hasil pengkonstruksian :
(i). Gelanggang o-skew McCoy.
(if). Gelanggang o-skew t-McCoy.
(iii). Gelanggang o-skew Armendariz.

(iv). Gelanggang o-skew r-Armendariz.

1. 4. Batasan Masalah
Pada penulisan tesis ini hanya akan dibatasi pada matriks segitiga formal

yang berordo 2 x 2 dan o derivatif yang digunakan bernilai 0.

1.5. Manfaat Penelitian

Penulisan ini diharapkan bermanfaat sebagai bahan kajian di dalam
mempelajari mengenai Kkarakteristik bimodul pada Gelanggang Hypercomplex
Trinion dan Quaternion, Gelanggang o-skew McCoy, Gelanggang o-skew -

McCoy, Gelanggang o-skew Armendariz dan Gelanggang o-skew m-Armendariz.

1.6. Sistematika Penulisan

Agar penulisan tesis mudah dipahami maka digunakan sistematika
penulisan yang terdiri dari lima bab. Masing-masing bab dibagi kedalam subbab
dengan rumusan sebagai berikut :
BAB | PENDAHULUAN

Meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, batasan
masalah, manfaat penelitian dan sistematika penulisan.
BAB Il TINJAUAN PUSTAKA

Meliputi Matriks Segitiga, Gelanggang, Trinion, Quaternion, Modul dan
Bimodul, Gelanggang McCoy, dan Gelanggang Armendariz.



BAB |1l METODE PENELITIAN

Meliputi tahapan dalam pengkonstruksian Gelanggang o-skew McCoy,
Gelanggang o-skew m-McCoy, Gelanggang o-skew Armendariz, dan Gelanggang
o-skew -Armendariz.
BAB IV HASIL DAN PEMBAHASAN

Meliputi hasil penelitian yang diperoleh menggunakan teori dari tinjauan
pustaka dan berisi alasan ulasan jawaban dari rumusan masalah.
BAB V PENUTUP

Meliputi kesimpulan dan saran yang berhubungan dengan topik

pembahasan.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Dalam bab ini akan dibahas mengenai Matriks Segitiga Formal,
Gelanggang, Trinion, Quaternion, Modul dan Bimodul, Gelanggang McCoy dan
Gelanggang Armendariz.

2.1. Matriks Segitiga Formal

Matriks segitiga merupakan salah satu bentuk dari matriks persegi.
Matriks persegi dengan semua elemen diatas diagonal utama bernilai nol disebut
matriks segitiga bawah. Sedangkan, matriks persegi dengan semua elemen

dibawah diagonal utama bernilai nol disebut matriks segitiga atas.

Definisi 2.1. Matriks segitiga formal juga dikenal sebagai matriks segitiga
atas dimana semua elemen dibawah diagonal utamanya bernilai nol. Adapun

bentuk umum dari matriks segitiga atas adalah sebagai berikut :

all a12 en alm
0 ay, ... am
0 0 . Qnunm

2.2. Gelanggang

Sistem bilangan yang telah dikenal seperti bilangan bulat, bilangan
rasional, bilangan kompleks maupun bilangan hypercomplex mempunyai dua
operasi yaitu penjumlahan dan perkalian. Sistem aljabar dengan dua operasi

tersebut termasuk dalam sistem aljabar yang dinamakan Gelanggang.

Definisi 2.2. Gelanggang (R, +,") adalah himpunan tak kosong R dengan dua
operasi biner penjumlahan (+) dan perkalian (-) yang memenuhi aksioma-
aksioma berikut.

1. (R,+) membentuk grup komutatif, a + b =b + a

2. (R,") berlaku sifat asosiatif, (a-b)-c =a-(b-c)

3. (R,+,) bersifat distributif, a- (b +c¢) = (a*b) + (a-¢)
untuk setiap a, b, ¢ € R.



Contoh  2.2. Misal diberikan  himpunan  bilangan  bulat Z =
{..,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} dengan operasi biner penjumlahan dan perkalian
biasa. Himpunan bilangan bulat Z disebut gelanggang karena memenuhi 3

aksioma pada Definisi 2.2.

2.2.1. Endomorfisma Gelanggang
Endomorfisma merupakan homomorfisma yang pemetaannya dari suatu

gelanggang ke gelanggang itu sendiri.

Definisi 2.2.1.a. Pemetaan ¢ dari suatu gelanggang (R, +,") ke dirinya sendiri
yang memenuhi dua aksioma berikut disebut sebagai endomorfisma gelanggang.
Untuk setiap a, b € R, maka berlaku :
1. o(a+b) =0c(a) + o(b)
2. a(a-b)=0(a) a(b)
Contoh 2.2.1.a. Himpunan bilangan kompleks C = {cy+ cyi|cy,c; € R}
dengan operasi penjumlahan dan perkalian biasa merupakan suatu gelanggang dan
mempunyai endomorfisma o(c) = ¢, — c,i. Jika a, b € C, maka
1. Ruas Kiri
o(a+ b) =o[(ag + a;i) + (by + biQ)]
= a[(ao + by) + (a; + byi]
= (ag + by) — (as + by)i
Ruas kanan
o(a) + a(b) = o(ay + a,i) + a(by + byi)
= (ap — ayi) + (by — byi)
= (ag + by) — (a; + by)i
Dapat dilihat bahwa ruas kiri dan kanan bernilai sama, maka syarat
pertama Terpenuhi.
2. Ruas kiri
a(ab) = a[(ag + a,i)(by + byi)]
a[(agbo) + (agh,i) + (a1 boi) — (a;by)]
a[(agby — a;by) + (aghy + a;1by)i]
= (aghy — a;by) — (aphy + a;by)i



Ruas kanan
o(a)a(b) = o(ay + a;i)a(by + byi)
= (ap — ay0)(by — byd)
= (aghy — agb,i — abyi — a;by)
= (aghy — a;by) — (aghy + a1by)i
Dapat dilihat juga bahwa ruas kiri dan kanan bernilai sama, maka syarat
kedua juga terpenuhi. Sehingga dapat disimpulkan bahwa

o(c) = ¢y — ¢,i merupakan endomorfisma gelanggang pada bilangan kompleks.

Definisi 2.2.1.b. Derivatif gelanggang atau yang biasa disimbolkan sebagai §
diperlukan dalam pembentukan gelanggang polinom miring dan bergantung pada
endomorfisma gelanggang sehingga disebut o-derivatif. Jika a,b € R, maka
§(a-b)=0(a)-650b) +6(a):b.
2.2.2. Gelanggang Polinom Miring

Dalam pembentukan suatu gelanggang polinom miring diperlukan
beberapa hal yaitu suatu gelanggang (disebut gelanggang tumpuan dari
gelanggang polinom miring), endomorfisma gelanggang (endomorfisma biasanya

disimbolkan dengan a(sigma) dan §(delta) yang merupakan o-derivatif.

Definisi 2.2.2. Gelanggang polinom miring R[x; o,8] merupakan gelanggang
yang terbentuk dari gelanggang polinomial dengan variabel tak diketahui x dan
mempunyai bentuk

Rlx;0,8] ={rg + rix + rpx? + -+ 11 x" 1 + 1, x™ | r; € R}

dan operasi perkaliannya xa = a(a)x + &(a).

Aturan perkaliannya inilah yang membuat gelanggang R[x; o, 8] bersifat

tidak komutatif meskipun gelanggang tumpuan R adalah gelanggang komutatif.

Contoh 2.2.2. Misalkan R[x;0,8] = Z + Zv=5. Endomorfisma o(a + bv=5) =
a — bv—5. Pemetaan & didefinisikan sebagai 6(a + b\/—_S) = b. Gelanggang ini
tidak bersifat komutatif. Misal f(x) =(4—-2V=5)x dan g(x)=(3 +
5\/—_5)x.



9@ =[(4-29=5)x][(3 + 5v=5)x]
= (4 — 2V=5)[x(3 + 5vV=5)x
= (4—2vV=5)[0(3 + 5V=5)x + 6(3 + 5vV=5)]x
= (4-2v-5)[(3-5V-5)x +5]x
= (4 - 2v-5)[(3 - 5V-5)x* + 5x]
= [(4 - 2v=5)(3 - 5v=5)x?] + [(4 — 2v=5)5x]
= (-38 — 26v=5)x? + (20 — 10V=5)x

g f(x) =[(3+5V=5)x][(4 — 2v=5)x]
= (3 +5V=5)[x(4 — 2V=5)]x
= (3+5V-5)[0(4 — 2V-5)x + (4 — 2v-5)]x
= (3+5V=5)[(4+ 2V=5)x* — 2x]
= [(3 + 5V—5)(4 + 2V-5)x?] — [(3 + 5v—5)2x]
= (—38+26vV—5)x? — (6 + 10V=5)x

2.3. Trinion

Bilangan Trinion yang disimbolkan oleh T merupakan perluasan umum

dari aljabar kompleks.

Definisi 2.3. Bilangan trinion t didefinisikan sebagai kombinasi linear dari suatu
bagian real dan dua bagian imajiner yaitu t = t, + t;i + t,j dimana t,, t;,t, €
R dan memenuhi ij = ji = —1,i® = j,j* = —1.
2.3.1. Operasi Pada Trinion
Misalkan p dan g merupakan bilangan trinion dengan p = py + p,i +

p2j dan q = qo + q1i + q,j. Operasi penjumlahan dan perkalian pada Trinion
didefiniskan sebagai berikut :
p+aq = (po+pii+p2h)+(qo +qui + qzj)

= (Do *+ qo) + (p1 + q i+ (p2 + q2)J
dan,
pq = (po + 1l + p2j)(qo + q1i + 42j)

= (Poqo + Poqri + Poq2)) + (P1qoi + P1q1(D? + p1q2ij)
+ (290J + P24t + P292(N?)



Diketahui bahwa ij = ji = —1,i% = j, j2 = —1, sehingga
= (Poqo + Poq1l + Poq2)) + (P10l + P1gJ + (—1)p1q2)
+ (02q0] + (—=Dp2q1 + p2q2(—1))
= (Po9o — P19z — P291) + (Poq1 + P190 — P292)i + (Poq2 + P1q1 + P290)]
2.3.2. Gelanggang Trinion
Untuk menunjukkan bahwa Trinion merupakan gelanggang berdasarkan
Definisi 2.2., maka dimisalkan a,b,c € T dengan a = a, + a,i + a,j,
b = by + byi + byj, ¢ =co+ cqii+ cyj.
(). Akan ditunjukkan (T, +) adalah grup komutatif.
a+b = (ag+ ayi+azj)+ (bg+ byi + byj)
= (ao + bo) + (ay + by)i + (a; + by)j
= (by + ag) + (by + a)i+ (b, + ay)j
= (by + bii + byj) + (ag + a,i + ayj)
=b+a.
(if). Akan ditunjukkan (T,) bersifat asosiatif (ab)c = a(bc).
(ab)c = [(ag + aqi + ayj)(by + byi + byj)] (co + c1i + c3))
= [(ag(by + byi + byj) + asi(by + byi + byj)
+ azj(bo + byl + byj))] (co + c1i + c2j)
= [(aphy + agbyi + agbyj) + (a,boi + aybyj — aib,)
+ (ayboj — aby — aybyi)] (co + c1i + c3))
= [(aphy + agbyi + agbyj) + (a;boi + a1byj — aib,)
+ (ayboj — aby — aybyi)] ¢y +
[(aghy + agbyi + agb,j) + (a;byi + aybyj — asb,)
+ (azboj — azby — azbyi)] ¢4 +
[(agby + agbyi + agb,j) + (a;byi + aybyj — aby)
+ (azboj — azby — azbyi)] coj
= [(ag + a,i + azj) bocy + (ag + ayi + azj)b;cyi
+ (ag + a{i + ayj)bycoj] +
[(ag + a1i + ayj)bycii + (ag + aqi + ayj) byicyi
+ (ag + a{i + aj)byjcqi] +
[(ag + a1i + azj)bycyj + (ag + aqi + ayj) byic,j
+ (ag + a1l + ayj)byjcayj]



= [(ap + a1l + ayj) bocy + (ag + a1i + ayj)bicyi
+ (ag + a1l + ayj)bycoj] +
[(ag + a1i + ayj)bycii + (ag + aqi + ayj) bicqj
— (ag + a{i + aj)byci] +
[(ag + aqi+ azj)boc,j — (ag + ayi + ayj) byic,
— (ap + a1i + ayj)bycyi]
= (ag + a1i + a,J)[(boco + bicol + bycgj) + (bocqi
+bic1j — bycq) + (boczj — bica — bycai)]
= (ao + a1l + a2j)[(boco — bacy — b1cz) + (bico
+bgcy — bycy)i + (bycy + bicy + bocy)j
= (ag + aqi + aj)[(bg + bii + byj)(co + c1i + cof)]
= a(bc).
(iii). Akan ditunjukkan (T, 4+,") memenuhi hukum distributif.
a.  Distributif kanan a(b + ¢) = (ab) + (ac).
a(b +c¢) = (ag + a,i + ayj) [(by + byi + byj)
+ (co + c1i + ¢3j)]
= (ap + a1i + azj)[(bo + ¢o) + (by + c1)i
+ (b, + c)jf]
= (aol(bo + co) + (by + )i+ (b + c2)j])
+ (a1i[(bg + co) + (b + c)i + (by + c)j])
+ (azjl(bo + co) + (by + c1)i + (bz + c2)j])
= [(agho) + (aoco) + (agh1)i + (agcy)i
+ (aob2)j + (agc2)jl + [(a1bo)i + (aico)i
+ (a1b1)j + (as¢1)j — (a1b2) — (as¢2)]
+ [(azbo)j + (azco)j — (azby) — (azcq)
— (azb2)i — (azc,)i]
= [((aobo) — (a1b2) — (azb1)) + ((aohy)
+ (a1bo) — (azbz))i + ((aobz) + (a1hy)
+ (azb0))j] + [((aoco) — (aic2) — (azc1))
+ ((agcq) + (a1¢o) — (az¢2))i + ((aocz)
+ (as¢1) + (az¢0))j]
= (ab) + (ac).
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b.  Distributif kiri (a + b)c = (ac) + (bc).
(a+b)c = [(ag + aii+ azj) + (bg + byi + byj)]

(co + cqi + c3))

= [(ap + by) + (a; + by)i + (a; + by)j]
(co + cqi + c3))

= ([(ao + bo) + (ay + byi + (az + by)jlco)
+ ([(ag + bo) + (ay + by)i + (az + by)jled)
+ ([(ag + bo) + (a; + by)i + (ay + by)jlcoj)

= [(aoco) + (boco) + (asco)i+ (byco)i
+ (ayco)j + (byco)j] + [(ager)i + (bycq)i
+ (ayc1)j + (b1c1)j — (azey) — (bzc1)]
+ [(agc2)j + (bocz)j — (ascz) — (bycz)
— (az¢2)i — (bacy)i]

= ([(aoco) — (as¢2) — (azc1)] + [(agcy)
+ (a1¢0) — (azc2)]i + [(aocz) + (ascy)
+ (azco)lj) + ([(boco) — (b1cz) — (b2cy)]
+ [(boc1) + (bico) — (bacz)]i+[(bocy)
+ (bicy) + (bacod]))

= (ac) + (bo).

Karena ketiga syarat diatas terpenuhi, maka dapat disimpulkan bahwa

Trinion merupakan suatu gelanggang.

2.4, Quaternion

Himpunan bilangan quaternion yang disimbolkan oleh H merupakan
bilangan hypercomplex pertama yang ditemukan setelah bilangan kompleks.
Simbol quaternion H diambil dari nama matematikawan yang menemukannya,

yaitu Sir Hamilton.

Definisi 2.4. Himpunan bilangan quaternion didefinisikan sebagai kumpulan
semua kombinasi linear dari satu bagian real dan tiga bagian imajiner yaitu H =
{qo + @18+ 42 + a3k | o, 41, 42,93 € R} yang memenuhi ij = k, jk = i, ki =
j it =j*=k*=-1,
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2.4.1. Operasi Pada Quaternion
Misalkan p dan g merupakan bilangan quaternion dengan
P = Do + p1i+ paj +p3k dan q = g + q1i + q,j + q3k. Operasi penjumlahan
dan perkalian pada Quaternion didefiniskan sebagai berikut :
p+q = (po+pii+paj+p3k) + (qo + g1l + g2 + q3k)
= (Po+q0) + (1 +qi+ (p2 + q2)j + (ps + q3)k
dan,
Pq = (Po + p1i + p2j + p3k)(qo + g1l + q2f + q3k)
=po (qo + g1l + q2j + qzk) + p1i (qo + q1i + g2 + g3k)
+p2J (qo + g1 + G2 + q3k) + p3k (qo + q1i + q2j + q3k).
Diketahui bahwa ij = k, jk = i, ki = j, i* = j> = k* = —1, sehingga
= (Poqo *+ P01l + Doq2J + Poqzk) + (P1qol — 191 + P1G2k — P1953))
+ (P2q0] — P2q1k — P29z + P2q30) + (P3qok + P3q1J — P3q21 — P3q3)
= (Podo — P1G1 — P24z — P393) + (Poq1 + P1do + P23 — P3q2)i
+ (Poq2 — P1G3 + D290 + P3q1)j + (Poqs + P1G2 — P2q1 + P3q0)k-

2.4.2. Gelanggang Quaternion
Untuk menunjukkan bahwa Quaternion merupakan gelanggang
berdasarkan Definisi 2.2., maka dimisalkan a,b,c € H dengan a = ay + a,i +

a2j+a3k, b=b0+b1i+b2j+b3k, C=C0+C1i+C2j+C3k.

(i). Akan ditunjukkan (H, +) adalah grup komutatif.
a+b =(ag+ai+ayj+ aszk)+ (by + byi + byj + bsk)
= (ag + by) + (ay + by)i+ (a, + by)j + (az + b3)k
= (by + ag) + (by + a)i+ (b, + ay)j + (b3 + az)k
= (by + bii + byj + b3k) + (ay + a,i + ayj + azk)
=b+a.
(ii). Akan ditunjukkan (H,-) bersifat asosiatif (ab)c = a(bc).
(ab)c = [(ag + aqi + ayj + azk)(by + byi + byj + bsk)]
(co + c1i+ czj + c3k)
= [ag(by + byi + byj + bsk) + a,i(by + bii + b,j + bsk)
+a,j(by + byi + byj + bsk) + azk(by + byi + byj + bsk)]
(co + cqli + ¢ + c3k)
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= [(aghy + agbyi + agb,j + agbsk)

+ (a1bol — a1by + a1b,k — a,bs3j)

+ (aybgj — ayb k — ay b, + aybsi)

+ (azbok + azbj — azb,i — azbs)] (co + c1i + c5j + c3k)
= [(agby + agbyi + agb,j + agbsk)

+ (a1boi — a1by + a1bk — a,bsj)

+ (ayboj — ayb k — ayb, + a,bsi)

+ (azbok + azbj — azb,i — azbs)] ¢y +

[(aghy + agbyi + agb,j + agbsk)

+ (a1bgi — a1by + ayb,k — a,bsj)

+ (aybgj — ayb k — a; b, + aybsi)

+ (azbok + azbj — azb,i — azbs)] c1i +

[(agby + agbyi + agb,j + agbsk)

+ (a1boi — a1by + a1b,k — a,bs3j)

+ (aybgj — ay,b1k — ayby; + aybsi)

+ (azbok + azbj — az;b,i — azb3)] caj +

[(agby + agbyi + agb,j + agbsk)

+ (a1boi — a1by + a1bk — a,bsj)

+ (ayboj — ay b1k — ayb, + a,bsi)

+ (azbok + azb,j — azb,i — azbz)] c3k
= [(ag + a1i + azj + ask) bycy + (ay + a1i + ayj + azk)b,cyi

+ (ag + a,i + ayj + ask) bycoj

+ (ap + a4l + ayj + azk) bscok] +

[(ag + a i + ayj + azk) bycyi

+ (ay + aqi + ayj + ask)bicqi

+ (ap + aqi + ayj + azk) byjc,i

+ (ag + a1l + ayj + azk) bskcqi] +

[(ag + a i + ayj + azk) bycyj

+ (ap + aqi + ayj + ask)b,ic,j

+ (ay + aqi + ayj + ask) byjc,j

+ (ag + a1l + ayj + azk) bskcyj] +

[(ag + a i + ayj + ask) bycsk
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+ (ap + aqi + ayj + ask)byicsk
+ (ag + aqi + ayj + ask) byjcsk
+ (ag + a1l + ayj + azk) bskcsk]

= [(ag + a1i + azj + ask) bocy + (ag + a,i + ayj + azk)b;cyi
+ (ag + aqi + ayj + ask) bycoj
+ (ag + a1l + ayj + azk) bycok] +
[(ag + a,i + ayj + ask) bycqi
— (ap + aqi+ ayj + ask)b,c,
— (ag + aqi + ayj + ask) byc k
+ (ag + a1l + ayj + azk) bycqj] +
[(ag + a i + ayj + ask) bycyj
+ (ag + ai + ayj + ask)b,c,k
— (ap + aqi + ayj + ask) byc,
— (ag + a4l + ayj + azk) bzcyi] +
[(ag + a i + ayj + ask) bycsk
— (ag + aqi + ayj + azk)b,csj
+ (ag + a,i + ayj + ask) bycsi
—(ap + a4l + ayj + azk) bscs]

= (ag + a;i + ayj + azk)[bycy + bicol + bycoj + bscok]
+ (ag + aqi + ayj + ask)[byc,i — bic; — by k + bscqj]
+ (ap + aqi + ayj + ask)[byc,j + bycy k — by, — bscyi]
+ (ag + aqi + ayj + ask)[bycsk — bycsj + bycsi — bscs]

= (ag + a;i + ayj + azk)[(bycy — bycy — bycy — bscs)
+ (byco + bycy — b3cy + byc3)i+ (bycy + bscqy + bycy
— by¢3)j + (b3co — bycq + bicy + boc3)k]

= (ag + a1i + ayj + azk)[(by + byi + byj + b3k)
(co + c1i + c3j + c3k)]

= a(bc).

(iii). Akan ditunjukkan (H, +,-) memenuhi hukum distributif.
a.  Distributif kanan a(b + ¢) = (ab) + (ac).
a(b+c) = (ag + a;i + ayj + azk)[(by + bii + byj + bsk)
+ (co + c1i + cpf + c3k)]
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= (ag + aqi + ayj + ask)[(by + o) + (by + c1)i
+ (b + ¢3)j + (b3 + c3)k]

= (ag + aqi + ayj + ask)(by + )
+ (ag + aqi + ayj + ask)(by + c1)i
+ (ag + aqi + ayj + azk) (b, + c3)j
+ (ag + aqi + ayj + ask)(b; + c3)k

= [(ag + a1i + a,j + azk)b,
+ (ag + aqi + ayj + ask)b,i
+ (ag + aqi + ayj + ask)b,j
+ (ag + aqi + ayj + ask)bsk] +
[(ag + a i + ayj + ask)c,
+ (ag + aqi + ayj + ask)cyi
+ (ag + aqi + ayj + ask)c,j
+ (ag + aqi + ayj + ask)c;k]

= [(ap + a4i + ayj + azk)(by + byi + byj
+ bsk)] + [(ay + aqi + ayj + azk)
(co + c1i + c3j + c3k)]

= (ab) + (ac).

b.  Distributif kiri (a + b)c = (ac) + (bc).
(a+ b)c = [(ag + aqi + ayj + ask) + (by + bii + byj

+ b3k)] (co + cqi + cpf + c3k)

= [(ag + bo) + (a; + by)i + (a; + by)j
+ (az + b3)k] (co + cqi + cof + c3k)

= (ag + by)(co + c1i + cyj + c3k)
+ (ay + by)i(co + cqi + cyj + c3k)
+ (ay + by)j (co + c1i + c3f + c3k)
+ (as + b3)k (co + c1i + c3j + c3k)

= (ag + aqi + ayj + azk)(cy + c1i + c,j + c3k)
+ (b + byi + byj + bzk)(co + cqi + c2j + c3k)

= (ac) + (bc).

Karena ketiga syarat diatas terpenuhi, maka dapat disimpulkan bahwa

Quaternion merupakan suatu gelanggang.
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2.5. Modul dan Bimodul
Dalam pembentukan modul perlu melibatkan suatu ring atau gelanggang
dengan elemen satuan. Berikut akan dijelaskan mengenai perbedaan antara modul
dan bimodul.
2.5.1.  Modul
Modul adalah salah satu bentuk struktur aljabar yang melibatkan suatu
gelanggang dengan elemen satuan. Modul terbagi menjadi dua bagian yaitu modul
kiri dan modul kanan.
Definisi 2.5.1.a. Misalkan R adalah gelanggang dan 1 merupakan identitas
perkaliannya. M disebut modul kiri atas R jika memenubhi :
(1). (M, +) merupakan grup komutatif.
(i1). Untuk setiap a,b € R dan x,y € M dengan operasi perkalian
+ :RX M — M, maka berlaku :
1. a-(x+y)=a-x+a-y
2. (a+b)'x=a-x+b-x
3. (ab)x=a-(b-x)

Definisi 2.5.1.b. Misalkan S adalah gelanggang dan 1 merupakan identitas
perkaliannya. M disebut modul kanan atas S jika memenuhi :
(i). (M, +) merupakan grup komutatif.
(i1). Untuk setiap a,b € S dan x,y € M dengan operasi perkalian
+ M X R - M, maka berlaku :
1. x+y)ra=x-a+y-a
2. x-(a+b)=x-a+x-b
3. x-(ab)=(x-a)'b

2.5.2.  Bimodul

Dalam aljabar abstrak, bimodul adalah suatu grup komutatif yang
memiliki modul kiri R dan modul kanan S, sedemikian sehingga perkalian dari
kanan dan kiri memiliki sifat kompatibilitas yaitu untuk setiap r € R,m € M, dan
s € S memenuhi sifat r(ms) = (rm)s. Suatu (R, R)-bimodul juga diketahui

sebagai R-bimodul.
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Definisi 2.5.2. Jika R dan S adalah dua gelanggang, maka (R, S)-bimodul
adalah suatu grup komutatif (M, +) sedemikian sehingga :
1. M adalah modul kiri R dan modul kanan S.

2. Untuk setiapr € R, s € S dan m € M maka (rm)s = r(ms).

2.6. Gelanggang McCoy

Secara umum, Gelanggang polinom R atau biasa disimbolkan sebagai
R[x] disebut gelanggang McCoy, jika terdapat dua polinomial f(x) = X%, fix
dan g(x) = j-”zogjxf € R[x]\{0} sedemikian sehingga f(x) g(x) =0, maka
terdapat » € R\{0} yang memenuhi f(x)r = 0. Dengan aturan perkalian yang

berlaku adalah aturan perkalian secara umum.

2.6.1. Gelanggang McCoy Miring
Gelanggang McCoy miring adalah salah satu bentuk dari gelanggang
polinom miring sehingga aturan perkaliannya juga mengikuti aturan perkalian dari

gelanggang polinom miring yaitu xa = a(a)x + &(a).

Definisi 2.6.1.a. Misalkan R[x; o] adalah suatu gelanggang polinom miring
dengan o adalah endomorfisma gelanggang. Gelanggang R disebut sebagai
o - skew McCoy jika terdapat dua polinomial f(x)=Y",fix' dan
g(x) = X0 9;x € R[x;0]\{0} sedemikian sehingga f(x)g(x) =0, maka
terdapat ¢ € R\{0} yang memenuhi f(x)c = 0.

Contoh 2.6.1.a. Misalkan Z, adalah gelanggang bilangan bulat positif modulo 4

dengan bentuk sebagai berikut :

R={(g Z)Ia,beZ4}

Misalkan ¢ : R — R adalah suatu endomorfisma yang didefinisikan
a b\ _(a —b
U(O a) a (O a )
Misalkan, pilih

f(x)=((2) %)+(8 g)x dang(x)=(g %)x+(8 (Z))XZ

sebagai :
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+

2 1
0 2

dengan R =17,

2
0

)x

)+

merupakan
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Selanjutnya akan dicari semua elemen nilpoten dari Z,. Elemen a € Z,
disebut elemen nilpoten jika terdapat bilangan bulat positif n sedemikian sehingga
a*=ara-a-..-a=0.

Dalam gelanggang bilangan bulat positif modulo 4 (Z,) hanya terdapat

dua elemen nilpoten yang memenuhi syarat yaitu 0 dan 2. Sehingga,

f(x)g(x) € N(R[x; a])
f(x)g(x) €0

berdasarkan Contoh 2.6.1.a. maka dapat disimpulkan bahwa Gelanggang
bilangan bulat positif modulo 4 (Z,) merupakan Gelanggang o - skew m —
McCoy.

2.7. Gelanggang Armendariz

Secara umum, Gelanggang R[x] disebut gelanggang armendariz jika
terdapat dua polinomial f(x) = X%, fix' dan g(x) = X7, g;x7 € R[x]\{0}
sedemikian sehingga f(x)g(x) = 0 maka a;b; = 0 untuk setiap i,j € R. Dengan

aturan perkalian yang berlaku adalah aturan perkalian secara umum.

2.7.1. Gelanggang Armendariz Miring
Gelanggang Armendariz Miring merupakan salah satu bentuk dari
gelanggang polinom miring sehingga aturan perkaliannya juga mengikuti aturan

perkalian gelanggang polinom miring yaitu xa = a(a)x + §(a).

Definisi 2.7.1.a. Suatu gelanggang polinom miring R[x; o] disebut sebagai
gelanggang o - skew Armendariz jika dua polinomial f(x) = Y%, fix! dan
gx) =2, gjxf € R[x; o]\{0} sedemikian sehingga f(x)g(x) =0, maka
figj = 0untuk setiap0 <i<ndan0 <j<m.

a b

Contoh 2.7.1.a. Misalkan, R = {(0 a) |a,b € 26} dengan o : R —» R adalah

suatu endomorfisma yang didefinisikan sebagai:
G D=6 )
Misalkan, pilih
fx) = (3 0) + (3 3)x dan g(x) = (2 2)x+ (4 Z)xz

0 3 0 3 0 2
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Sedemikian sehingga,

s =[G DG PG Per(§ 3
-G 9C Des G OE VoG Dol D
oG Polt e

(o 07 ( 0¥+ 0¥+ 0¥

=0

Dapat dilihat bahwa untuk setiap f; dan g; dimana i =0,1 dan j=0,1
memenuhi syarat f;g; = 0. Maka, dapat disimpulkan bahwa R[x; o] dengan R =

Z¢ merupakan gelanggang o — skew Armendariz.

Definisi 2.7.1.b. Misalkan R[x; g, 8] adalah suatu gelanggang polinom mirng
dengan o adalah endomorfisma gelanggang dan & adalah o - derivatif.
Gelanggang R disebut sebagai Gelanggang o - skew m - Armendariz jika dua
polinomial f(x) dan g(x) € R[x; g, 8]\{0} sedemikian sehingga f(x)g(x) €
N(R[x;0,8]), maka f;g; € N(R) untuk setiap 0 <i <ndan0 <j < m.
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BAB 111
METODE PENELITIAN

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode penelitian
kepustakaan (library research) atau kajian pustaka, yakni melakukan penelitian
untuk memperoleh data-data dan informasi-informasi serta objek yang digunakan

dalam pembahasan masalah tersebut.

Pada penelitian ini terdapat beberapa tahapan dalam mengkonstruksi
Gelanggang McCoy dan Gelanggang Armendariz menggunakan Gelanggang
Matriks Segitiga Formal antara lain :

1. Mengkonstruksi (R,S)-bimodul.
2. Mengkonstruksi Gelanggang Matriks Segitiga Formal.
3. Mengkonstruksi endmorfisma pada Gelanggang Matriks Segitiga
Formal.
4. Membuktikan :
(). Gelanggang a-skew McCoy.
(ii). Gelanggang o-skew m-McCoy.
(iii). Gelanggang o-skew Armendariz.

(iv). Gelanggang o-skew m-Armendariz.
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BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas mengenai hasil penelitian yang diperoleh
menggunakan teori dari tinjauan pustaka dan berisi ulasan jawaban dari rumusan
masalah.

4.1. Modul dan Bimodul dari Trinion dan Quaternion

Bimodul M merupakan suatu grup komutatif yang memiliki modul kiri R
dan modul kanan S yang berbeda. Dalam tesis ini, gelanggang R yang digunakan
adalah gelanggang Trinion sedangkan untuk gelanggang S yang digunakan adalah
gelanggang Quaternion. Sehingga dapat disimpulkan, bimodul M merupakan grup
komutatif yang memiliki modul kiri berasal dari gelanggang Trinion dan modul
kanan yang berasal dari gelanggang Quaternion.

4.1.1.  Modul Kiri Trinion

Setiap gelanggang pasti setidaknya memiliki satu modul, yaitu dirinya
sendiri. Sama halnya dengan gelanggang Trinion. Pada tesis ini, modul kiri atas
Trinion yang digunakan adalah gelanggang Trinion itu sendiri. Agar memudahkan
perhitungan, gelanggang Trinion disimbolkan sebagai R dan modul kiri atas
Trinion disimbolkan sebagai (®M). Selanjutnya, untuk membuktikan bahwa
Trinion (®M) merupakan modul kiri atas Trinion, maka harus memenuhi
beberapa syarat seperti yang dijelaskan pada Definisi 2.5.1.a.

(). Akan ditunjukkan ( *M, +) merupakan grup komutatif.

x+y = (xg+x10+x3)) + (Yo + Y10 + y2))

= (X0 + yo) + (x1 + y)i+ (x2 + y,)j

= o +x0) + (1 + x))i + (y2 + x3)j

= (Yo + Y1l + y2)) + (xg + x40 + x2))

=y+x.

(ii). Untuk setiap a,b € R dan x,y € *M dengan operasi perkalian
+ R x ®M — BM, akan ditunjukkan :
1. a-(x+y)=(ay+ asi+ ayj)-
[(xo + x10 + x2)) + (Yo + y1i + y2))]
= (ag + a4i + ayj) -

22



[(xo + o) + (1 + y1)i + (xz + ¥2)]]
= (ap + ayi + azj) * (xo + ¥o)
+ (ag + ayi+ azj) - (xy + y,)i
+ (ag + ayi+ azj) - (x3 +y2)j
= [(ag + a1i + azj) - x,
+ (ag + aqi + ayj) - x4i
+ (ag + a1l + ayj) - x,j] +
[(ao + ari+ azj) - yo
+ (ag + aqi + ayj) - yqi
+ (ag + ayi + azj) - y2j]
= (ag + aqi + ayj) - (xg + x10 + x5)
+ (ao + ayi + az)) - (o + y1i + y2))
=a-x+a-y.
2. (a+b)-x =[(ag+ ayi+ ayj) + (by + byi + byj)]-
(xo + x16 + x2§)
= [(ap + bo) + (a, + by)i + (a; + by)j] -
(xo + x10 + x2J)
= (ag + by) - (xg + xq0 + x2j)
+ (ay + by)i - (xg + x10 + x,))
+ (ay + by)j - (xo + x40 + x3f)
= [ag - (xo + x10 + x5)
+ aqi - (xg + x10 + x3))
+ ayj - (xg + x10 + x2§)] +
[bo = (xo + 218 + x2)
+ bii- (xg + xq0 + x5))
+ byj - (xg + x10 + x2))]
= (ag + aqi + ayj) - (xg + x10 + x5)) +
(bo + byi + byj) - (x¢ + x40 + x,j)
=a-x+b-x.
3. (ab) -x =[(ag + asi + ayj)(by + byi + byj)]
- (0 + X110 + x,§)
= [ay(bg + byi + byj) + a,i(by + byi + byj)
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+ ayj(bg + byi + byj)] - (xg + x10 + x3j)

= [(aghy + agbii + agbyj) + (a;boi + a;b1j — aib,)
+ (azboj — azby — azbyi)] - (xo + x40 + x,§)

= [(aghy + agbyi + agbyj) + (aybyi + a;byj — a;b,)
+ (azboj — azby — azbyi)] * xo +
[(agby + agbyii + agbyj) + (aybgi + a byj — a,b,)
+ (azboj — azby — azby0)] - x40 +
[(agby + agbyii + agbyj) + (aybgi + a1byj — a,b,)
+ (azboj — azby — az byi)] - x3j

= [(ag + a1i + ayj)bg - xo + (ag + a1i + ayj)byi- xq
+ (ag + a;i + azj)byj - xo] +
[(ap + a1i + azj)bg - x40 + (ag + a,i + ayj) byi- x4
+ (ag + a1l + ayj)byj - x40] +
[(ag + ayi+ ayj)by - x5j + (ag + aqi + ayj) byi- x,j
+ (ap + ayi + azj)byj - x2j]

= [(ag + a1i + ayj) by - xo + (ag + a,i + ayj)by - xpi
+ (ag + aqi + ayj)b, - xoj] +
[(ag + aii+ azj)bg - x10 + (ag + a,i + ayj) by - x1j
—(ag + a1l + azj)by - x¢] +
[(ao + aii + azj)bg - x2j — (ao + aii + azj) by - x;
—(ag + a1l + ayj)by - x,i]

= (aop + a1l + azj) - [(bo * xo + by X0l + by * Xof)
+ (bo * X180+ by * x1j — by~ x1)
+ (bo * x2J — by " x3 — by * x31)]

= (ap + ari + azj) - [(bg " xg — by * 1 — by " x3)
+ (by-xg+ by x1 — by - xy)i
+ (by " xg + by - x1 + by - x3)j

= (ag + aqi + ayj) - [(bg + byi + byj) - (xg + x10 + x2j)]

=a-(b-x).

Karena semua syarat terpenuhi, maka dapat disimpulkan bahwa modul Kiri

atas gelanggang Trinion adalah dirinya sendiri.
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4.1.2. Modul Kanan Quaternion

Sama halnya dengan Modul Kiri atas Trinion pada 4.1.1., modul kanan
atas Quaternion yang digunakan adalah gelanggang Quaternion itu sendiri. Agar
memudahkan perhitungan, gelanggang Quaternion disimbolkan sebagai S dan
modul kanan atas Quaternion disimbolkan sebagai MS. Selanjutnya, untuk
membuktikan bahwa Quaternion MS merupakan modul kanan atas Quaternion,
maka harus memenuhi beberapa syarat seperti yang dijelaskan pada Definisi
2.5.1.b.

(i). Akan ditunjukkan (M5, +) merupakan grup komutatif.
x+y =X+ x10 + 32 + x3k) + (Vo + y1i + ¥2j + y3k)
= (%o +¥0) + (xy + ¥)i+ (2 + y2)j + (x3 + ¥3)k
= o +x0) + (y1 + x)i+ (2 +x2)j + (v3 + x3)k
= (Yo + Y1l + y2j + y3k) + (xg + x10 + x5 + x3k)
=y +x.
(ii). Untuk setiap a,b € S dan x,y € MS dengan operasi perkalian
-+ MS X R > M® , akan ditunjukkan :
L (x+y)-a =[(x+ x84+ x2) + x3K) + (vo + y1i + yof + y3K)]
“(ag + a1i + ayj + azk)
= [(xo + yo) + (xq + y)i+ (x2 + y2)j + (x5 + y3)k]
“(ap + aqi + ayj + azk)
= (xo + yo) " (ag + a1i + ayj + azk)
+ (1 + y1)i- (ag + aqi + ayj + azk)
+ (%, + y2)j - (ag + a1i + ayj + azk)
+ (x3 + y3)k - (ag + a4l + ayj + azk)
= [xo - (ap + a;i + a,j + azk)
+ x10 - (@ + a4 + ayj + azk)
+ x,j + (ag + aqi + ayj + azk)
+ x3k - (ag + a i + ayj + az k)] +
[vo " (ap + aii + azj + azk)
+ y1i- (ag + aqi + ayj + azk)
+ yoj - (ag + a1i + ayj + azk)
+ y3k - (ag + a;i + ayj + azk)]
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= (xo + x10 + x2j + x3k) - (ag + aqi + a,j + azk)
+ (Vo + Y1l + y2j + y3k) - (ag + ayi + ayj + azk)
=x-at+y-a.
2. x-(a+Db) = (xg+ x84+ x5 +x3k)[(ag + ayi + ayj + azk)
+ (by + bii + byj + b3k)]
= (xo + x10 + xj + x3k) - [(ag + by) + (ay + by)i
+ (az + by)j + (as + bs)k]
= (xo + x10 + x2j + x3k) - (ag + by)
+ (xg + x10 + x5§ + x3k) - (aq + by)i
+ (xg + x10 + x5§ + x3k) - (a, + by)j
+ (xg + x10 + x5§ + x3k) - (a3 + b3)k
= [(xg + x10 + x2j + x3K) - a,
+ (g + X180 + x5§ + x3k) - a4
+ (g + x10 + x5§ + x3k) - ayj
+ (xg + x10 + x5§ + x3k) - azk] +
[(xg + x40 + x2j + x3k) - by
+ (g + x10 + x5j + x3k) - by
+ (xg + 210 + x5f + x3k) * byj
+ (xg + x10 + x,j + x3k) - b3k]
= (xg + x00 + x5j + x3k) - (ag + a4 + a,j + azk)
+ (xg + x10 + x5f + x3k) - (by + byi + byj + bsk)
=x-a+x-b.
3. x-(ab) = (xg + x10 + x5f + x3k) -
[(ap + ayi + ayj + azk)(by + byi + byj + bsk)]
= (%o + x10 + x2j + x3k) -
[ao(by + byi + byj + bsk)
+ a,i(by + byi + byj + b3k)
+ ayj(bg + byi + byj + b3k)
+ azk(by + byi + byj + b3k)]
= (xo + xq0 + x5 + x3k) -
[(apby + agbyi+ agb,j + agbsk)
+ (a1boi — a1by + abk — ab3j)
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+ (azboj — ay,b k — ayb, + a,bsi)
+ (azbok + azbij — azbyi — azbs)]

= Xo - [(agby + agbii + agb,j + agbsk)
+ (a1byi — a1b; + a1bk — a,bsj)
+ (azboj — ay,bik — ayb, + a,bsi)
+ (azbok + azb j — azb,i — azb3)] +
x10 - [(agby + agbii + agb,j + agbsk)
+ (a1boi — a1by + ayb,k — ab3j)
+ (azboj — ayb k — ayby + a,bsi)
+ (azbok + azb j — azb,i — azbs3)] +
x2j * [(aghy + agbyi + agh,j + agbsk)
+ (a1boi — a1by + aybk — ab3j)
+ (azboj — ayb k — ayb, + a,bsi)
+ (azbok + azb j — azb,i — azb3)] +
x3k - [(aghy + agbii + agb,j + agbsk)
+ (a1byi — a1b; + a1bk — a,bsj)
+ (ayboj — ay,bik — ayb, + a,bsi)
+ (azbok + azb,j — azb,i — azb3)]

= [xg - ap(by + b1i + byj + b3k)
+ %9 ayi(by + byi + byj + b3k)
+ xo - azj(by + byi + byj + bzk)
+ xo - azk(by + byi + byj + b3k)] +
[x1i - ag(bg + bii + byj + b3k)
+ x1i - a,i(by + byi + byj + bzk)
+ %10 ayj(by + byi + byj + bsk)
+ xy1 - azk(bg + byi + byj + bsk)] +
[x2] - ag(by + byi + byj + b3k)
+ x,j - a1i(by + byi + b,j + bsk)
+ x,j * ayj(by + byi + byj + bzk)
+ x,j * azk(by + byi + byj + b3 k)] +
[x3k - ag(by + byi + byj + bsk)
+ x3k - a i(by + byi + b,j + bsk)
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+ x3k - a,j(by + byi + b,j + bsk)
+ x3k - ask(by + byi + byj + bsk)]
= [xg - ag(by + byi + byj + b3k)
+ xo - a;i(by + byi + byj + bsk)
+ %9 * ayj(by + byi + byj + b3k)
+ xo - azk(by + byi + byj + b3k)] +
[x1 - agi(by + byi + byj + bsk)
— %1 " ay(by + byi + byj + b3k)
+ x; - ayk(by + byi + byj + bsk)
— %1 " azj(by + byi + byj + bsk)] +
[x5 - agj(by + byi + byj + bsk)
— %, * a1 k(by + byi + byj + b3k)
— Xy * ay(bg + byi + byj + bsk)
+ x, * azi(by + byi + byj + b3k)] +
[x3 - apgk(by + byi + byj + bsk)
+ x5+ aj(by + byi + byj + bsk)
— X3 * ayi(by + byi + b,j + bzk)
— x5 - az(bg + byi + byj + b3k)]
= [(xg ag + x¢ a1l + x¢ - ayj + xq - azk)
+ (X1 - agl — x1 - a4 + xq - ayk — x4 - azj)
+ (% agj —x - a1k — x5 - ay + x, - agi)
+ (x3-agk + x3-aj — x3-ai —x3-asz)]
(b + byi + byj + b3k)
=[(xg-ag—x1-a; —x3-ay — X3 as)
+(xgra;+x1 a9+ x, a3 —x3-0ay)i
+(xpra, —x1-az+x, a9+ x3°a1)j
+ (xg-az+x,-a; —xy-a; + x3 - ag)k]
* (bg + byi + byj + b3k)
= [(xg + x10 + x2J + x3k) - (ag + a1i + azj + azk)]
* (by + bii + byj + bsk)
=(x-a)-b.
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Karena semua syarat terpenuhi, maka dapat disimpulkan bahwa modul kanan
atas gelanggang Quaternion adalah dirinya sendiri.
4.1.3. Bimodul Trinion dan Quaternion

Setelah memperoleh modul kiri Trinion pada 4.1.1. dan modul kanan
Quaternion pada 4.1.2., selanjutnya akan dibentuk suatu (R, S)-Bimodul dimana R
merupakan gelanggang Trinion yang mempunyai modul kiri dengan bentuk
Trinion secara umum dan S merupakan gelanggang Quaternion yang mempunyai
modul kanan dengan bentuk Quaternion secara umum. Agar memudahkan
perhitungan, (R, S)-Bimodul dapat disimbolkan sebagai M.
Teorema 4.1.3. Himpunan M merupakan sekumpulan Bimodul antara Trinion
dan Quaternion dengan bentuk :

M={(rs)|reT,se H}

dimana operasi penjumlahan dan perkaliannya mengikut pada operasi
penjumlahan dan perkalian dalam Trinion dan Quaternion. Untuk setiap
(r1,s1),(ry,s,) € M, maka berlaku :

L (r,s0) +(y,87) = (rp + 12,81 + 53).

2. (r1,50)(ry,52) = (- 13,51 53).
4.2. Gelanggang Matriks Segitiga Formal

Pada subbab 2.1. telah dijelaskan mengenai bentuk umum dari Matriks
Segitiga Formal. Dalam tesis ini, matriks segitiga formal yang digunakan berordo

2 % 2 dengan bentuk sebagai berikut :

T(R,M,S) = {(6 zl)|r ERMEM,sE€ s}.

Dalam tesis ini, elemen-elemen dalam matriks segitiga formal yang
digunakan ialah R yang merupakan Trinion, S adalah Quaternion, dan M adalah
(R, S)-Bimodul.

Teorema 4.2. Misalkan T adalah matriks segitiga formal yang berbentuk :

T = {((TO + Tli + rzj) (m() + mli + mzj Ny + nli + nzj + n:;k))}
0 (so + 510+ 52j + s3k)

dengan aturan penjumlahan dan perkaliannya mengikut pada aturan
perkalian Trinion dan Quaternion. Maka, 7 merupakan Gelanggang Matriks

Segitiga Formal.
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Bukti :
Untuk menunjukkan bahwa Matriks Segitiga Formal 7 merupakan
gelanggang berdasarkan Definisi 2.2., maka a, b,c € T dengan

0= ((ro +ri+ryj) (mg+myi+myj,ng+ni+nyj+ n3k))

0 (So+51i+52j+53k) a
b= ((ro +ri+nrj) (mg+mi+myj,ng+ni+nyj+ n3k)>
0 (So+51i+52j+53k) b'
c= ((ro +ri+rj) (mg+myi+myj,ng+ni+nyj+ n3k)>
0 (s + 10+ s3j + s3k)

Cc

(i). Akan ditunjukkan (T, +) adalah grup komutatif.

(ro+mni+rjy) Mmy+mii+myj,ng+ni+n,j+ n3k)>

a+b=< 0 (sg + s1i+ syj + s3k)

a
<(r0 + i+ 1ryj) (m0+m1i+m2j,n0+n1i+n2j+n3k))
0 (so + 511+ syj + s3k) b

Untuk memudahkan perhitungan, maka penjumlahan matriks diatas akan
dipisah berdasarkan elemen matriks.
ayq = {(ro + i+ 12)a} + {(ro + i + 1))}
Berdasar pada 2.3.2., maka dapat diperoleh hasil :
={(ro + i+ 12)p} + {(ro + i + 12))a}.
azz = {(so + s1i + s5j + 53K) o} + {(sg + 518 + 55 + 53K),}.
Berdasar pada 2.4.2., maka dapat diperoleh hasil :
= {(so + s1@ + 52j + 53K)p} + {(so + 510 + 55 + 53Kk) 4}
ay; = {(mg + myi + myj ,ng + nyi + nyj + ngk) g}
+ {(my + myi + myj ,ng + nqi + nyj + n3k)p}.
Berdasar pada Teorema 4.1.3., maka diperoleh
= [(my + myi + myj), + (my + myi + myj),]
(g + nyi + nyj + nsk) g + (ng + nyi + nyj + ngk),].
Sehingga,
= [(my + myi + myj)p + (Mg + myi + myj),]
[(ng + nyi 4+ nyj + ngk)y, + (ng + nyi + nyj + ngk) .
Karena semua elemen dalam matriks memenuhi a + b = b + a, maka

terbukti bahwa (7, +) merupakan grup komutatif.
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(i). Akan ditunjukkan (T,-) bersifat asosiatif (ab)c = a(bc).
(ab)c = <(r° +rii+ 1)) (mo +myl+myf, ng +nyd + naj + n3k)>
0 (so + 510 + 52j + 53k)

a

((T0+T1i+r2j) (mo +m1i+mzj,no +n1i+n2j+n3k)>
0 (so + s1i+ syj + s3k) b

((ro +ri+rjy) (myg+mi+myj,ng+ngi+nyj+ n3k)>
0 (so + s1i + s2j + s3k)

c
Untuk memudahkan perhitungan, maka perkalian matriks diatas akan
dipisah berdasarkan elemen matriks.
ayy = {(ro + i+ 12)a(ro + i + 12J)p} (o + 1i + 12
Berdasar pada 2.3.2., maka dapat diperoleh hasil :
= (ro + i+ 15)q {(ro + i + 12J)p (o + 11i + 1)) 3
azz = {(so + s1i + 55j + 53K) o (5o + $1i + 555 + 53K) .}
(s + 10 + s5j + s3k)..
Berdasar pada 2.4.2., maka dapat diperoleh hasil :
= (so + 510+ 55) + s3k),
{(sg + s1i + s5J + s3k),(sg + 510+ s,j + s3k) .}
ay; = {(mg + myi + myj,nyg + nyi + nyj + n3k),
(mgy + myi + myj ,ng + nyi + nyj + ngk)p}
(my + myi + myj,nyg + nyi + nyj + n3k),.
Berdasar pada Teorema 4.1.3., maka diperoleh
= [{(mo + mqi + myj)o(mg + myi + myj),p} (Mg + myi + myj) ]
,[(ng + nyi + nyj + n3k),(ng + nyi + nyj + ngk),
(ng + nyi + nyj + n3k).J.
Sehingga,
= [(my + myi + myj) L(mg + myi + myj), (my + mqi + myj). .}l
(g + nqi + nyj + ngk),
(ng + nqi + nyj + n3k),(ng + nqi + nyj + ngk)..
Karena semua elemen dalam matriks memenuhi (ab)c = a(bc), maka

terbukti bahwa (7', +) bersifat asosiatif.
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(iii). Akan ditunjukkan (7", +,-) memenuhi hukum distributif.
1. Distributif Kanan a(b + ¢) = (ab) + (ac).

(ro + i+ ryj) (my+myi+myj,ng+ni+nyj+ ngk))

alb+c) = ( 0 (s + s1i + syj + s3k)

a

((7‘0+T‘1i+7‘2j) (m()+m1i+m2j,n0+n1i+n2j+n3k)>
0 (so + 510+ s3j + s3k) b

4 ((ro + i+ 1)) (mg+myi+myj,ng +ngi+nyj+ n3k)> l
0 (so + sqi + syj + s3k) c
Untuk memudahkan perhitungan, maka perkalian matriks diatas akan
dipisah berdasarkan elemen matriks.
ayy = (ro + i + 1)) oo + i + 1)) + (1o + 11l + 1)) ).
Berdasar pada 2.3.2., maka dapat diperoleh hasil :
={(ro + i+ 12J)a(ro + 11i + 12J)p} + {(ro + 1ai + 12J) o (o + 118 + 12) }-
azz = (So + 516+ 53 + 53K),
{(sg + 510+ 55) + s3k)p + (5o + sqi + S5 + s3k) .}
Berdasar pada 2.4.2., maka dapat diperoleh hasil :
= {(sg + 510+ 52J + 53k) (5 + S0 + S + 53K) )}
+ {(sg + s1@ + s + 53k) o (5o + 510 + 55] + s3k) .}
a; = (mg + myi +myj,ng + nii+ nyj+nsk),
{(mg + myi + myj,ng + nyi + nyj + nzk)y
+ (Mg + mqi + myj ,ng + nyi + nyj + ngk)}.
Berdasar pada Teorema 4.1.3., maka diperoleh :
= {(my + myi + myj ,ng + nqyi + nyj + n3k),
(mg + myi + myj ,ng + nyi + nyj + ngk)p}
+ {(my + mqi + myj ,ng + nqi + nyj + n3k),
(mgy + myi + myj ,ng + nyi + nyj + ngk).}.
2. Distributif Kiri (a + b)c = (ac) + (bc).
(a+b)c = I((ro +ri+ryjy) (mg+myi+ mzj:no +.n1i + nyj + n3k))
0 (sg + 510+ s2j + s3k)

a

4 ((ro +ri+rj) (mg+myi+myj,ng+ni+nyj+ n3k)>
0 (sg + s1i+ s,j + s3k) b

((TO +T‘1i+T2j) (m0+m1i+m2j,n0 +n1i+n2j+n3k)>
0 (sg + 510+ s2j + s3k)

Cc
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Untuk memudahkan perhitungan, maka perkalian matriks diatas akan
dipisah berdasarkan elemen matriks.
ayy = {(ro + i +12))q + (ro + 11i + 1))} (10 + 118 + 125)c.

Berdasar pada 2.3.2., maka dapat diperoleh hasil :

={(ro + i+ 12))a (o + i + 1)} + {(ro + rad + 12)p (o + 11l + 12)) ).
azz = {(So + 510 + 52 + 53k) ¢ + (5o + 510 + 52j + 53K) .}
(so + 516+ s2j + s3k)..
Berdasar pada 2.4.2., maka dapat diperoleh hasil :
= {(sg + 510 + 52) + s3k) (50 + 11 + s + 53k) .}
+ {(sg + s1i + s3j + s3k) (5o + s10 + Sof + s3k) ).
a; = {(mg + myi + myj,ny + nyi + nyj + n3k),
+ (Mg + myi + myj ,ng + nyi + nyj + ngk),}
(my + myi + myj ,ng + nyi + nyj + nzk)..

Berdasar pada Teorema 4.1.3., maka diperoleh

={(my + myi + myj,ny + nyi + nyj + n3k),
(mg + myi + myj ,ng + nyi + nyj + n3k) .}
+ {(my + myi + myj ,ng + nyi + nyj + ngk),
(mg + myi + myj ,ng + nyi + nyj + ngk).}.

Karena semua elemen dalam matriks memenuhi hukum distributif kanan
dan distributif kiri, maka terbukti bahwa (7', +) bersifat distributif.

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa matriks segitiga formal 7" adalah
gelanggang yang juga dapat disebut sebagai Gelanggang Matriks Segitiga Formal.
4.3. Endomorfisma Gelanggang Matriks Segitiga Formal

Endomorfisma merupakan salah satu syarat wajib dalam pembentukan
gelanggang polinom miring. Untuk membuktikan kebenaran suatu endomorfisma,
maka perlu memenuhi beberapa syarat seperti yang dijelaskan pada Definisi
2.2.1.a.

4.3.1. Endomorfisma Gelanggang Trinion

Berikut adalah endomorfisma pada gelanggang Trinion.

Teorema 4.3.1. Jika a = ay + aqi +a,j dan b = by + byi + b,j merupakan
Trinion dengan a(a) = (ag — a,i — ayj) dan a(b) = (by — b,i — byj), maka

berlaku dua syarat, yaitu :
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1. al(a+b)=ala)+ a(b).
2. a(a-b) =ala)-alb).
Bukti :
Ambil a dan b sebarang.
1. a(a+b)=a((ay+ aii+ ayj) + (by + byi+ byj))
= a((ap + by) + (ay + by)i + (a; + by)j)
= (ap + bo) — (az + by)i — (a1 + by)j
= (ap — azi — ayj) + (bg — byi — byj)
= a(a) + a(b).
2. ala-b)=a((ay+ a i+ ayj) - (by+ bii+ byj))
=a((ayg by —a, b, —a,-by)
+ (ag by + ay by —ay - by)i
+ (ag by +aq - by + a, - by)j)
= (ag by —ay " by, —az - by)
—(ag by +aq by +a,-by)i
—(ag by +ay-by—a,-by)j
= (ag — azi — ayj) * (b — byi — byj)
= a(a) - a(b).
Karena kedua syarat terpenuhi, maka a(a) = (ay — a,i —ayj) dan
a(b) = (by — b,i — byj) merupakan suatu endomorfisma pada gelanggang
Trinion.
4.3.2. Endomorfisma Gelanggang Quaternion
Berikut adalah salah satu endomorfisma pada gelanggang Quaternion.
Teorema 4.3.2. Jika x = xq + x1i + x,j + x3k dan y = yy + y,i + y,j + y3k
merupakan salah satu bilangan Quaternion dengan B(x) = (xo — x3i — x5j —
x,1k) dan B(y) = (yo — y3i — y,j — y1k), maka berlaku dua syarat, yaitu :
1. Blx+y)=p)+BM).
2. Blx-y)=px- W)
Bukti :
Ambil x dan y sebarang.
1L BOx+y) = B((xo + x18 + x2) + x3k) + (yo + y1i + ¥2j + y3k))
= B((xo +yo) + (1 + y)i + (xz + ¥2)j + (x5 + y3)k)
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= (xo + y0) — (x3 + ¥3)i — (x2 + ¥2)j — (g + yk
= (xo — x3l — X2j — x1k) + (Yo — ¥3i — ¥2j — y1k)
=)+ p).
2. Bx-y) =PB((xo+x1d + x2 + x3K) - (yo + y1i + ¥2f + y3k))
=B((xo Yo — X1 Y1 — X2 Y2 — X3 Y3)
+ (o Y1+ %1 Yo+ X2 y3 — X3 Y2)i
+ (o Y2 = X1 " Y3+ X2° Yo + X3 ¥1)j
+ (o Y3+ %1y, — X' Y1+ X3 Yo) k)
= (X0 Yo — X1 "Y1~ X2" Y2 — X3 ¥3)
—(xo y3+x1° Y2 — X2 y1 + X3 Yo)i
— (o Y2 = X1 Y3+ X2 Yo + X3 ¥1)j
— (o y1+x1 Yo+ xz2 Y3 — X3 Y2)k
= (xo — 23l = X3] — x1K) - (Vo — y3i — ¥2j — y1K)
=) - ).
Karena kedua syarat terpenuhi, maka B(x) = (xq — x3i — x,j — x1 k)
dan B(y) = (yo — y3i — y,j —y1k) merupakan suatu endomorfisma pada
gelanggang Quaternion.

4.3.3. Endomorfisma Bimodul Trinion dan Quaternion
Karena Bimodul M merupakan gabungan dari modul kiri Trinion dan
modul kanan Quaternion, maka endomorfisma yang digunakan juga merupakan

gabungan dari endomorfisma Trinion dan endomorfisma Quaternion.

Teorema 4.3.3. Jika a,b € T dimana a = ay + a,i+ ayj,b = by + byi + b,j
dengan a(a) = (ag — azi — a4j), a(b) = (by — byi — byj), dan x,y € H
dimana  x = (xg + x1i + x5 + x3k),y = (yo + y1i + y,j + y3k)  dengan
B(x) = (xog — x3i — xoj —x;k)dan  B(¥) = (Vo — y3i — y2j —y1k), maka
berlaku dua syarat, yaitu :

1 y((ax)+by)=y(@x)+yby)

2. y((a,x)-(by)) =y(a,x) y(b,y)
dimana, y(a, x) = (a(a), f(x)) dan y(b,y) = (a(b), (¥)).
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4.4, Pengkonstruksian Gelanggang Matriks Segitiga Formal

Gelanggang Matriks Segitiga Formal selanjutnya akan dikonstruksi
menjadi Gelanggang McCoy Miring dan Gelanggang Armendariz Miring dengan
menggunakan endomorfisma yang telah diperoleh pada subbab 4.3.

44.1. Gelanggang a-Skew McCoy dan Gelanggang o-Skew Armendariz
Berikut adalah hasil pengkonstruksian Gelanggang Matriks Segitiga

Formal menjadi Gelanggang o-Skew McCoy dan Gelanggang o-Skew Armendariz.

Teorema 4.4.1. Misalkan

o ((7”0 +ri+15)) (Do +D1l+D2j,q0+ qii+ qoj + CI3k)>
0 (so + 510+ s2j + s3k)

_ ((7”0 =1l — 1) (Do — D2l —P1J 90 — Gz — q2J — fhk))
0 (sg — s3i — s5j — s1k)

merupakan suatu endomorfisma gelanggang dari T'[x; o], maka
Tl o] = Z ((7”0 +ri+1yj) (po + pil+ D2 '.Clo + f?1i +q,j + CI3k)> Xk
0 (so + s1i+ s9j + s3k) ,
termasuk bagian dari Gelanggang o-Skew McCoy dan Gelanggang o-Skew
Armendariz.
Bukti :
Ambil,
u(x), v(x) € T[x; a]\{0}.
Kasus 1
Misalkan,
u(x) = uy + uyx, dimana
u = ((7”0 tri+1)) (Po+Pil+p2j,qo+ail+qxj+ Q3k))
l 0 (so + s1i + s3j + s3k) i
dan v(x) = vy + v,x, dimana
. = ((ao taii+azj) (xo+xi+ %3] ,y0 +yil +yof + J’3k)>
] 0 (b + byi + byj + b3k) j
untuk setiap i,j = 0 dan 1.
Maka, hasil perkalian u(x)v(x) harus bernilai 0 dengan 0 berbentuk matriks
segitiga formal, sehingga diperoleh :
u()v(x) = (up + uyx)(vo + v1%)

= Uy Vo + Uy V1 X + Uy (V) x + uy o(vy) x?
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= Uy Vo + (Ug 1 + u; 0(vg)) x + uy o (vy) x2
=0.
Dari perkalian u(x)v(x) diperoleh tiga hal, yaitu
1. uygvy=0.
2. ugv;+u o) =0.
3. wu,o(v)=0.
Tiga hal diatas akan menjadi modal dalam penentuan bentuk umum
u(x), v(x). Selanjutnya, dari modal pertama akan diperoleh nilai dari u, dan v,.
Begitu pula dengan modal ketiga akan diperoleh nilai dari u; dan v;. Sehingga
untuk modal kedua akan dibuktikan kebenaran nilai yang diperoleh dari modal

pertama dan modal ketiga.

1. Akan ditunjukkan u, vy = 0.
e D = ((To +ni+nj) (Do +P1i+P2]"CI0+CI1i+CI2]'+CI3k)>
0o 0 (so + sqi + spj + s3k) o

l((ao taii+azj) (X +xi+X2),y0 +y1l+ yof + 3’3")) l
0 (bg + byi + byj + bsk) ol
Untuk memudahkan perhitungan, maka perkalian matriks diatas akan dipisah

berdasarkan elemen matriks.
ayy = {(ro + rii + r2f)oH(ao + a1i + azj)o}
=1y(ay + a1i + ayj) + ryi(ag + aqi + ayj) + rj(ag + aqi + ayj)
=109 + 1oaqi + 19a,j + riiay + rii ai +ryiayj +1ryj ag +1ryj aqd
+ 12 azj.
Karena diketahui bahwa ij = ji = —1,i% = j,j> = —1, maka
=190 + Toaql + 19a,j +agl +ryaj —ryay; +15a0f — 15 a1 — 1y Ayl

= (rpag —1m a; — 1 a1) + (ga;, + rag — 1, ax)i+ (pa; +ry a; + 1, ag)j

=0+ 0i + 0j.

Atau,

(l) oo — 71 A — T, A1 = 0

(ll) o4 + Qg — 1 a,; = 0 (1)
(lll) oy + raq + T ag = 0

Sehingga dari persamaan (1) diperoleh,

To -7, -1
Ao |+ a, ) + a, -1 | = 0.
L§) L] To
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Karena diantara a,, a;, a, ada yang tidak nol, maka vektor-vektor

) () )

tidak bebas linear (bergantung linear). Oleh karena itu,
ro —7‘2 _Tl
det <[r1 To _T2]> =
R N To

B-rd+r} 43 =0 . (2)

Atau,

Karena diketahui bahwa,
-1+ +3rgnr = (o =1 + )¢+ 12+ 1+ 1oy + Ty — ToTy).
Maka,
=3ron1y + 3oy = (rg — 1 + 1) (¢ + 12 + 18 + 11 + Ty — 1oTy)
0 =(y—1+1)G¢ +12+718 +191 + 1415 — ToT).
Jika suatu perkalian menghasilkan nol maka salah satu atau keduanya
bernilai nol. Untuk hal ini, kita akan membuktikan bahwa 0 = (r§ + rf +
T2 + 191y + 11Ty — ToT).
Maka, 18 + 12 + 17 + 11y + 115, — 191, = 0
21¢ + 21 + 21 + 2ryry + 2141, — 2197, = 0
e+ri+ri+ré+ri+ri gt -1 =0
E+ri+ror) + @i+ +rm)+ (¢ +1i—1yr) =0
(ro+1)?+ (rp+12)? + (o —12)* =0
Sehingga dari persamaan (2) dapat disimpulkan ry = —1; = 15.
Selanjutnya, apabila nilai r, = —r; = r, disubtitusikan ke persamaan (1),
maka diperoleh —ay + a; — a, = 0 sehingga disimpulkan a; = aq + a,.
= {(so + 518 + s2J + 53K) o H(bo + byi + byj + b3k)o}
= 5o (bg + byi + byj + bsk) + s,i (by + byi + byj + bsk)
+ s,j (b + byi + byj + bsk) + s3k (by + byi + byj + b3k)
= Soby + Sobqi + Sobyj + Sobsk + sqiby + s1ibyi + s1ib,j + s,ibsk
+ s,jby + Syjbii + s,jbyj + s,jbsk + s;kby + s3kbqi + s;kb,j
+ s3kbs k.
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Karena diketahui bahwa ij = k, jk = i, ki = j, i = j> = k* = —1, maka

= Soby + Sgbqi + Sobyj + Sobzk + s1byi — s1b; + s1bk — s1b3j + s,byj

— Syb1k — s;by + S,b30 + S3bgk + s3b1j — S3b,1 — S3b3
= (sobg — S1by — S3b, — s3b3) + (Soby + s1bg + S,b3 — s3b3)i

+ (soby — S1b3 + sybg + s3b1)j + (sobs + s1b;, — s3by + s3bg)k
=0 + 0i + 0j + Ok.

Atau,
(l) Sobo - Slbl - Szbz - 53b3 =0
(ll) SObl + Slb() + 52b3 - S3b2 =0 l
(lll) Sobz - Slb3 + Szbo + S3b1 = 0 .................
(lv) Sob3 + Sle - SZbl + 53b0 =0 }
Sehingga dari persamaan (3) diperoleh,
b, —b, —b, —bs
b, bo bs —by | _
So b, + 54 b, + 5, b + 53 b, = 0.
b3 bz _bl bo
Karena diantara s, s;, S», S3 ada yang tidak nol, maka vektor-vektor
bo\ /—bi\ /—by\ /—b3
by bo bs —b;
by |'\ =bs |’\ bo |'\ b1
b3 b, —b, bo

tidak bebas linear (bergantung linear). Oleh karena itu,

by —b, —b, —bs
by by b3 —b,
b, —bs; by by
bs b, —by b

det

Atau,

bt — bt 4 bt — bt 420263 — 2622 =0 e

(bg + by + 2b2b2) — (bt + b5 — 2b?b2) = 0

Misalkan, b3 = x, b3 = y, b? = u dan b? = v, maka diperoleh
(2 +y2+2xy) — (W2 +v2+2uv) =0
x+y)2—-(w+v) =0
x+y+tu+v)(x+y—u—-v)=0

(b§ + b3 + bf + b3)(b§ + b — bi — b3) = 0.
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Jika suatu perkalian menghasilkan nol maka salah satu atau keduanya bernilai
nol. Persamaan (4) mempunyai banyak solusi, sehingga satu solusi yang
dipilih yaitu by = b; = b, = b3 = 0 dengan s, s4, S5, S3 Sebarang.
={(ro + i + 120} {(x0 + x40 + x25) , (Vo + Y18 + y2j + y3k)o}
+ {(po + p1i + p2J), (qo + @11 + q2J + q3k)oH(bo + byi + byj + bsk)o}
={(ro + rl + 1) (x0 + x18 + x3J) , (Yo + Y1l + yoj + y3k)}
+{(po + p1i + p2J) , (qo + q1i + q2j + q3k)(bo + byi + byj + bsk)}
= {(ro + 1@ + 1)) (g + x40 + x2§) + (po + p1i + p2j)}
Ao + y1i+ y2j + y3k) + (qo + qui + q2j + q3k)(by + byi + byj + b3k)}
= (0 + 0i + 0j), (0 + 0i + 0j + Ok).
Untuk lebih memudahkan perhitungan, bagian Trinion dan Quaternion akan
dipisah sementara.
1. Trinion
= (rg + 1i + 12)) (X0 + x40 + x2) + (po + pri + p2Jj)
= 19(x0 + x10 + x2) + 1r1i(xg + x10 + x5§) + 15 (%o + x10 + x2))
+ (po + p1i + p2))
= ToXg + ToXql + 19XzJ + 1yixy + ryixqi + ryix,j + 1pfxo + 1ojx41
+ 1ojx2§ + (o + Pl + p2J).
Karena diketahui bahwa ij = ji = —1,i? = j, j2 = —1, maka
= 19X + ToX11 + ToXaJ + 1yXol + TiX1J — 11Xy + 1aXgJ — T2X1 — TaXo1
+ (po + p1l + p2))
= (roxg — 11Xy — 11 + po) + (roxy + 11X — 12x5 + py)i

+ (roxz + 11%1 + 2% + P2)j

=0+ 0i + 0j.

Atau,

(1). 19xXo—TXy =Xy = =Py e (5)
(i) moxp+mxo—TX2=—p1 (6)
(i), roxy +1rxg Frxg=—pP2 e (7

Pada a4, telah diketahui bahwa ry = —r; = r,, maka

(1).  —1ixe —1rx; + 11X = —Po.
(”) —T‘1X1 + rle + T1x2 = _pl'
("l) _T']_xz + Tlxl - Tle = _pz.
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Atau,

(). m(=xg+x1—x)=—=b0 e, (8)
(i) mloo—x+x)=-pr 9)
(i), i(=xg+x1—x2) =—=b2 e, (10)

Dari pers. (8), pers. (9) dan pers. (10) diperoleh p, = —p; = p,. Dimana
p1 = —11(xo — x1 + x3).

Karena diketahui p, = —p;, maka dari pers. (5) dan pers. (6)
diperoleh x; = x, + x, sehingga disimpulkan p, = p; = p, = 0.
Quaternion
= (Yo + y1i + y2j + y3k)

+ (qo + g1 + q2j + q3k) (b + byi + byj + bsk)
= (Yo + y1i + yoj + y3k) + qo(bg + byi + byj + b3k)
+ q,i(by + byi + byj + bzk) + q,j(by + byi + byj + b3k)
+ q3k(bg + byi + b,j + b3k)
= (Yo + Y1+ y2j + y3k) + qobo + qob1i + qob2j + qobsk + q4ibg
+ q1ibyi + q1ibyj + q1ibsk + q2jbo + q2jb1i + q2jboj + q2jbsk
+ q3kby + q3kb,i + q3kb,j + q3kbs k.
Karena diketahui bahwa ij = k, jk = i, ki = j,i* = j? = k* = —1, maka
= (Yo + y1i + ¥2j + ¥3k) + qobo + qob1i + qob2j + qobsk + q1 b
— q1b1 + q1b2k — q1b3j + q2boj — q2b1k — q2by + q2b3i + q3bok
+ q3b1j — qzbl — q3bs3
= (qobo — q1b1 — q2b; — q3bs +¥o) + (qoby + q1bo + q2b3 — q3b; + y1)i
+ (qobz — q1bs + q2bo + q3by + ¥2)j + (qobs + q1b; — qz2by + q3bo + y3)k
=0+ 0i + 0j + Ok.
Atau,
(1)-  qobo — q1b1 — q2b2 — q3b3 = —Y,.
(i). qob1 + q1bo + q2b3 — q3by; = —y1.
(iii). qobz — q1b3 + q2bo + q3by = —y>.
(V). qobz + q1by — q2by + q3by = —y3,

Pada a,, telah diketahui bahwa b, = b; = b, = b; = 0, sehingga

dapat disimpulkan y, = y; = y, = y3 = 0dan qy, 91,92, q3 # 0.
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Selanjutnya, apabila dituliskan kembali kedalam bentuk matriks, maka

matriks u, dan v, adalah sebagai berikut

w = ((7’0 — 1ol +19j) (0+0i+0j,q0 +qi+qzj+ Q3k)>
0 0 (sg + sqi + s5j + s3k) o

_ ((ao + (ap + ay)i + ayj (xo+(x0+x2)i+x2j,0+0i+0j+0k)>
Yo = 0 0+ 0i + 0j + Ok o

Sehingga dapat disimpulkan bahwa hasil perkalian uyv, akan bernilai 0

jika bentuk matriks u, dan v, seperti diatas.

2. Akan ditunjukkan u; o(v,) = 0.
u; o(vy) = ((’”0 +rii+1) (ot pii+pa),(qo+ qii+ g + qgk)>
! ! 0 (50+51i+52j+53k) 1

o <(ao + ai+ azj)  (xo +x90 + x2)), (Yo + y1i + o + 3’3k))
0 (bg + byi + byj + bsk) L

_ ((7”0 +ri+ 1) (Po+p1i+p2j),(qo+ qii+ qzj + Q3k)>
0 (so + 510+ s2j + s3k) 1

((ao —axi —ayj)  (xg — 220 —x1j), (Yo — y3i — ¥of — J’1k))
0 (bg — bsi — byj — b, k) 1 |

Untuk memudahkan perhitungan, maka perkalian matriks diatas akan dipisah
berdasarkan elemen matriks.
ayy = {(ro + mi + 1)1 H(ao — azi — aj)q}

=19(ap — axi — ayj) + ni(ap — azi — ayj) + r2j(ag — axi — a+j)

=T1yag — ToAxl — 1paqJ + riiay — il ayi —rii aqj +ryj ag — 1yj ayi

—12j aqj.
Karena diketahui bahwa ij = ji = —1,i* = j, j> = —1, maka
=T1y0g — ToAl —ToaqJ + 1Al — 11 Ay + 11 a1 + 13 apf + 15 a5 + T a4

= (rpap + 1 a1 + 1, az) + (rag —rpa; + 1, ai+ (rp ag — roa; — 11 az)j

=0 + 0i + 0j.

Atau,

(l) oo + raq + T a, = 0

(i0). nag—Tyay + 1, a; =0 b (11)
(lll) nag — 1y — 1L Ay = 0
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Sehingga dari persamaan (11) diperoleh,

To r 1Y)
ay "+ aq 3 + a, —19 | = 0.
Y ) -n

Karena diantara a,, a;, a, ada yang tidak nol, maka vektor-vektor

() )

tidak bebas linear (bergantung linear). Oleh karena itu,
Th T T2
det ([7’1 T2 —TOD = 0.
rn -1y —n
Atau,

8 —rS+r + 3o, =0 (12)
Karena diketahui bahwa,
-1+ 43 = (o =1 + )¢+ 12+ i+ 1 + Ty, — 1oTy)
maka,
=311y + 3oy = (1o — 11 + 1) (¢ + 12+ 18 + 191 + Ty — 1oTy)
0 =0y—1 +1)0E + 18 + 17 + 191, + 141y — T0T,).
Jika suatu perkalian menghasilkan nol maka salah satu atau keduanya
bernilai nol. Untuk hal ini, kita akan membuktikan bahwa 0 = (r§ + ¥ +
T2 + 191y + 111y — ToT).
Maka, 18 + ¥ + 1§ + 1ory + 141, — 191, = 0
218 + 212 + 21} 4 21yry + 211y, — 2197, = 0
e+ +ri+ré+ri+ri o+, — o1, =0
C+ri+ror) + @i+ +rm)+ ¢ +1i—1yr) =0
(o +71)?+ (rn +1)° + (o —12)* =0
Sehingga dari persamaan (12) dapat disimpulkan r, = —r; = r,. Selanjutnya,
apabila nilai ry = —r; = r, disubtitusikan ke persamaan (11), maka diperoleh

—ay + a; — a, = 0 sehingga disimpulkan a; = a, + a,.

= {(so + 510 + 52J + 53K)1H{(bo — b3i — baj — b1Kk)1}
= Sp (bo - bgi - sz - blk) + Sli (bo - b3i - sz - blk)
+ s,j (bg — b3i — byj — b1k) + s3k (by — b3i — b,j — b1 k)
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= Soby — Sob3i — sqbyj — sob 1k + sqiby — s1ib3i — s{ibyj — s1ib;k
+ S,jbg — Syjbzi — s,jbyj — s,jbik + s3kby — s3kbsi — s3kb,j
— s3kb, k.
Karena diketahui bahwa ij = k, jk = i, ki = j,i* = j? = k* = —1, maka
= Soby — Sob3l — sgbyj — sob1k + s1byi + s1b3 — s bk + s1byj + s,boj
+ syb3k + s;b, — Sybqi + S3bgk — s3b3j + s3byi + s3by
= (sobg + S1b3 + s3b, + s3by) + (s1by — Sobs — Syby + s3by)i
+ (s1by — Soby + s3bg — S3b3)j + (s3bg — Sgb; — S1b, + Syb3)k
=0+ 0i + 0j + Ok.
Atau,

(D).  sobg + s1b3 + syby + 53b; =0
(ii). s1bg — sob3 — S3b; + s3b, = 0
(iii). s1by — Soby + Syby — s3b3 =0
(iv). s3bg — sgb; — S1by + s,b3 =0

————
~
[
w
N—r

Sehingga dari persamaan (13) diperoleh,

bo bs b, by
—bs by —by b, | _
So b, + 54 b, + s, b + 53 b, = 0.
—b; —b, bs bo
Karena diantara s, s1, S2, S3 ada yang tidak nol, maka vektor-vektor
bo b3 b, by
—bs by —by b,
—=by |'\ by |\ bo |'\ —b3
—by/ \=b, bs by
tidak bebas linear (bergantung linear). Oleh karena itu,
b b3 b b
—bs by —by byf|_
det —b, b, by —bs||” 0.
—by —by b3 by
Atau,
by — b + b3 — b3 + 2bZb%2 —2b2b2 =0 e, (14)

(bg + by + 2b2b%) — (bt + b5 — 2b2b2) = 0

Misalkan, b2 = x,b2 = y,b? = u dan b2 = v, maka diperoleh
(x2+y%2+2xy) — W? +v?2+2uv) =0
x+y)>2-(w+v)>=0
x+y+tut+tv)(x+y—-u—-v)=0
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(b2 + b2 + b? + b2)(b2 + b2 — b? — b2) = 0.
Jika suatu perkalian menghasilkan nol maka salah satu atau keduanya bernilai
nol. Persamaan (14) mempunyai banyak solusi, sehingga satu solusi yang

dipilih yaitu by = b; = b, = b3 = 0 dengan s, 54, S5, S3 Sebarang.

={(ro + i + 1)1} {(xo — x28 — x1J) , (Yo — ¥3i — y2j — y1K)1}
+ {(po + p1i + p2J), (qo + q1i + q2J + q3k)1 H{(bo — bsi — byj — by k)4}
={(ro + i+ 12J) (xo — X280 — x1J) , (Vo — y3i — y2j — y1K)}
+ {(po + p1i + p2) . (qo + g1 + q2J + q3k)(bo — b3i — byj — b, k)}
={(ro + i+ 12J) (xg — X208 — x1J) + (po + p1i + p2J)}
Ao — y3i — y2)j = y1K) + (qo + q1i + q2j + q3k)(bg — bsi — byj — by k)}
= (0 + 0i + 0j,0 + 0i + 0f + Ok).
Untuk lebih memudahkan perhitungan, bagian Trinion dan Quaternion akan
dipisah sementara.
1. Trinion
= (1o + 1 + 12J) (%0 — X208 — x1J) + (po + p1i + p2J)
= 19(Xo — X210 — x9J) + r1i(xo — X2@ — x1J) + 12J (X0 — X218 — x1J)
+ (po + p1i + p2j)
= 19Xg — ToX2l — T9XqJ + 1ixg — 1qixXad — 1qixX1J + 12jXg — 12JX51
— 1ojx1j + (po + p1i + D2j)-
Karena diketahui bahwa ij = ji = —1,i? = j, j2 = —1, maka
= 19Xg — ToX2l — 19X1J + Xl — T Xof + T1X1 + 1aXgJ + ToXy + X0
+ (po + p1i + p2))
= (roxo + 11X + 12X5 + po) + (11X — 19X + 11 + py)i

+ (rpxg — 19Xy — 11X + P2)j

=0+ 0i + 0j.

Atau,

(1). 1moxg+rxi+rx,=—=po e (15)
(i), mxo—ToXz +1Xy =—p1 (16)
(i), mxg — 719Xy —TX2 = —p2 (17)

Pada a4, telah diketahui bahwa ry = —r; = r,, maka

(). —Tixg— 71Xy + 11X = —Po.
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(”) —T'1x1 + T'1x0 + T'1x2 = _pl'

(i), —ryxy + ryxy —1ryxe = —py.

Atau,

(). m(=xg+x1—x)=—bo e, (18)
(i) nlo—x+x)==-p1 (19)
(i), (=xg+x1—x2) =—=b2 e, (20)

Dari pers. (18), pers. (19) dan pers. (20) diperoleh p, = —p; = p,.
Dimana p; = —r;(xo — x; + x). Karena diketahui p, = —p;, maka dari
pers. (15) dan pers. (16) diperoleh x; = xy + x, sehingga disimpulkan
Po=p1=p2=0.

Quaternion
= (Yo = y3i = yoj — y:1k)
+ (qo + q1i + q2j + q3k)(by — b3i — byj — by k)
= (Yo — ¥3i — ¥2J — y1K) + qo(bo — b3i — byj — b1 k)
+ qqi(bg — b3i — byj — b1k) + q,j(by — bsi — b,j — b, k)
+ qsk(by — bsi — byj — by k)
= (Yo — ¥3i — ¥2J — 1K) + qobo — qobsi — qob2j — qob1k + q1ib,
— quib3i — q1ibyj — qqibik + q2jbo — q2jb3i — q2jbaj — q2jb1k
+ q3kby — q3kbsi — q3kb,j — q3kb k.
Karena diketahui bahwa ij = k, jk = i, ki = j,i* = j?> = k* = —1, maka
= (Yo — ¥3& — ¥2J — ¥1K) + qobo — qobsi — qob2j — qob1k + q1 byl
+ q1b3 — q1byk + q1b1j + q2boj + q2bsk + q2b; — q2b11 4 g3bok
—q3bsj + qzbyi + q3b;
= (qobo + q1b3 + q2b; + q3by +¥o) + (q1bo — qobs — q2b1 + q3by + y1)i
+ (q1b1 — qob2 + qz2bo — q3bs + y2)j + (q2b3 — qob1 — q1b2 + q3bo + y3)k
= 0 + 0i + 0j + Ok.
Atau,
(1)-  qobo + q1bs + q2b; + q3b; = —Yo.
(i). g1bo — qobs — qz2b1 + q3b; = —y1.
(iii). q1b1 — qobs + q2bo — q3bz = =y,
(V). g2bs — qoby — q1b; + q3by = —ys.
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Pada a,, telah diketahui bahwa b, = b; = b, = b3 = 0, sehingga dapat
disimpulkan yy = y1 = ¥, = y3 = 0 dan qo, 41,492,935 # 0.
Selanjutnya, apabila dituliskan kembali kedalam bentuk matriks, maka

matriks u; dan v, adalah sebagai berikut

w = ((To — 1ol +19j) (0+0i+0j,q0 +qi+qzj+ Q3k)>
1 0 (sg + s + sj + s3k) L

ap+ (ag+ay)i+ayj (xg+ (xg+x)i+x,j,0+0i+0j+0k)
vlzl( 0 0+ 0i + 0j + Ok )J

Sehingga dapat disimpulkan bahwa hasil perkalian u,v, akan bernilai 0
jika bentuk matriks u; dan v; seperti diatas.

Dapat dilihat bahwa matriks u, dan u; mempunyai bentuk yang sama.
Begitu pula dengan v, dan v; yang mempunyai bentuk yang sama. Sehingga
dapat disimpulkan bahwa modal kedua yang merupakan perkalian uyv; dan
u,0(vy) juga bernilai 0.

Sehingga untuk u(x) = uy + u;x dan v(x) = vy + v;x mempunyai
bentuk umum u; dan v; dengan i = 0,1 sebagai berikut.

u = ((To — 1ol +70f) (0+0i+0j,q0 +qii+qzj+ Q3k)>
¢ 0 (sg + sqi+ s,j + s3k) ;

ap+ (ag +az)i+ayj (xg+ (xg+ x3)i +x,j,0+0i+ 0j + 0k)
”izl( 0 0+ 0i + 0 + Ok )ll
Kasus 2
Misalkan,
u(x) = ug + u;x + u,x?, dimana

u = ((7”0 +ri+1j) (Po+pil+p2)),(qo + qui+ q2f + Q3k))

l 0 (sg + 510+ s2j + s3k) ;

dan,
v(x) = vy + v1x + v,x?, dimana

_ ((ao +ai+ayj) (xo +x90 +x2)), o + Y1l + yoj + J’3k)>

Vi = 0 (bo + byi + byj + b3k)

J
untuk setiap i,j = 0,1,dan 2.
Maka, hasil perkalian u(x)v(x) harus bernilai 0 dengan 0 berbentuk matriks

segitiga formal, sehingga diperoleh :
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u(@v(x) = (ug + ugx + ux?)(vy + v1x + v,x2)
= Uy Vg + Uy V1 X + Uy Vx2 +uy 0(vg) x + uy o(vy) x?
+ uy 0(vy) x3 + uy vox? + up v1x3 + uy vyxt
= uy v + (uo vy + Uy 0(vg))x + (ug vy + uy (V1) + Uy v)x?
+ (uy 0(vy) + uy v1)x3 + uy vyxt
=0.
Dari perkalian u(x)v(x) diperoleh lima modal, yaitu
1. uyvy=0
2. ugvitu o) =0
3. uyvytu o) +u,vy=0
4., w o) +u,v,=0
5 U, vy, =0
Berdasar pada Kasus 1 diatas, maka dari modal pertama dan modal
kelima dapat disimpulkan bahwa bentuk dari u, dan u, sama. Begitu pula dengan
bentuk dari v, dan v,. Maka pada modal ketiga yang merupakan perkalian antara
uyv, dan u,v, juga akan bernilai 0. Sehingga, dari modal ketiga diperoleh
u, o(vy) = 0.
Kembali berdasar pada Kasus 1, maka nilai dari u, dan v, adalah

((ro — 1ol + 1) (0+0i+0j,q0 + qii+ qoj + qgk)> l
1

= 0 (sg + s1i + s,j + s3k)

_ (a0+(a0+a2)i+a2j (%9 + (xo +x2)i+x2j,0+0i+0j+0k)>
e 0 0 + 0i + 0j + Ok A

Dapat dilihat bahwa wu, u;, u, mempunyai bentuk matriks yang sama.
Begitu pula dengan vy, vy, v, yang mempuyai bentuk matriks yang sama.
Sehingga untuk  u(x) = ug+ ux + up,x?  dan  v(x) = vy + vyx + vyx2
mempunyai bentuk umum u; dan v; dengan i = 0,1,2 sebagai berikut.

u - ((ro — 1ol +10§) 0+ 0i+0j,(qo +q1i+qzj + q3k)>
¢ 0 (so + s1i+ s5j + s3k) ;

o (a0+(a0+a2)i+azj (% + (xg +x2)i+x2j,0+0i+0j+0k))
Vi 0 0 + 0i + 0 + Ok |
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Kasus 3
Misalkan, u(x) = ug + u;x + u,x? + uzx3, dimana

w = <(7"0 +ri+1)) (Po+piit+p2),(qo+qii+q.j+ Q3k)>
: 0 (sg + 510+ s2j + s3k)

i
dan, v(x) = vy + v1x + v,x% + v3x3, dimana
v = ((ao + aBi tazj)  (Xo + x10 + x25) r.(yO +_y1i +yo) + }’3k))
(bo + byi + byj + b3k) j
untuk setiap i,j = 0,1, 2,dan 3.
Maka, hasil perkalian u(x)v(x) harus bernilai 0 dengan 0 berbentuk matriks
segitiga formal, sehingga diperoleh :
u()v(x) = (ug + ux + upx? + uzx®) (v + vix + vyx? + v3x3)
= Uy Vo + U V1 X + Ug VX2 + Uy v3x3 + uy 0(vy) x + uy o(vy) x2
+uy 0(vy) x3 + uy 0(v3) x* + uy vox? + up v1x3 + uy vyxt
+ Uy v3x° + uz 0(vy) x3 + uz 0(vy) x* + uz o(vy) x°
+ uz o(v3) x°
= uy v + (Uo vy + Uy 0(g))x + (ug vy + uy 3(vy) + Uy V) x?
+ (uo v3 + uy a(vy) + Uy vy + uz a(wy) )3
+ (uy 0(v3) + uy vy + uz a(vy))x*
+ (up v3 + uz 0(v,)) x° + uz o(vs) x°
=0.
Dari perkalian u(x)v(x) diperoleh tujuh modal, yaitu
1. uyvy=0
Uy v, +uy0(vy) =0

Ug Uy +u10'(171)+u2 v0=0

2
3
4. ugvs+tu o) tu, vy +uzo(wy) =0
5. w o) +tu,vy,+uzo(v) =0
6. uyvs+uzo(vy) =0
7. uzo(v;) =0

Berdasar pada Kasus 1, maka dari modal pertama dan modal ketujuh
diperoleh bentuk dari uy, us, vy dan v;. Karena u,, v, telah diketahui, maka dari

modal kedua dapat diperoleh nilai dari u; dan v; yaitu sebagai berikut.
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U, =

((To — 1ol +19j) (0+0i+0j,q0 +qi+qzj+ Q3k))
0 (so + 510+ s5j + s3k) L

_ (ao +(ap+ay)i+ayj (xg+ (xg+x)i+x,j,0+0i+0j+ Ok)
e 0 0 + 0i + 0j + Ok A
Selanjutnya karena us, v telah diketahui, maka dari modal keenam dapat

diperoleh nilai dari u, dan v, yaitu sebagai berikut.

" = ((7”0 — 1ol +19j) (0+0i+0j,q0 +q1i+qzj+ CI3k))
2 0 (sg + s + 55j + s3k) 5

ap+ (ag+az)i+ayj (xg+ (xg+x3)i+x,j,0+0i+0j+ 0k)
v2=l( 0 0+ 0@ + 0j + Ok )zl

Dapat dilihat bahwa bentuk dari ug,uq, u,, u; sama dan begitu pula
dengan v,, v, v,, 3 juga mempunyai bentuk yang sama. Sehingga untuk u(x) =
Ug + U + upx? +uzx® dan v(x) = vg + vix + v,x?% + v3x3  mempunyai
bentuk umum u; dan v; dengan i = 0,1,2,3 sebagai berikut.

u = ((7”0 —roi+1j) (0+0i+0j,q0 +qii+qzj+ Q3k)>
¢ 0 (sg + s1i+ s5j + s3k) ;

_ ((ao + (ag +az)i+ayj (xg+ (xg+2x3)i+x25,0+0i+0j+ Ok)>
Vi 0 0+ 0i + 0j + Ok |
Kasus 4
Misalkan, u(x) = X, u,x™, dimana

u = ((7”0 +ri+1)) (Po+pii+p2),(qo+qii+q.j+ Q3k))
l 0 (so + 516+ s2j + s3k) ;

dan, v(x) = XL, vpx™, dimana

v = ((ao +ari+ayf) (xo+x18+x2J), (Vo + y1i+ y2j + }’3"))
J 0 (by + byi + byj + b3k) j
untuk setiap0 < i <ndan0 <j <m.
Maka, hasil perkalian u(x)v(x) harus bernilai 0 dengan 0 berbentuk matriks
segitiga formal, sehingga diperoleh :
u()v(x) = (ug +ugx + -+ upx™)(vy + v1x + - + v x™)
= UgVg + UU1 X + - + Uy Uy x™TT

=0.
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Dari perkalian u(x)v(x), diperoleh sebanyak n + m + 1 modal. Masing-
masing modal memiliki jumlahan index yang berbeda dan berada pada interval
0<i+j<n+m.

Karena gelanggang matriks segitiga formal merupakan gelanggang
polinom miring, maka :

1. Untuk i ganjil, perkalian antara w;v; menjadi u; o (v;).

2. Untuk i genap, perkalian antara u;v; tetap.

Maka dapat disimpulkan bahwa untuk setiap u(x), v(x) € T [x; 0]\{0}

dengan

n
u(x) = Z ((7"0 =1l +719f) (0+0i+0j,q0 +qii+qzj + Q3k)) X

= 0 (so + 516+ s2j + s3k) ;
1=
()_i<(a0+(a0+a2)i+a2j) (xO+(xo+x2)i+x2j,0+0i+0j+0k)> ;
vix T4 0 0+ 0i + 0j + Ok e
]:

sedemikian sehingga u(x)v(x) = 0, maka u;v; = 0, untuk setiap 0 < i <n dan
0 <j < m. Maka Gelanggang Matriks Segitiga Formal merupakan Gelanggang
o-Skew Armendariz.

Selanjutnya, untuk membuktikan bahwa gelanggang matriks segitiga
formal merupakan gelanggang o-skew McCoy, yaitu dengan menunjukkan

terdapat ¢ € 7\{0} yang memenuhi u(x)c = 0.

Kasus 1
Pilih ¢ = vyv,, maka
u(x) ¢ = (uy + u x) (Vo)
= Uy Vo V1 + Uy 0(vy) a(vy)x.
Pada modal pertama dan modal kedua dalam kasus 1 sebelumnya telah
diketahui u, vy, = 0 dan u; o(v,) = 0. Sehingga dapat disimpulkan u(x) ¢ = 0.
Maka terdapat ¢ = vyv,, sedemikian sehingga Gelanggang Matriks Segitiga

Formal 7 [x; 0] merupakan Gelanggang o-Skew McCoy.
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Kasus 2
Pilih ¢ = vyv; + v1v,, maka
u(x) ¢ = (ug + urx + upx?) (Vo + V1)
= UVl + UV V2 + Uy 0(V) o(V)x + uqy (V) o(v,)x

+ Uy Vo V1X2 + Uy Uy Vox2

Pada modal dalam kasus 2 telah diketahui beberapa hal yaitu uy,v, = 0,
ugv; =0, u,o0(vy) =0, uyo(vy) =0, uy,vy =0,dan  u,v; = 0. Sehingga
dapat disimpulkan u(x) ¢ = 0. Maka terdapat ¢ = vyv; + v1v,, sedemikian
sehingga Gelanggang Matriks Segitiga Formal T'[x; o] merupakan Gelanggang o-
Skew McCoy.

Kasus 3
Pilih ¢ = vyv; + Vv, + V5, maka
u(x) ¢ = (ug + ugx + upx? + ugx®) (Vovy + V1V, + v,v3)
= UgVoVq + UV V5 + UgVaV5 + Uy (V) 0(v1)x + uy 0(vy) a(vy)x
+ u,0(1,) 0(V3)X + Uy VU1 X2 + UV VX2 + Uy VU, V3X 2
+ uz0(vy) o(w)x3 + uzo(vy) o(v,)x3 + uzo(v,) o(v3)x3.
Pada modal dalam kasus 3 telah diketahui beberapa hal yaitu uy,vy, = 0,
U1 =0, uyvy, =0, uo(vy) =0, u;o0(vy) =0, uyo(vy) =0, uyvy =0,
uv; =0, uyv, =0, uzo(vy) =0, uzo(vy) =0, dan uzo(v,) = 0. Sehingga
dapat disimpulkan u(x)c=0. Maka terdapat c = vyv; + v v, + V,Vs,
sedemikian sehingga Gelanggang Matriks Segitiga Formal 7' [x; o] merupakan
Gelanggang a-Skew McCoy.
Dari ketiga kasus diatas dapat disimpulkan, Vu(x), v(x) € T [x; c]\{0}

sedemikian sehingga u(x)v(x) = 0, maka terdapat
m
c= vjVj41 € T\{0}
=0

]

dimana, v; € v(x) yang memenuhi u(x)c =0. Maka Gelanggang

Matriks Segitiga Formal merupakan Gelanggang o-Skew McCoy.
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Contoh 4.4.1.

Misalkan f(x) = ((2 —2i+2j) (0+0i+0j,1+2i+3j+ 4k)>

0 (4 +3i+2j+1k)
((1—1i+1j) (0+0i+0j,2+2i+1j+3k))
0 2+ 1i+3j+ 1k)

_(2+43i+1) (1—1i—2j,0+0i+0j+0k))
da”g(x)_( 0 0 + 0i + 0j + Ok +

(—1+2i+31j (1+3i+2j,0+0i+0j+0k)>
0 0 + 0i + 0j + Ok X

dimana f(x),g(x) € T[x;o]. Akan dibuktikan bahwa T [x;o] merupakan
Gelanggang o-skew McCoy, Gelanggang a-Skew m-McCoy, Gelanggang o-Skew
Armendariz dan Gelanggang o-skew m-Armendariz.

Bukti :

Akan ditunjukkan bahwa f(x) g(x) = 0.

[(2=2i+2)) (0+0i+0j,1+2i+3j+4k)
f(x)g(x)_[( 0 (4 + 3i + 2j + 1k) )

((1—1l+1]) (0+0i + 05, 2+21+1]+3k)) ]
(2 + 1i + 3j + 1k) x

[(2+31+1] 1-1i-2j, 0+Ol+0]+0k))+
0+ 0i+0j+ 0k

( 1+21+31] (1+3i+72j, 0+0l+0]+0k)) ]
0+ 0i + 0j + Ok x

[ (2—21+2]) (0+01+0],1+21+3]+4k)>
(4+3i+2j+1k)

<2+3i+1j (1—1i—2j,0+0i+0j+0k)>]

0 0+ 0i+0j+ 0k
+[((2—2i+2j) (0+0i+0j,1+2i+3j+4k))
0 (4+3i+2j+ 1k)
(—1+2i+31j (1+3i+2j,0+0i+0j+0k)) ]
0 0 + 0i + 0j + Ok x
+[((1—1i+1j) (O+0i+0j,2+2i+1j+3k))
0 (2+ 1i+3j+ 1k)
<2+3i+1j (1—1i—2j,0+0i+0j+0k)>]
0 0+ 0i+0j+ 0k
N [((1—1i+1j) (O+0i+0j,2+2i+1j+3k))
0 (2+1i+3j+ 1k)
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(—1+2i+31j (1+3i+2j,0+0i+0j+0k)>x]

0 0 + 0i + 0j + Ok
_[((2—2i+2j) (0+0i+0j,1+2i+3j+4k)>
B 0 (4 +3i+2j+ 1k)
<2+3i+1j (1—1i—2j,0+0i+0j+0k))]
0 0+ 0i+0j+ 0k
+[((2—2i+2j) (0+0i+0j,1+2i+3j+4k))
0 (4+3i+2j+ 1k)
(—1+2i+3j (1+3i+2j,0+0i+0j+0k)>x]
0 0+ 0i + 0j + Ok
+[((1—1i+1j) (O+0i+0j,2+2i+1j+3k))
0 2+ 1i+3j+ 1k)
(2+3i+1j (1—1i—2j,0+0i+0j+0k)) ]
o 0 0+ 0i + 0j + Ok x
+[((1—1i+1j) (0+0i+0j,2+2i+1j+3k))
0 2+ 1i+3j+ 1k)
(—1+2i+3j (1+3i+2j,0+0i+0j+0k)) 2]
o 0 0 + 0i + 0j + Ok x
_((O—0i+0j) (O+0i+0j,0+0i+0j+0k))
B 0 (0 + 0i + 0j + Ok)
+<(O—0i+0j) (0+0i+0j,0+0i+0j+0k)>
0 (0 + 0i + 0j + 0k)
+<(0—0i+0j) (0+0i+0j,0+0i+0j+0k)>
0 (0 + 0i + 0j + 0k)
+<(0—0i+0j) (0+0i+0j,0+0i+0j+0k)> 5
0 (0 + 0i + 0j + Ok) X
_((0—0i+0j) (0+0i+0j,0+0i+0j+0k))
- 0 (0 + 0i + 0j + Ok)
+<(O—0i+0j) (0+0i+0j,0+0i+0j+0k)>
0 (0+0i+0j + 0k)
+<(O—0i+0j) (0+0i+0j,0+0i+0j+0k)> .
0 (0 + 0i + 0j + Ok) x

Dari perkalian diatas dapat dilihat bahwa f(x) g(x) akan bernilai 0.
Begitupun dengan hasil perkalian f;g; dimana f; € f(x) dan g; € g(x) yang
menghasilkan 0. Sehingga dapat disimpulkan bahwa Gelanggang Matriks Segitiga

Formal merupakan Gelanggang o-Skew Armendariz.
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Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa terdapat ¢ € 77 sehingga memenubhi

flx)c=0.

Pilihc=<2+3l+1] (1—11—2],0+0l+0]+0k)>

0 0 + 0i + 0j + Ok
(—1+2i+3j (1+3i+2j,0+0i+0j+0k))
0 0 + 0i + 0j + Ok

(2= 2i+2)) (O+0i+0j,1+2i+3j+4k))
Maka, f(x)e = [( 0 (4 + 30+ 2j + 1K)

<(1—1l+1]) (0+0i+0j, 2+21+1]+3k)) ]
(2 + 1i + 3j + 1k) x

(2+31+1] 1-1i-2j, 0+0l+0]+0k))
0+ 0i+0j+ 0k

( 1+21+3] 1+3i+2j, 0+Ol+0]+0k)>
0+ 0i+0j+ 0k

((2—21+2]) (0+0i+0j, 1+21+3]+4k)>
(4+3i+2j+ 1k)

( +3l+1] (1-1i-2j, 0+01+O]+0k))
0+ 0i+0j+ 0k

( 1+21+3] 1+3i+72j, 0+Ol+0]+0k)>]
0+ 0i+0j+ 0k

[((1—1l+1]) (0+0i+0j, 2+21+1]+3k))
2+ 1i+3j+ 1k)

+

(2 3i+1 (1-1i-2j, 0+0l+0]+0k)>
0+ 0i+0j+ 0k

1+21+3] 1+3i+2j, 0+Ol+0]+0k)>]
0+ 0i+0j + 0k

(( —2l+2]) (0+0i+ 0j, 1+2l+3]+4k))
(4+3i+2j+1k)

( +3l+1] (1-1i-2j, 0+Ol+0]+0k))
0+ 0i+0j+ 0k

( 1+21+3] 1+3i+2j, 0+Ol+0]+0k)>]
0+ 0i+0j+ 0k

N [((1—1i+1j) (0+Oi+0j,2+2i+1j+3k))

0 (2+ 1i+3j+ 1k)
0(2+3i+1j (1—1i—2j,0+0i+0j+0k))
0 0+ 0i + 0j + Ok
(—1+2i+3j (1+3i+2j,0+0i+0j+0k)> ]
7 0 0+ 0i + 0j + Ok x
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_((O—Oi+0j) (0+Oi+0j,0+0i+0j+0k))

0 (0 + 0i + 0j + Ok)
+<(0—Oi+0j) (0+Oi+0j,0+0i+0j+0k))
0 (0+ 0i + 0j + Ok)

Dapat dilihat bahwa untuk
= <2+3i+1j (1—1i—2j,0+0i+0j+0k))

0 0+ 0i + 0j + Ok
(—1+2i+3j (1+3i+2j,0+0i+0j+0k)>
0 0 + 0i + 0f + Ok

memenuhi f(x)c = 0. Sehingga dapat disimpulkan bahwa Gelanggang Matriks
Segitiga Formal merupakan Gelanggang o-Skew McCoy. Selanjutnya, karena
Matriks Segitiga Formal hanya memiliki satu bilangan nilpotent maka, untuk
pembuktikan diatas juga berlaku untuk membuktikan bahwa Gelanggang Matriks
Segitiga Formal juga merupakan Gelanggang o-Skew m-McCoy dan Gelanggang
o-Skew m-Armendariz.
4.4.2. Gelanggang o-Skew r-McCoy dan Gelanggang o-Skew m-Armendariz
Berikut adalah hasil pengkonstruksian Gelanggang Matriks Segitiga
Formal menjadi Gelanggang o-Skew m-McCoy dan Gelanggang o-Skew -
Armendariz.
Teorema 4.4.2. Satu-satunya elemen nilpoten dari T'[x; o] adalah 0, sehingga
f(x)g(x) = 0 € N(T[x; a]). Maka Gelanggang Matriks Segitiga Formal T[x; o]
termasuk salah satu bagian dari gelanggang o-Skew m-McCoy dan gelanggang
o-Skew -Armendariz dengan ¢ adalah endomorfisma gelanggang.
Bukti :
Elemen a disebut elemen nilpoten dari satu gelanggang jika terdapat
bilangan bulat positif n sedemikian sehingga a® =a-a-a-a--a = 0. Dalam
gelanggang matriks segitiga formal, hanya memiliki satu elemen nilpoten yaitu 0.

Sehingga untuk gelanggang o-Skew 7-McCoy, terdapat

m
c= Zgjgj+1 € T\{0}
=0

J
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yang memenuhi f(x)c € N(T[x; g]) dimana elemen nilpotennya adalah
0 sehingga f(x)c = 0. Sedangkan untuk gelanggang o-Skew m-Armendariz,
untuk setiap f; € f(x) dan g; € g(x), maka f;g; = 0 € N(T'[x; o).

Jadi disimpulkan bahwa Gelanggang Matriks Segitiga Formal merupakan

Gelanggang o-Skew 7-McCoy dan Gelanggang o-Skew m-Armendariz.
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BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

Pada bab ini akan dibahas mengenai kesimpulan dari hasil pembahasan
pada bab sebelumnya dan saran untuk peneliti selanjutnya.
5.1. Kesimpulan
Dari pembahasan pada Bab 1V, dapat disimpulkan bahwa :
1. Gelanggang Matriks Segitiga Formal 7[x; o] merupakan Gelanggang o-
Skew McCoy karena terdapat dua polinomial f(x),g(x) € T[x; a]\{0}

dimana,

n

Flx) = Z <(T0 —rol+79f) (0+0i+0j,q0+ qii+qoj + CI3k)> X

£ 0 (so + 510+ s2) + s3k) i
m
()_Z((a0+(a0+a2)i+azj) (xo+(x0+x2)i+x2j,0+0i+0j+0k)> i
gx‘,o 0 0+ 0i + 0j + Ok e
j=

sedemikian sehingga, f(x)g(x) = 0. Dan terdapat

m
c= Zgjgj+1 € T\{0}
-

]

yang memenuhi f(x) ¢ = 0.

2. Gelanggang Matriks Segitiga Formal T'[x; o] merupakan Gelanggang o-
Skew m-McCoy karena terdapat dua polinomial f(x),g(x) €
T [x; 0]\{0}, sedemikian sehingga f(x)g(x) € N(T[x; o]). Dan terdapat
c € 7\{0} yang memenuhi f(x) ¢ € N(T[x; ]) dimana elemen nilpoten
pada Gelanggang Matriks Segitiga Formal hanya ada satu yaitu 0.

3. Gelanggang Matriks Segitiga Formal T'[x; o] merupakan Gelanggang o-
Skew Armendariz karena terdapat dua polinomial f(x),g(x) €
T [x; 0]\{0} dimana,

n

Flx) = Z <(7”0 — 1ol +1j) (0+0i+0j,q0+qii+qzj+ Clsk)) X

L 0 (so + 510+ s2j + s3k) ;
m
()_Z((a0+(a0+a2)i+azj) (xo+(x0+x2)i+x2j,0+0i+0j+0k)> j
gx‘,o 0 0+ 0i + 0 + Ok e
]:

sedemikian sehingga, f(x)g(x) = 0, maka f;g; = 0.
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4. Gelanggang Matriks Segitiga Formal T [x;o,m] dengan 7 =0
merupakan Gelanggang o-Skew m-Armendariz karena terdapat dua
polinomial f(x),g(x) € T[x; o,m]\{0}, sedemikian sehingga
f(x)g(x) € N(T[x;0,m]). Maka, fig;i=0€ N(T[x;0,m]) dimana
elemen nilpoten pada Gelanggang Matriks Segitiga Formal hanya ada
satu yaitu 0.

5.2. Saran

Sebagai salah satu bentuk matriks yang unik karena merupakan gabungan
dari bilangan Trinion, bilangan Quaternion dan Bimodul diantara keduanya,
Gelanggang 7'[x; ] memiliki masih banyak hal yang dapat dikembangkan oleh
peneliti selanjutnya, diantaranya ialah dengan mengembangkan ordo dari Matriks
tersebut, juga dengan mengganti endomorfisma pada masing masing bilangan
yang akan berpengaruh terhadap bentuk f(x) dan g(x). Selain itu, peneliti
selanjutnya juga dapat mengganti bilangan ¢ yang terdapat pada Definisi

Gelanggang o-Skew McCoy.
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