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ABSTRAK 

Small Area Estimation adalah metode yang digunakan untuk menghasilkan estimasi 

yang lebih akurat untuk parameter populasi di area kecil atau subpopulasi. Metode 

SEBLUP merupakan salah satu metode estimasi SAE dengan mempertimbangkan 

adanya hubungan spasial antar area kecil dan memasukkan variabel random efek 

spasial dalam penduga EBLUP. Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan model 

terbaik berdasarkan nilai ARRMSE antara penduga EBLUP dengan penduga 

SEBLUP. Estimasi parameter pada penelitian ini menggunakan metode maximum 

likelihood. Hasil penelitian ini menunjukkan bahwa ketika terdapat efek korelasi 

spasial antar area, maka hasil pendugaan SEBLUP akan lebih presisi dibandingkan 

pendugaan EBLUP yang ditinjau dari jumlah area yaitu kecil, sedang, dan besar. 

Hal ini ditunjukkan dengan nilai ARRMSE untuk tiap kategori dari penduga 

SEBLUP memiliki nilai ARRMSE terendah ketika diberikan efek spasial yang 

besar (𝜌 = 0.75). 

Kata kunci : Small Area Estimation, Maximum Likelihood, EBLUP, SEBLUP, 

ARRMSE 
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ABSTRACT 

 

Small Area Estimation is a method used to produce more accurate estimates for 

population parameters in small areas or subpopulations. The SEBLUP method is 

one of the SAE estimation methods by considering the spatial relationship between 

small areas and including random spatial effect variables in the EBLUP estimation. 

This research aims to obtain the best model based on the ARRMSE value between 

the EBLUP estimator and the SEBLUP estimator. Parameter estimation in this 

study used the maximum likelihood method. The results of this research show that 

when there is a spatial correlation effect between areas, the SEBLUP estimation 

results will be more precise than the EBLUP estimation in terms of the number of 

areas, namely small, medium and large. This is shown by the ARRMSE value for 

each area category from the SEBLUP estimator which has the lowest ARRMSE 

value when large spatial effects are given (𝜌 = 0.75). 

Keywords: Small Area Estimation, Maximum Likelihood, EBLUP, SEBLUP, 

ARRMSE 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Survei adalah metode pengumpulan data yang digunakan untuk 

mengumpulkan informasi dari sejumlah sampel individu atau unit statistik dalam 

suatu populasi yang lebih besar. Untuk menduga parameter populasi wilayah yang 

lebih besar, seperti provinsi, kabupaten, atau kota, berbagai survei biasanya 

menggunakan pendekatan pendugaan langsung (direct estimation) untuk menduga 

parameter populasi. Namun, dalam kasus di mana jumlah sampel yang digunakan 

tidak mencukupi atau bahkan tidak tersedia sama sekali, pendekatan yang 

digunakan untuk menduga parameter populasi menjadi tidak valid sehingga 

dikembangkan metode Small Area Estimation (SAE) untuk mengatasi masalah 

tersebut. 

SAE adalah metode yang digunakan untuk menghasilkan estimasi yang lebih 

akurat untuk parameter populasi di area kecil atau subpopulasi dalam survei. SAE 

dapat dikelompokkan menjadi dua model dasar yakni model berbasis area dan 

model berbasis unit. Pada model berbasis area, estimasi parameter populasi 

dilakukan dengan menggunakan data pendukung yang tersedia hanya pada level 

area tertentu. Sedangkan pada model berbasis unit, estimasi parameter populasi 

dilakukan dengan menggunakan data pendukung yang bersesuaian secara individu 

dengan data respon. Menurut Ningtyas, dkk (2005) dalam SAE, terdapat bebearapa 

pendekatan yang dapat digunakan seperti Hierarchical Bayes (HB), Empirical 

Bayes (EB), dan Empirical Best Linear Unbiased Prediction (EBLUP). 

EBLUP merupakan metode pengembangan dari metode BLUP (Best Linear 

Unbiased Prediction) dengan memperhitungkan estimasi parameter dari model 

pendugaan sampel kecil dengan variasi antar area kecil. Pengembangan EBLUP 

dari BLUP diawali oleh Rao (1999) yang mengusulkan sebuah pendekatan untuk 

memperkirakan parameter populasi pada level area kecil dengan memasukkan 

estimasi parameter dari model sampel kecil dan variansi antar area kecil. 

Selanjutnya, Prasad dan Rao (2002) mengusulkan pendekatan yang lebih kompleks 
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dengan mempertimbangkan adanya hubungan spasial antar area kecil dan 

memasukkan variabel random efek spasial dalam penduga EBLUP yang dikenal 

dengan istilah penduga Spatial Empirical Best Linear Unbiased Prediction 

(SEBLUP). Sebuah penelitian oleh Nusrang, dkk (2017) menunjukkan Penduga 

SEBLUP akan memberikan hasil dugaan yang lebih baik dibandingkan dengan 

penduga EBLUP. Namun dalam beberapa kasus, penentuan matriks pembobot 

spasial juga memberikan pengaruh yang cukup signifikan dalam memberikan 

pendugaan SEBLUP yang optimum.  

Berdasarkan uraian tersebut, maka penulis tertarik untuk mendapatkan hasil 

pendugaan terbaik menggunakan model SEBLUP, namun juga memperlihatkan 

hasil pendugaan model EBLUP sebagai model dasar, dengan melihat nilai error 

terkecil. Dalam penelitian ini, indikator ARRMSE (Average Relative Root Mean 

Square Error)  yaitu Galat Rata-rata Relatif Mean Kuadrat Akar yang digunakan 

untuk menggambarkan seberapa baik model memprediksi nilai sebenarnya dengan 

memperhitungkan rata-rata relatif dari akar kuadrat dari kesalahan kuadrat antara 

prediksi dan nilai sebenarnya. Semakin rendah nilai ARRMSE, semakin baik 

kinerja model dalam memprediksi data. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Rumusan masalah pada penelitian ini yaitu bagaimana kebaikan model antara 

penduga EBLUP dengan penduga SEBLUP ? 

 

1.3 Batasan Masalah 

Batasan masalah pada penelitian ini yaitu. 

1. Data yang digunakan yaitu data Simulasi yang dibangkitkan dengan kondisi 

tertentu disebabkan data aktual yang dibutuhkan tidak dipublikasikan oleh BPS 

sebagai penyedia data resmi pemerintah.  

2. Model yang digunakan yaitu model level area, karena data yang tersedia berupa 

area kecil atau subpopulasi. 

3. Pembobot spasial yang digunakan yaitu matriks queen.  
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1.4 Tujuan Penelitian 

Tujuan pada penelitian ini yaitu mendapatkan model terbaik berdasarkan nilai 

ARRMSE antara penduga EBLUP dengan penduga SEBLUP. 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat dari penelitian ini yaitu: 

1. Diharapkan dapat menjadi bahan pembelajaran dalam menambah wawasan 

mengenai SEBLUP dalam pendugaan area terkecil. 

2. Diharapkan dapat memberikan landasan yang kuat untuk penggunaan praktis 

atau penelitian lebih lanjut dalam bidang ini. 
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BAB II  

TINJAUAN PUSTAKA 

 

2.1 Small Area Estimation   

Menurut Rao (2003), suatu area dikatakan besar apabila ukuran sampel pada 

area tersebut mampu menghasilkan presisi pendugaan yang baik dengan penduga 

langsung. Sebaliknya, suatu area dikatakan “kecil” apabila ukuran sampel pada area 

tersebut tidak cukup untuk menunjang penduga langsung agar mampu 

menghasilkan presisi pendugaan yang baik. Pendekatan lain seringkali diperlukan 

untuk mengatasi permasalahan tersebut, salah satunya adalah penduga tak 

langsung. Penduga tak langsung “meminjam informasi” dengan menggunakan nilai 

peubah dari sampel pada area lain yang terkait dengan area yang diamati. 

2.1.1 Pendugaan Langsung 

Pendekatan klasik untuk menduga parameter populasi didasarkan pada 

aplikasi model disain penarikan sampel (design based) dan penduga yang 

dihasilkan dari pendekatan itu disebut penduga langsung (direct estimation). Data 

hasil survei ini dapat digunakan untuk mendapatkan penduga yang terpercaya dari 

total maupun rata-rata populasi suatu area atau domain dengan jumlah sampel yang 

besar (Gosh & Rao, 1994). Adapun formula untuk memperoleh penduga langsung 

sebagai berikut (Ningtyas dkk., 2015): 

𝑦𝑖 =
1

𝑛𝑖
∑ 𝑦𝑖𝑗,      𝑖 = 1,2, . . , 𝑚,   𝑗 = 1,2, … , 𝑛𝑖

𝑛𝑖

𝑗=1

                   (2.1) 

Keterangan: 

𝑦𝑖 : penduga langsung rata-rata respon dari area ke-𝑖 

𝑦𝑖𝑗 : nilai respon dari amatan ke-𝑗 area ke-𝑖 

𝑛𝑖 :  jumlah amatan area ke-𝑖 
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Menurut Sudjana (2005) rumus varians untuk penduga langsung adalah sebagai 

berikut: 

𝑆𝑖
2 =  

𝑛𝑖 ∑ 𝑦𝑖𝑗
2 − (∑ 𝑦𝑖𝑗)

2𝑛𝑖
𝑗=1

𝑛𝑖(𝑛𝑖 − 1)
                                         (2.2) 

Pengukuran seberapa baik penduga langsung dapat dilihat dengan 

menggunakan nilai Mean Square Error (MSE). Adapun rumus MSE penduga 

langsung menurut (Rao, 2003) adalah sebagai berikut: 

𝑀𝑆𝐸(𝑦𝑖) =
𝑠𝑖

2

𝑛𝑖
                                              (2.3) 

Keterangan: 

𝑠𝑖
2 : ragam dari penduga langsung untuk area ke-𝑖 

𝑛𝑖  : jumlah amatan area ke-𝑖 

 

2.1.2 Pendugaan Tidak Langsung 

Pada pendugaan SAE terdapat dua jenis model dasar yang digunakan, yaitu 

model level area dan model level unit. Pada penelitian ini menggunakan model 

berbasis area, yang didasarkan pada ketersediaan data pendukung hanya pada level 

area tertentu, misalkan 𝒙𝒊 = (𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2,, … , 𝑥𝑖𝑝)
𝑇
 dengan parameter yang akan diduga 

adalah 𝜃𝑖 yang merupakan fungsi dari rata-rata peubah respon dan diasumsikan 

mempunyai keterkaitan dengan 𝑥𝑖 dengan mengikuti model sebagai berikut:  

𝜃𝑖 = 𝒙𝒊
𝑻𝜷 + 𝑧𝑖𝑣𝑖 ,                     𝑖 = 1, … , 𝑚                               (2.4) 

Keterangan: 

𝒙𝒊
𝑻 : variabel penyerta, yaitu variabel yang memiliki pengaruh langsung terhadap    

variabel yang akan di duga  

𝑧𝑖 : konstanta bernilai positif 

𝜷 : vektor dari parameter yang bersifat tetap berukuran 𝑝 × 1  
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𝑚 ∶ jumlah area kecil 

𝑣𝑖 ∶  efek acak daerah yang diasumsikan berdistribusi normal dan independen 

dengan 𝐸(𝑣𝑖) = 0 dan 𝑉𝑎𝑟 (𝑣𝑖) = 𝜎𝑣
2.  

Kesimpulan mengenai 𝜃𝑖 dapat diketahui dengan mengasumsikan bahwa model 

penduga langsung 𝑦𝑖 telah tersedia yaitu : 

𝑦𝑖 = 𝜃𝑖 + 𝑒𝑖 ,                   𝑖 = 1,2, … , 𝑚                                    (2.5) 

dengan, 𝑒𝑖 : error dari pemilihan daerah sampel yang berdistribusi normal 𝐸(𝑣𝑖) =

0 dan 𝑉𝑎𝑟 (𝜀𝑖) = 𝜓𝑖 . 

Selanjutnya dengan mensubstitusikan Persamaan (2.4) ke Persamaan (2.5) 

diperoleh model gabungan yang disebut sebagai model berbasis area, yaitu: 

𝑦𝑖 =  𝒙𝒊
𝑻𝜷 + 𝑧𝑖𝑣𝑖 + 𝑒𝑖 ,    𝑖 = 1, … , 𝑚                                     (2.6) 

dengan asumsi 𝑣𝑖 dan 𝑒𝑖 saling bebas (Rao, 2003). 

 

2.1.3 Metode Empirical Best Linear Unbiased Prediction  

Asumsi dasar dalam pengembangan untuk model pendugaan area kecil adalah 

keragaman di dalam area kecil peubah respon dapat diterangkan oleh hubungan 

keragaman yang bersesuaian pada informasi tambahan yang disebut pengaruh tetap. 

Asumsi lainnya yaitu bahwa keragaman spesifik area kecil tidak dapat diterangkan 

oleh informasi tambahan dan merupakan pengaruh acak area kecil. Gabungan dari 

dua asumsi tersebut membentuk model pengaruh campuran. Henderson (1975) 

mengembangkan teknik penyelesaian model pengaruh campuran untuk 

memperoleh prediksi tak-bias linear terbaik (Best Linear Unbiased Prediction). 

Menurut Rao (2003), BLUP merupakan suatu pendugaan parameter yang 

meminimumkan Mean Squared Error (MSE) diantara kelas-kelas pendugaan 

parameter linear tak bias lainnya. BLUP dihasilkan dengan asumsi bahwa 

komponen ragam diketahui. Model dasar dalam pengembangan pendugaan area 

kecil didasarkan pada bentuk model linier campuran sebagai berikut : 
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𝑦𝑖 = 𝜃𝑖 + 𝑒𝑖 = 𝒙𝒊
𝑻𝜷 + 𝑧𝑖𝑣𝑖 + 𝑒𝑖 ,                  𝑖 = 1,2, … , 𝑚            (2.7) 

Menurut Rao (2003) penduga BLUP yang terbentuk bagi 𝜃𝑖 = 𝒙𝒊
𝑻𝜷 + 𝑣𝑖 adalah: 

𝜃𝑖
𝐵𝐿𝑈𝑃  = 𝒙𝒊

𝑻𝜷̂ + 𝛾𝑖(𝑦𝑖 − 𝒙𝒊
𝑻𝜷̂) = 𝛾𝑖𝑦𝑖 + (1 − 𝛾𝑖)𝒙𝒊

𝑻𝜷̂               (2.8) 

dengan, 𝛾𝑖 =
𝜎𝑣

2

𝜎𝑣
2+𝜓𝑖

 

 Metode BLUP yang dikembangkan Henderson (1953, 1975) mengasumsikan 

diketahuinya komponen ragam pengaruh acak dalam model linier campuran, 

padahal dalam kenyataannya, komponen ragam ini tidak diketahui. Oleh karena itu 

maka penduga ini harus terlebih dahulu diduga. Harville (1977) dalam papernya 

menulis tentang pendugaan komponen ragam dengan menggunakan Maximum 

Likelihood (ML) atau dengan metode Restricted Maximum Likelihood (REML). 

Bentuk dari (𝜎̂𝑢
2), baik melalui proses ML atau REML merupakan estimator 

𝜎𝑣
2, sehingga 𝜃𝑖 menjadi: 

    𝜃𝑖
𝐸𝐵𝐿𝑈𝑃 =  𝛾𝑖̂𝑦𝑖 + (1 − 𝛾𝑖̂)𝒙𝒊

𝑻𝜷̂                          (2.9)  

Menurut Prasad dan Rao (1990), misalkan 𝜃 merupakan suatu parameter dan 

𝜃𝑖̂ merupakan taksiran dari parameter 𝜃. MSE dari 𝜃𝑖̂ didefinisikan sebagai berikut: 

𝑀𝑆𝐸 (𝜃𝑖̂
𝐸𝐵𝐿𝑈𝑃

) =  𝑔1𝑖(𝜎𝑢
2) + 𝑔2𝑖(𝜎𝑢

2) + 𝑔3𝑖(𝜎𝑢
2)                            (2.10) 

Keterangan: 

𝑔1𝑖(𝜎𝑢
2) =  

𝜎𝑣
2𝜓𝑖

𝜓𝑖 + 𝜎𝑣
2

: 𝛾𝑖 + 𝜓𝑖 

𝑔2𝑖(𝜎𝑢
2) = (1 − 𝜓𝑖)2𝑥𝑖

𝑇 [∑
𝑥𝑖𝑥𝑖

𝑇

𝜓𝑖 + 𝜎𝑣
2

𝑚

𝑖=1

]

−1

𝑥𝑖 

𝑔3𝑖(𝜎𝑢
2) = [

𝜓𝑖

(𝜓𝑖 + 𝜎̂𝑣
2)

] 

Nilai MSE dari suatu taksiran parameter memiliki peranan penting untuk diketahui, 

diantaranya adalah untuk mengukur seberapa baik taksiran parameter yang 

diperoleh. 
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2.1.4 Metode Spatial Empirical Best Linear Unbiased Predictor  

 Misalkan vektor 𝒚 = (𝑦1, … , 𝑦𝑚)𝑇, 𝒗 = (𝑣1, … , 𝑣𝑚)𝑇 dan 𝒆 = (𝑒1, … , 𝑒𝑚)𝑇, 

dan matriks 𝑿 = (𝑥1
𝑇, … , 𝑥𝑚

𝑇 )𝑇  dan 𝒁 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑧1, … , 𝑧𝑚). Berdasarkan definisi 

vektor dan matriks tersebut, maka Persamaan (1) dalam notasi matriks adalah :  

     𝒚 = 𝑿𝜷 + 𝒁𝒗 + 𝒆                 (2.11) 

 Model dengan pengaruh spasial yang digunakan dalam model SAE adalah 

Simultaneously Autoregressive models (SAR). Model SAR dengan vektor pengaruh 

acak area 𝒗 memenuhi: 

     𝒗 = 𝜌𝑾𝒗 +  𝒖                                                   (2.12) 

Keterangan: 

𝜌 ∶ koefisien Spatial Autoregressive yang menunjukan kekuatan dari hubungan 

spasial antar pengaruh acak 

𝑾 : matriks pembobot spasial berukuran 𝑚 × 𝑚 

𝒗  : pengaruh acak area berukuran 𝑚 × 1 

𝒖  : vektor error dari pengaruh acak area berukuran 𝑚 × 1 

Persamaan (2.12) dapat dituliskan kembali menjadi: 

     𝒗 = (𝑰 − 𝜌𝑾)−1𝒖                                       (2.13) 

dengan 𝑰 adalah matriks identitas berukuran 𝑚 × 𝑚. Dari Persamaan (2.13) dapat 

dilihat bahwa rata-rata 𝒗 adalah 0 dan matriks koragam 𝒗(𝑮) adalah sebagai berikut 

𝑮 = 𝐸[𝒗𝒗𝑻] = 𝐸[((𝑰 − 𝜌𝑾)−1𝒖)((𝑰 − 𝜌𝑾)−1𝒖)𝑇] 

 = 𝐸[(𝑰 − 𝜌𝑾)−1𝒖𝒖𝑇((𝑰 − 𝜌𝑾)−1)𝑇] 

= (𝑰 − 𝜌𝑾)−1𝐸[𝒖𝒖𝑇]((𝑰 − 𝝆𝑾)−1)𝑇  

= (𝑰 − 𝜌𝑾)−1𝜎𝑢
2𝑰((𝑰 − 𝜌𝑾)−1)𝑇  

= 𝜎𝑢
2(𝑰 − 𝜌𝑾)−1((𝑰 − 𝜌𝑾)−1)𝑇  

 = 𝜎𝑢
2[(𝑰 − 𝜌𝑾)(𝑰 − 𝜌𝑾)𝑇]−1  
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Persamaan (2.13) dimasukkan ke dalam Persamaan (2.11) menghasilkan: 

    𝒚 = 𝑿𝜷 + 𝒁(𝑰 − 𝜌𝑾)−1𝒖 + 𝒆                                (2.14) 

Matriks koragam dari 𝒚 dengan 𝑹 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜓𝑖) adalah: 

𝑽 = 𝑹 + 𝒁𝑮𝒁𝑻  

                                     = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜓𝑖) + 𝒁𝜎𝑢
2[(𝑰 − 𝜌𝑾)(𝑰 − 𝝆𝑾𝑻)]−1𝒁𝑻               (2.15) 

Keterangan: 

𝑹 : matriks covarian dari error 

𝒁 : matriks tetapan dengan nilai 1 dan 0  

𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜓𝑖) : matriks diagonal berukuran 𝑚 × 𝑚 dengan elemen-elemen selain 

diagonal utama bernilai 0 dan diagonal utama bernilai 𝜓𝑖 

𝜓𝑖 : ragam error dari daerah ke-i.  

Sehingga bentuk dari 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜓𝑖) adalah sebagai berikut:  

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜓𝑖) = ([
𝜓1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜓𝑖

]) 

Pendugaan terhadap SEBLUP, dengan rumus penduga EBLUP model SAR adalah: 

𝜃𝑖
𝑆𝐸𝐵𝐿𝑈𝑃(𝜎̂𝑢

2, 𝜌̂) = 𝒙𝒊
𝑻𝜷̂  +  𝒃𝒊

𝑻 {𝜎̂𝑢
2 [(𝑰 − 𝜌̂𝑾)(𝑰 −  𝜌̂𝑾)𝑇]−1}𝒁𝑇 ×

            {𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜓𝑖 ) + 𝒁𝜎𝑢
2[(𝑰 − 𝜌𝑾)(𝑰 − 𝜌𝑾)𝑇]−1𝒁𝑇}−1 (𝑦𝑖 −  𝑿𝜷̂)       (2.16)  

dengan  𝜷̂ =  (𝑿𝑻𝑽−𝟏𝑿)−𝟏 𝑿𝑻𝑽−𝟏𝒚 serta 𝑏𝑖
𝑇 = (0,0, … ,0,0,1, … ,0). 

Penduga dari 𝑀𝑆𝐸[𝜃𝑖
𝑆𝐸𝐵𝐿𝑈𝑃(𝜎̂𝑢

2, 𝜌̂)] diperoleh dengan mengikuti hasil dari 

Harville dan Jeske (Harville dan Jeske 1992 dalam Pratesi dan Salvati 2008) dan 

kemudian dikembangkan menjadi model dengan koragam terampat (generalized 

covariances), yaitu :  

𝑀𝑆𝐸[𝜃𝑖
𝑆𝐵𝐿𝑈𝑃(𝜎𝑢

2, 𝜌)] = 𝑔1𝑖(𝜎𝑢
2, 𝜌) + 𝑔2𝑖(𝜎𝑢

2, 𝜌)           (2.17) 
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Keterangan: 

𝑔1𝑖(𝜎𝑢
2, 𝜌) =  𝒃𝒊

𝑻{𝜎𝑢
2 [(𝑰 −  𝜌𝑾)(𝑰 −  𝜌𝑾)𝑇]−1}𝒁𝑇 

× {𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜓𝑖 ) + 𝒁𝜎𝑢
2[(𝑰 − 𝜌𝑾)(𝑰 − 𝜌𝑾)𝑇]−1𝒁𝑇}−1𝒁𝜎𝑢

2 

× [(𝑰 −  𝜌𝑾)(𝑰 − 𝜌𝑾)𝑇]−1𝒃𝒊 

𝑔2𝑖(𝜎𝑢
2, 𝜌) = (𝑥𝑖 − 𝒃𝒊

𝑻{𝜎𝑢
2 [(𝑰 −  𝜌𝑾)(𝑰 −  𝜌𝑾)𝑇]−1}𝒁𝑇 

× {𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜓𝑖 )𝒁𝜎𝑢
2[(𝑰 −  𝜌𝑾)(𝑰 − 𝜌𝑾)𝑇]−1𝒁𝑇}−1𝑿) 

× 𝑿𝑻{𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜓𝑖 ) + 𝒁𝜎𝑢
2[(𝑰 − 𝜌𝑾)(𝑰 −  𝜌𝑾)𝑇]−1𝒁𝑇}−1𝑿)−𝟏 

× (𝒙𝒊 − 𝒃𝒊
𝑻{𝜎𝑢

2 [(𝑰 −  𝜌𝑾)(𝑰 −  𝜌𝑾)𝑇]−1}𝒁𝑇 

×  {𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜓𝑖 ) + 𝒁𝜎𝑢
2[(𝑰 −  𝜌𝑾)(𝑰 − 𝜌𝑾)𝑇]−1𝒁𝑇}−1𝑿)𝑻.  

Diketahui bahwa nilai 𝜌 dan 𝜎𝑢
2 diestimasi berturut-turut menjadi 𝜌 ̂dan 𝜎̂𝑢

2. MSE 

bagi penduga SEBLUP adalah sebagai berikut: 

       𝑀𝑆𝐸[𝜃𝑖
𝑆𝐸𝐵𝐿𝑈𝑃(𝜎̂𝑢

2, 𝜌̂)]  ≈ 𝑔1𝑖(𝜎̂𝑢
2, 𝜌̂) + 𝑔2𝑖(𝜎̂𝑢

2, 𝜌̂)2𝑔3𝑖(𝜎̂𝑢
2, 𝜌̂)      (2.18) 

Keterangan: 

𝑔3𝑖(𝜎̂𝑢
2, 𝜌̂) =  𝑡𝑟 {|

𝒃𝒊
𝑻(𝑪−1𝒁𝑇𝑽−1 + 𝜎𝑢

2𝑪−1𝒁𝑇(−𝑽−1𝒁𝑪−1𝒁𝑇𝑽−1))

𝒃𝒊
𝑻𝑨𝒁𝑇𝑽−1 + 𝜎𝑢

2𝑪−1𝒁𝑇(−𝑽−1𝒁𝑨𝒁𝑇𝑽−1)
| 𝑽 ×

                         |
𝒃𝒊

𝑻(𝑪−1𝒁𝑇𝑽−1 + 𝜎𝑢
2𝑪−1𝒁𝑇(−𝑽−1𝒁𝑪−1𝒁𝑇𝑽−1))

𝒃𝒊
𝑻𝑨𝒁𝑇𝑽−1 + 𝜎𝑢

2𝑪−1𝒁𝑇(−𝑽−1𝒁𝑨𝒁𝑇𝑽−1)
|

𝑇

𝑉̅(𝜎̂𝑢
2, 𝜌 ̂)}   

dengan 𝜎̂𝑢
2 dan 𝜌̂ adalah penduga yang diperoleh dengan menggunakan metode ML.  

 

2.2 Estimasi Parameter 

2.2.1 Estimasi Parameter 𝜷 

Pada penelitian ini menggunakan penaksiran parameter metode Maximum 

Likelihood (ML). Adapun pdf dari 𝒚𝒊 adalah sebagai berikut: 

𝑓(𝒚𝒊) =
1

√2𝜋 𝑉𝑎𝑟 (𝒚𝒊)
exp (−

1

2
(𝒚𝒊 − 𝑿𝒊

𝑻𝜷)
𝑇

(𝑉𝑎𝑟(𝒚𝒊)
−1(𝒚𝒊 − 𝑿𝒊

𝑻𝜷))          (2.19) 



Universitas Hasanuddin 

 

 

11 
 

Berdasarkan persamaan (2.19), maka dapat diperoleh fungsi likelihood sebagai 

berikut: 

𝐿(𝜷, 𝜎𝑢
2, 𝜌) = ∏ 𝑓(

𝑚

𝑖=1

𝑦𝑖) 

= ∏ [
1

√2𝜋 𝑉𝑎𝑟 (𝑦𝑖)
exp (−

1

2
(𝑦𝑖 − 𝒙𝒊

𝑻𝜷)
𝑇

(𝑉𝑎𝑟(𝑦𝑖)−1(𝑦𝑖 − 𝒙𝒊
𝑻𝜷))]

𝑚

𝑖=1

 

=
1

∏ (√2𝜋 𝑉𝑎𝑟 (𝑦𝑖))𝑚
𝑖=1

exp ∑ (−
1

2
(𝑦𝑖 − 𝒙𝒊

𝑻𝜷)
𝑇

(𝑉𝑎𝑟(𝑦𝑖)
−1(𝑦𝒊 − 𝒙𝒊

𝑻𝜷))𝑚
𝑖=1   

=
1

(2𝜋)
𝑚
2 |𝑽|

1
2 

exp (−
1

2
(𝒚 − 𝑿𝜷)𝑇𝑽−1(𝒚 − 𝑿𝜷))                     (2.20) 

dimana 𝑿 = (

1
1
⋮
1

     

𝑥11 𝑥21 …
𝑥12 𝑥22 …

⋮
𝑥1𝑛

⋮
𝑥2𝑛

…
…

     

𝑥𝑝1

𝑥𝑝2

⋮
𝑥𝑝𝑛

) , 𝒚 = (

𝑦1

𝑦2

⋮
𝑦𝑛

), 

𝑽 = (

𝑣𝑎𝑟 (𝑦1) 𝑐𝑜𝑣 (𝑦1, 𝑦2) …
𝑐𝑜𝑣(𝑦2, 𝑦1) 𝑣𝑎𝑟 (𝑦2) …

⋮
𝑐𝑜𝑣 (𝑦𝑛, 𝑦1)

⋮
𝑐𝑜𝑣 (𝑦𝑛, 𝑦2)

⋱
…

        

𝑐𝑜𝑣(𝑦1, 𝑦𝑛)
𝑐𝑜𝑣(𝑦2, 𝑦𝑛)

⋮
𝑣𝑎𝑟 (𝑦𝑛)

)    

Sehingga dihasilkan fungsi ln-likelihood dari Persamaan (2.20) sebagai berikut: 

ln 𝐿 (𝜷, 𝜎𝑢
2, 𝜌) = 𝑙𝑛 (

1

(2𝜋)
𝑚
2 |𝑽|

1
2

exp [− (
(𝒚 − 𝑿𝜷)𝑻𝑽−𝟏(𝒚 − 𝑿𝜷)

𝟐
)]) 

= 𝑙𝑛 (
1

(2𝜋)
𝑚
2 |𝑽|

1
2

) + ln (exp [−
(𝒚 − 𝑿𝜷)𝑻𝑽−𝟏(𝒚 − 𝑿𝜷)

2
]) 

= − ln 2𝜋
𝑚
2 − ln|𝑽|

1
2 −

(𝒚 − 𝑿𝜷)𝑻𝑽−𝟏(𝒚 − 𝑿𝜷)

2
 

= −
𝑚

2
  𝑙𝑛(2𝜋) −

1

2
ln|𝑽| −

1

2
(𝒚 − 𝑿𝜷)𝑻𝑽−1 (𝒚 − 𝑿𝜷)   (2.21) 
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Selanjutnya fungsi ln-likelihood diturunkan secara parsial terhadap 𝜷. 

𝜕 𝑙(𝜷, 𝜎𝑢
2, 𝜌)

𝜕𝜷
 =

𝜕[−
𝑚
2   𝑙𝑛(2𝜋) −

1
2 ln|𝑽| −

1
2

(𝒚 − 𝑿𝜷)𝑻𝑽−1 (𝒚 − 𝑿𝜷)]

𝜕𝜷
 

= −
𝑚

2

𝜕[ln(2𝜋)]

𝜕𝜷
−

1

2

𝜕[ln|𝑽|]

𝜕𝜷
 −

1

2

𝜕[(𝒚𝑻 − 𝜷𝑇𝑿𝑇)𝑽−1(𝒚 − 𝑿𝜷)]

𝜕𝜷
 

= −
1

2

𝜕(𝒚𝑇𝑽−1𝒚 − 𝒚𝑻𝑽−𝟏𝑿𝜷−𝜷𝑇𝑿𝑇𝑽−1𝒚 + 𝜷𝑇𝑿𝑇𝑽−1𝑿𝜷)

𝜕𝜷
  

= −
1

2

𝜕(𝒚𝑇𝑽−1𝒚−2𝜷𝑇𝑿𝑇𝑽−1𝒚 + 𝜷𝑇𝑿𝑇𝑽−1𝑿𝜷)

𝜕𝜷
 

= −
1

2
(−2𝑿𝑻𝑽−𝟏𝒚 + 2𝑿𝑻𝑽−𝟏𝑿𝜷) 

= 𝑿𝑇𝑽−𝟏𝒚 − 𝑿𝑇𝑽−𝟏𝑿𝜷                (2.22) 

Maka diperoleh nilai estimasti parameter 𝜷 menggunakan metode penaksiran 

Maximum Likelihood (ML) yaitu: 

 
𝜕𝑙(𝜷, 𝜎𝑢

2, 𝜌)

𝜕𝜷
= 0 

 𝑿𝑇𝑽−𝟏𝒚 − 𝑿𝑇𝑽−𝟏𝑿𝜷 = 0 

 𝑿𝑇𝑽−𝟏𝑿𝜷 = 𝑿𝑇𝑽−𝟏𝒚 

                                                    𝜷̂ = (𝑿𝑇𝑽−𝟏𝑿)−𝟏𝑿𝑇𝑽−𝟏𝒚                                        (2.23)        

   

2.2.2 Estimasi Parameter 𝝈𝒖
𝟐 dan 𝝆 

Asumsi kenormalan dari pengaruh acak 𝜎̂𝑢
2 dan 𝜌̂ dapat diestimasi dengan 

prosedur maximum likelihood (ML). Estimator ML, 𝜎̂𝑢
2

𝑀𝐿
 dapat diperoleh secara 

iterative menggunakan algoritma ”Nelder-Mead” dan algoritma ”scoring”. 

Penggunaan dua prosedur ini secara berurut perlu dilakukan karena metode 

algoritma Nelder-Mead tidak tergantung pada pemilihan titik awal tetapi tidak 

terlalu efisien dan hasil yang diperoleh mendekati maksimum global, sedangkan 
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algoritma scoring memerlukan titik awal yang tepat untuk mendapatkan fungsi 

yang maksimum. Fungsi maximum likelihood (ML) yang dihasilkan oleh Pratesi 

dan Salvati (2008) untuk menduga 𝜎𝑢
2 dan 𝜌 adalah sebagai berikut: 

1. Turunan parsial 𝑙(𝜷, 𝜎𝑢
2, 𝜌) terhadap 𝜎𝑢

2 

𝑠𝜎𝑢
2(𝜷, 𝜎𝑢

2, 𝜌) =
𝜕𝑙

𝜕𝜎𝑢
2
 

= −
1

2
𝑡𝑟{𝑽−𝟏𝒁𝑪−𝟏𝒁𝑻} −

1

2
(𝒚 − 𝑿𝜷)𝑻(−𝑽−𝟏𝟐𝑪−𝟏𝒁𝑻𝑽−𝟏) 

(𝒚 − 𝑿𝜷)            (2.24) 

2. Turunan parsial 𝑙(𝜷, 𝜎𝑢
2, 𝜌) terhadap 𝜌 

𝑠𝜌(𝜷, 𝜎𝑢
2, 𝜌) =

𝜕𝑙

𝜕𝜌 

= −
1

2
𝑡𝑟{𝑽−𝟏𝒁𝝈𝒖

𝟐{−𝑪−𝟏(2𝜌𝑾𝑾𝑻 − 𝟐𝑾)𝑪−𝟏𝒁𝑻} +
1

2
(𝒚 − 𝑿𝜷)𝑇 

(−𝑽−𝟏𝒁𝝈𝒖
𝟐[−𝑪−𝟏(2𝜌𝑾𝑾𝑻 − 𝟐𝑾)𝑪−𝟏]𝒁𝑻)                        (2.25) 

 dengan 𝑪 = [(𝑰 −  𝜌𝑾)(𝑰 − 𝜌𝑾𝑻)] 

sehingga matriks turunan kedua dari 𝑙(𝜷, 𝜎𝑢
2, 𝜌) terhadap 𝜎𝑢

2 dan 𝜌 , sebagai berikut: 

𝔗(𝜎𝑢
2, 𝜌) = (

1

2
𝑡𝑟{𝑽−𝟏𝒁𝑪−𝟏𝒁𝑻}

1

2
𝑡𝑟{𝑽−𝟏𝒁𝑪−𝟏𝒁𝑻𝑽−𝟏𝒁𝑨𝒁𝑻}

1

2
𝑡𝑟{𝑽−𝟏𝒁𝑨𝒁𝑻𝑽−𝟏𝒁𝑪−𝟏𝒁𝑻}

1

2
𝑡𝑟{𝑽−𝟏𝒁𝑨𝒁𝑻𝑽−𝟏𝒁𝑨𝒁𝑻}

)  (2.26) 

dengan 𝑨 = 𝜎𝑢
2[−𝑪−𝟏((2𝜌𝑾𝑾𝑻 − 𝟐𝑾)𝑪−𝟏]  

Penduga ML untuk 𝜎̂𝑢
2 dan 𝜌̂ dapat diperoleh secara iteratif menggunakan algoritma 

scoring, yaitu: 

    [
𝜎𝑢

2

𝜌
]

(𝑘+1)

= [
𝜎𝑢

2

𝜌
]

(𝑘)

+ [ℒ(𝜎𝑢
2(𝑘)

, 𝜌(𝑘))]
−1

𝑠 [𝜷̂(𝜎𝑢
2(𝑘)

, 𝜌(𝑘))] 𝜎𝑢
2(𝑘)

, 𝜌(𝑘)]   (2.27) 

dimana 𝑘 menunjukkan banyaknya iterasi. 

 



Universitas Hasanuddin 

 

 

14 
 

2.3 Matriks Pembobot Spasial 

 Hal yang sangat penting dalam analisis spasial adalah adanya pembobot atau 

sering disebut sebagai matriks pembobot spasial. Matriks pembobot spasial 

digunakan untuk menentukan bobot antar lokasi yang diamati berdasarkan 

hubungan ketetangga antar lokasi. Matriks pembobot yang digunakan dalam 

penelitian ini adalah matriks pembobot queen. Daerah pengamatan matriks 

pembobot queen ditentukan berdasarkan sisi-sisi yang saling bersinggungan 

(berbatasan) dan sudut juga diperhitungkan. Ilustrasi untuk matriks pembobot 

queen dapat dilihat pada Gambar 1, Dengan unit B1, B2, B3, dan B4 serta C1, C2, 

C3, dan C4 merupakan tetangga dari unit A. 

 

Gambar 2.1 Matriks Pembobot Queen 
 Pada umumnya ketetanggaan antar lokasi didasarkan pada sisi-sisi utama 

bukan sudutnya. Menurut Kosfeld (2006), matriks pembobot spasial W dapat 

diperoleh dari dua cara yaitu matriks pembobot terstandarisasi (standardize 

contiguity matrix 𝑾∗) dan matriks pembobot tak terstandarisasi (unstandardize 

contiguity matrix). Matriks pembobot terstandarisasi (standardize contiguity matrix 

𝑾∗) merupakan matriks pembobot yang diperoleh dengan cara memberikan bobot 

yang sama rata terhadap tetangga lokasi terdekat dan yang lainnya nol, sedangkan 

matriks pembobot tak terstandarisasi (unstandardize contiguity matrix) merupakan 

matriks pembobot yang diperoleh dengan cara memberikan bobot satu bagi 

tetangga terdekat dan yang lainnya nol. 
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2.4 Kebaikan Model 

Pada proses evaluasi dengan melakukan perbandingan hal yang akan 

dibandingkan adalah nilai Average Relative Root Mean Square Error (ARRMSE) 

antar parameter yang dihasilkan dari berbagai metode yang digunakan dengan 

estimasi langsung (Rao, 2003). Formula yang akan digunakan adalah sebagai 

berikut: 

𝑅𝑅𝑀𝑆𝐸(𝑖) = [
1

𝜃𝑖
√

1

𝐵
∑ (𝜃𝑖𝑙

𝐵
𝑖=1 − 𝜃𝑖)2] 100%       (2.28) 

𝐴𝑅𝑅𝑀𝑆𝐸 =
1

𝑚
∑ 𝑅𝑅𝑀𝑆𝐸(𝑖)

𝑚
𝑖=1       (2.29) 

Keterangan: 

𝜃𝑖 : parameter pada area kecil ke-i.  

𝑚 : banyaknya area yang digunakan. 

𝜃𝑖𝑙 : penduga area kecil pada area kecil ke-i. 

𝐵 : banyaknya iterasi, dalam penelitian ini 𝐵 = 1000. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 


