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ABSTRAK

Graf buku B adalah graf yang setiap titik pada P, dikaitkan dengan setiap titik pada
mP,,n = 2. Dengan demikian graf buku dapat ditulis B* = P, + mP, yang memiliki
orde 2+ mn dan ukuran 2(mn) + m(n— 1) + 1. Misalkan A(B]") adalah matriks
ketetanggaan dari graf buku B]*, vektor-vektor eigen dari A(B]') yang bersesuaian
dengan nilai eigen A adalah vektor-vektor tak nol x yang memenuhi persamaan
A(BM) x = Ax. Maka, vektor-vektor eigen yang berkaitan dengan matriks A(B;')
adalah vektor-vektor tak nol yang merupakan penyelesaian dari sistem (A(B*) —
ADx = 0. Himpunan (ruang) penyelesaian sistem tersebut dinamakan ruang eigen
dari matriks ketetanggaan graf buku B;* yang bersesuaian dengan nilai eigen A.
Basis ruang eigen dari A(B;') adalah basis B = (xy,..,x,) di R™ sedemikian
sehingga x; adalah suatu vektor eigen dari A(B;*). Dalam menentukan pola umum
basis ruang eigen matriks ketetanggaan graf buku BJ*, nilai eigen 1 yang digunakan
berbentuk bilangan bulat atau A € N.

Kata Kunci: Graf buku B, Matriks ketetanggaan, Nilai eigen, Basis ruang eigen
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ABSTRACT

The book graph B is a graph where every vertex on P, is connected to every vertex
on mpB,, with n > 2.The order of this graph is 2+ mn and its size is 2(mn) +
m(n —1)+ 1. Let A(B}") be the adjacency matrix of the book graph B]*, the
eigenvectors of A(BJ') corresponding to the eigen value A are non-zero vector x that
satisfy the equation A(B') x = Ax. Therefore, the eigenvectors associated with
matrix A(B]') are non-zero vectors that are solutions of the system (A(BJ*) — Al) =
0. The set of solutions of this system is called the eigenspace of the adjacency matrix
of the book graph B[ corresponding to the eigenvalue A. An eigenbasis of A(BI") is
a basis B = (x4, ..., x,) of R™ such that x; is an eigenvector of A(B]"). In determining
the general form of the eigenbasis of the adjacency matrix of the book graph B[, the
eigen values 4 used in this research are integers or 1 € N.

Keywords: Book graph B}, Adjacency matrix, Eigen value, Eigenbasis
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika merupakan salah salah satu ilmu yang digunakan untuk
memecahkan suatu masalah. Salah satunya adalah teori graf. Teori graf merupakan
salah satu cabang ilmu matematika diskrit yang mempelajari tentang graf yang
merupakan struktur matematika yang sering digunakan untuk memodelkan suatu
objek diskrit serta hubungannya dengan objek diskrit lainnya, dimana objek tersebut
dapat dinyatakan sebagai vertex atau simpul dan hubungan antara suatu objek
dengan objek yang lainnya dinyatakan sebagai edge atau sisi.

Dalam dunia modern yang penuh dengan koneksi dan interaksi, analisis graf
telah menjadi area penelitian yang penting dalam berbagai disiplin ilmu, termasuk
matematika diskrit, ilmu komputer, dan teori jaringan. Salah satu cara untuk
mempermudah penyelesaian suatu graf adalah dengan menyajikannya dalam
bentuk matriks yang disebut dengan matriks ketetanggaan. Secara umum, matriks
dapat didefinisikan sebagai suatu susunan bilangan berbentuk persegi panjang atau
bujur sangkar [1]. Matriks memiliki m baris dan n kolom disebut matriks m x n atau
matriks yang memiliki ukuran m x n. Banyaknya baris dan kolom suatu matriks
disebut sebagai ordo matriks. Matriks ketetanggaan graf adalah matriks yang setiap
elememennya merepresentasikan hubungan antara simpul-simpul dalam suatu graf.

Karena suatu graf dapat disajikan dalam bentuk matriks, banyak konsep
aljabar linier yang dapat diterapkan dalam graf. Aljabar linier merupakan salah satu
cabang ilmu matematika yang mempelajari tentang matriks, vektor, ruang vektor,
transformasi linier dan sistem persamaan linier. Salah satu konsep yang penting
dalam aljabar linier adalah basis ruang eigen. Basis ruang eigen adalah himpunan
vektor eigen bebas linier yang terkait dengan nilai eigen yang sama dari suatu
transformasi linier atau matriks. Dalam konteks ini, basis ruang eigen yang akan
dicari diperoleh dari matriks ketetanggaan suatu graf.

Dalam teori graf, bahasan mengenai basis ruang eigen dari suatu graf
merupakan bahasan yang masih jarang ditemukan. Graf buku B;* adalah suatu graf
yang diperoleh dari graf jumlah antara graf lintasan P, dan m kopi graf lintasan P, [2].
Graf ini dapat dianggap sebagai kasus khusus yang menarik untuk dianalisis dengan
menggunakan konsep basis ruang eigen. Dengan demikian, penulis tertarik untuk
melakukan penelitian tentang basis ruang eigen matriks ketetanggaan graf buku
B yang termuat dalam judul: “Basis Ruang Eigen Matriks Ketetanggan Graf
Buku B}Y".

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, diketahui bahwa dari graf buku B}
diperoleh matriks ketetanggaan. Ada beberapa nilai eigen yang berbeda yang
diperoleh dari matriks ketetangaan tersebut dan setiap nilai eigen yang berbeda



terkait dengan satu ruang eigen. Masalah yang akan dibahas pada skripsi ini adalah
menetapkan salah satu bentuk basis dari ruang eigen yang dimaksud

1.3 Batasan Masalah

Ada beberapa ruang eigen yang diperoleh dari matriks ketetangaan graf B]".
Pada penelitian ini, basis eigen yang dicari dibatasi pada ruang eigen tertentu saja
yaitu basis ruang eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen bulat atau A = N.

1.4  Tujuan Penelitian

Sesuai dengan masalah yang diangkat, tujuan dari penelitian ini adalah untuk
mengetahui bentuk salah satu bentuk basis dari ruang eigen matriks ketetanggaan
graf buku B}}.

1.5 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah:
1. Memperluas pemahaman peneliti tentang graf, khususnya terkait basis ruang
eigen dari matriks ketetanggaan pada graf buku B;*.
2. Sebagai media bagi peneliti untuk menerapkan ilmu matematika yang telah
diperoleh dalam bidang keilmuan.
3. Menjadi referensi bagi matematikawan yang tertarik untuk melakukan penelitian
mengenai basis ruang eigen matriks ketetanggaan graf.

1.6 Landasan Teori

Berdasarkan masalah yang diajukan, berikut adalah landasan teori yang
relevan untuk penelitian yang akan digunakan dalam bab hasil dan pembahasan.

1.6.1 Teori Graf

Definisi 1.6.1.1 Graf adalah pasangan himpunan (V, E), dengan V disebut himpunan
diskrit yang anggota-anggota disebut titik, dan E adalah himpunan dari pasangan
anggota-anggota V yang disebut sisi. [2]

Berdasarkan definisi 1.6.1, himpunan V merepresentasikan himpunan titik
(vertex set) sedangkan E merepresentasikan himpunan sisi (edge set). Misalkan graf
(V,E) dinotasikan G dengan himpunan titiknya yang dinotasikan V(G) dan himpunan
sisinya dinotasikan E(G) maka graf ¢ = (V(G),E(G)) dengan G = {u:u disebut titik}
dan E(G) = {(u,v):u,v € V(G)}, dengan e = (u, v) disebut sebagai sisi. Untuk lebih
sederhananya e = (u, v) hanya ditulis uv.

Banyaknya anggota V(G) disebut sebagai orde dari graf G dan dinotasikan
dengan p(G) atau |V(G)|, sedangkan banyaknya anggota E(G) disebut sebagai
ukuran atau size dari graf G dan q(G) atau |E(G)|.

Contoh 1.6.1



Gambar 1.6.1 Graf G

Himpunan titik dan sisi graf G pada Gambar 1.6.1 masing-masing adalah:

V(G) = {vy,v,,v3,v,} dan E(G) = {ey,e,,e3,€,}, dimana e; = v v,, e, = v,V3, €3 =
v,V3, e, = U3V, Sehingga order dan ukuran graf G masing-masing adalah 4 dan 3
atau secara formal ditulis |V (G)| = 4 dan |E(G)| = 3.

1.6.2 Terminologi Graf

Dalam teori graf, terdapat berbagai terminologi yang berkaitan dengan graf.
Berikut adalah definisi dari terminologi dalam teori graf yang relevan dengan
pembahasan tugas akhir ini.

Definisi 1.6.2.1 Misalkan G adalah suatu graf dan v;v; € V(G) serta x € E(G). Jika
X = vv;, maka

1. Titik v; bertetangga (adjacent) dengan titik v;,

2. Sisi x terkait (incident) dengan titik v;, demikian pula untuk titik v;. [3]

1.6.3 Operasi Penjumlahan dalam Graf

Definisi 1.6.3.1 Misalkan G adalah graf dengan himpunan titik V(G) dan himpunan
sisi E(G) dan H adalah graf dengan himpunan titik V(H) dan himpunan sisi E(H).
Maka, graf jumlah antara G dan H ditulis G + H, adalah graf dengan himpunan titik
V(G + H) =V (G)VUV(G) dan himpunan sisi E(G U H) = E(G) U E(H). [2]

Contoh 1.6.3.1 Misalkan graf G; adalah graf dengan V(G;) = {vy v,} dan E(G;) =
{viv,} serta G, dengan V(G,) = {u; u,,us u,} dan E(G,) = {u u,, uus, usu,}. Maka
gambra graf G, dan G, adalah sebagai berikut

Uy
Ul u2
Gl : Gz .
U,
Usz
Uy



Gambar 1.6.2 Graf G, dan G,

Graf jumlah G; + G, mempunyai
V(G + Gy) = {vly Uy, Ug Up, U, u4}
dan himpunan sisi
E(Gy + Gp) = {v1V2, U Uy, UpUsz, UsUs} U
{viug, v1Uy, V1Us, Vi Uy, ValUy, Vo Uy, VaUs, Vally )
Graf jumlah G, + G, dapat digambarkan sebagai berikut

y Uy
vl u2
G, + Gy
U,
Us
p Us

Gambar 1.6.3 Graf Jumlah G, + G,

1.6.4 Jenis-Jenis Graf

Definisi 1.6.4.1 Graf sederhana adalah G adalah pasangan (V(G), E(G)), dimana
V(G) adalah himpunan diskrit berhingga dan tidak kosong, yang anggotanya disebut
titik (vertex), dan E(G) adalah himpunan pasangan-pasangan tak terurut dan
berbeda dari anggota V(G) yang disebut sisi (edge). [2]

Definisi 1.6.4.2 Suatu graf lintasan dengan n titik, dinotasikan dengan B, n = 2,
merupakan graf dengan titik v; v,, ..., v, dan sisinya adalah v,v,, v,v3, ..., V,_1Vy. [4]

Gambar 1.6.4 Graf lintasan P, dan P,

Definisi 1.6.4.3 Graf buku B;* adalah graf yang setiap titik pada P, dikaitkan dengan
setiap titik pada mP,,n = 2. Dengan demikian graf buku dapat ditulis B]* = P, + mB,
dengan orde 2 + mn dan ukuran 2(mn) + m(n — 1) + 1. [2]



Gambar 1.6.5 Graf buku B3 = P, + 2P,

1.6.5 Matriks
Definisi 1.6.5.1 Matriks adalah himpunan skalar (bilangan riil atau kompleks) yang

disusun/dijajarkan secara empat persegi panjang (menurut baris-baris dan kolom-
kolom). Skalar itu disebut elemen matriks. [1]

Definisi 1.6.5.2 Matriks ketetanggan dari G adalah matriks A = A(G) yang berukuran
n X n dan entri-entrinya terdiri dari

1, jika v; dan v; bertetangga

al-j = { .

0, lainnya.
3]
Contoh 1.6.5.2 Misalkan graf ¢ memiliki V(G) = {v,, v,, v5 v,, vs} dan
E(G) = {v1v,, 114, v,v3 V,1,,v,Us}. Graf G dapat digambarkan sebagi berikut

Us

V1 U,

Uy V3

Gambar 1.6.6 Graf G

Matriks ketetanggaan graf G adalah:



..... UV, Uy, V3 VU, Vs
vi /001 0 1 0
46) = 2 (10111\
vs 010 1 0
v4\11100/
vs \0 1 0 0 0

1.6.6 Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Definisi 1.6.6.1 Jika A adalah sebuah matriks berukuran n x n, maka vektor x tak nol
di R™ dinamakan vektor eigen (eigenvector) dari A. Jika Ax adalah suatu
penggandaan skalar x yaitu

Ax = Ax
untuk suatu skalar A disebut nilai eigen dari A, dan x disebut suatu vektor eigen dari
A yang bersesuaian dengan A. [1]

Contoh 1.6.6.1 Misalkan vektor x = (;) adalah vektor eigen dari

_(3 0
A= (8 _1)
yang bersesuaian dengan nilai eigen 1 = 3, karena

w=( ) ()=

Teorema 1.6.6.1 Jika A adalah matriks berukuran n x n, maka A adalah nilai eigen
dari A jika dan hanya jika
det(A—A) =0
Ini disebut persamaan karakteristik dari A. [4]
Contoh 1.6.6.2 Perhatikan contoh 1.6.6.1, dapat dilihat bahwa A = 3 nilai eigen dari

matriks
4= (f} —01)

Hal ini diperoleh dengan mencari solusi dari persamaan karakteristik
det(Al — A) = 0, yang dapat ditulis sebagai
|/1 -3 0 | —0
8 1+1
1-3)1+1) =0
Sehingga diperoleh nilai eigen A adalah 4 = 3 dan 4 = —1. Dengan demikian, selain
nilai eigen A = 3, diperoleh nilai eigen lainnya yaitu 1 = —1.

1.6.7 Basis Ruang Eigen

Definisi 1.6.7.1 Misalkan S = {v;,v,, ...,v,} adalah himpunan vektor pada suatu
ruang vektor V, maka S dikatakan suatu basis untuk V jika S merentang V dan S
bebas linear [1].

Contoh 1.6.7.1 Misalkan graf buku BZ = P, + 2P, memiliki himpunan titik

V(BF) = {v1, vz, vi,v3, Vi, v3}



dan himpunan sisi
2y _ 1 1 2 2 1 1 2 2
E(B3) = {v1v,, v1V1, V103, V1 VT, V1 V3, Vo V1, VU, VU, Vo V5 ).

Graf buku B2 dapat digambarkan sebagai berikut

vl v{
1
U3 vzz
%1
%)

Gambar 1.6.7 Graf Buku B3

Berdasarkan gambar 1.6.7, matriks ketanggaannya dapat ditulis sebagai berikut:

A(BY) =

N Y =)
e N =
OO R O R
CoOOoOR R R
_ O OO K
OR OO R

Setelah mendapatkan bentuk matriks ketetanggaan graf buku B2, akan dicari nilai
eigen dari matriks tersebut dengan cara

det(A(B2) — AI) = 0

011111 20 0 0 o0 o
101111 0 =24 0 0 0 0
11010 0 0 0 -2 0 0 0

detily 1 1 000|Tlo o 0o -2 0 o]0
11000 1 0 0 0 0 -1 0
110010 0 0 0 0 0 -2

21 1 1 1 1
1 -2 1 1 1 1
1 1 =2 1 0 0
det] 31 1 2 0 o]0
1 1 0 0 -1 1
1 1 0 0 1 -2a

Dengan menggunakan software MATLAB, maka didapatkan persamaan polinomial
karakteristik dari karakteristik dari det(A(B3) — AI) yaitu



A6 —112* = 164° + 342 + 164+ 7 = 0.

Dan diperoleh pula nilai eigennya yaitu

M=-1=-1h=-11=1=1-2V2,1, =1+2V2.

Selanjutnya akan dicari basis dari ruang vektor eigen untuk A = -1 dengan

mensubstitusikan nilai tersebut ke dalam (A(B2) — A)v = 0, diperoleh

berikut:

I Y =)

Selanjutnya akan dilakukan proses eliminas

Jordan,

R R R, OO R RRRRRR

- 000 O R === O O

_o o0 OO

I
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o

I = Y =N o S Y
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SR OO

[ S Y

1

-1
-1
0
1

(A(BZ) — (-DI)v = 0

-1 0 0 0
0 -1 0 0
1o o -1 0
0 0 0 -1
0 0 0 ©
0 0 0 ©
1111 1, M
1111 1)\
1110 0ffxs
1110 0ffx
100 1 1/\%s
100 1 1/ \x

11 1
000
— |11 1
BZ=BZ_31111
11 0
110
11 1
00 0
00 0
Bi=Bi=Bily o o
110
11 0
11 1
00 0
—— o o0 o0
Be=Bs—Bi|y o o
00 -1
0 0 -1

(=l e w)

S OO OORrRr OORROR

(=Moo M)

_ =0 O O

S O O

X2
X3

S oo oo

X5
X6

N

SO OO oo

B; =B; — B,

=0 O O

sebagai

dengan menggunakan Metode Gauss-
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Sehingga diperoleh bentuk eselon baris tereduksi

S OO O OO
(\
R
- N M ¥ 1n O
R R R KRR
(\
o
SO —+H O OO
SO +H O OO
O - O O OO
O - O O OO
— o OO oo
— o OO OO
(\

Kemudian diperoleh,

x1+x2:0

=0

=0

X5 +x6

X1 = —Xy

X3 = —X4

X5 = Xg

r dimana p, q, reR, maka vektor eigen yang

Dy X4 =4, Xe =
bersesuaian dengan 4 = —1 dapat dituliskan sebagai:

Misalkan x,



-1 0 0
1 0 0
Sehingga diperoleh vektor eigen untuk 4 = —1 adalah 8 , _11 , g dan
0 0 -1
0 0 1
basis ruang eigenya adalah
-1 0 0
( 1 0 0 ]
— 0
BRE,__1 = 0

\/\/\/

Selanjutnya akan dicari basis dari ruang vektor eigen untuk 1 = 1 dengan
mensubstitusikan nilai tersebut ke dalam (A(B?) — AI)v = 0 diperoleh sebagai
berikut:

(ABH - (DNHv =0

01 1 111 1 0 0 0 0 O X1 0
1 01 1 11 01 0 0 0 O X2 0
110100 J0 01000 X3 _|0
1 11 0 0 O 0 0 01 0 O X4 0
\1 1 0 0 O 1/ \0 0 0 0 1 0/ \x5/ \0/
110 0 10 0 00 0 01 X6 0
-1 1 1 1 1 1 X1 0
1 -1 1 1 1 1 X2 0
1 1 -1 1 0 0 X31_|0
1 1 1 -1 0 0 ||x]| |o
1 1 0 0o -1 1 Xs 0
1 1 0 0 1 -1 X6 0
Selanjutnya akan dilakukan proses eliminasi dengan menggunakan Metode Gauss-
Jordan,
-1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
1 -1 1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1
r 1 1.1 0 0 |pg——p? 1 -1 1T 0 0 —
1 1 1 -1 0 o |BrTEDEI 4 4 4 ¢ o |[BTEA
1 1 0 0o -1 1 1 1 0 0o -1 1
1 1 0 0 1 -1 1 1 0 0 1 -1
1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1
0 0 2 2 2 2 0 0 2 2 2 2
11 -1 1 0 0 |g7——5]0 2 0 2 1 1 e
1 1 1 -1 0 oBTBB1 1 1 4 0 o |BTE-B
1 1 0 0o -1 1 1 1 0 0o -1 1
1 1 0 0 1 -1 1 1 0 0 1 -1
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Sehingga diperoleh bentuk eselon baris tereduksi

1 0 0 00 O X1 0
010 0 0 O X2 0
0 01 0 0 1 X3 [_]0
0 001 0 1 X4 0
\0 0 0 01 —1/ \XS/ \0/
0 000 0 O X6 0
Kemudian diperoleh
XS—XGIO x4+x6=0 X3+x6=0 x2=0 x1=0
X5 = —Xg X4 = —Xg X3 = —Xg

Misalkan x, = t, dimana teR, maka vektor eigen yang bersesuaian dengan 1 = 1
dapat dituliskan sebagai:

X1 0 0
X2 0 0
X3 | _ | —t -1
x| = ¢ _1 t, teR
X5 t 1
X6 t 1
0
0
Sehingga diperoleh vektor eigen untuk A = 1 adalah :1 dan basis ruang
1
1
0
0
eigenya adalah BRE;_, = :1
1
1
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BAB Il
METODOLOGI PENELITIAN
2.1 Jenis Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi pustaka, yakni
dengan menghimpun informasi yang relevan dengan basis ruang eigen matriks
ketetanggaan graf buku segitiga B;*. Informasi tersebut dapat diperoleh dari buku,
karya ilmiah, tesis, disertasi, serta sumber-sumber lainnya.

2.2 Lokasi dan Waktu Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan di Perpustakaan, Laboratorium Aljabar dan
Kombinatorika serta Laboratorium Terapan jurusan Matematika FMIPA Universitas
Hasanuddin pada bulan Juli 2023.

2.3 Tahapan Penelitian
1. Melakukan studi pustaka terkait dengan basis ruang eigen matriks
ketetanggaan graf buku segitiga B;*.
2. Menentukan basis ruang eigen matriks ketetanggaan graf buku segitiga B}

dengan alur seperti berikut:

14



)

Mengonstruksi graf buku B?

Menyusun matriks ketetanggaan graf buku
By

A

Menentukan nilai eigen matriks ketetanggaan graf
buku B}

\ 4

Menentukan basis ruang eigen matriks
ketetanggaan graf buku By

\4

Menentukan bentuk umum basis ruang eigen matriks
ketetanggaan graf buku B!

A 4

[ Selesai J
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