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ABSTRAK 

 

Aljabar Lie Kac-Moody adalah aljabar Lie yang menggunakan generalisasi 

matriks Cartan atas lapangan real atau kompleks. Penelitian ini bertujuan untuk 

mendefinisikan aljabar Lie Kac-Moody di quaternion dengan menggunakan konsep 

Quaternifikasi pada aljabar Lie. Dari beberapa penelitian terdahulu, definisi dari aljabar 

Lie Kac-Moody atas lapangan real atau kompleks terbagi jadi dua yaitu definisi aljabar 

Lie Kac-Moody Standar dan Direduksi. Untuk memperoleh kedua definisi tersebut 

diperlukan satu definisi tambahan yaitu aljabar Lie Kac-Moody Umum. Sehingga, untuk 

mendefinisikan Aljabar Lie Kac-Moody Quaternion diperlukan tiga konstruksi yaitu 

konstruksi Aljabar Lie Kac-Moody Quaternion Umum, Aljabar Lie Kac-Moody Quaternion 

Standar, dan Aljabar Lie Kac-Moody Quaternion Direduksi. Hasil dari penelitian ini 

diperoleh  definisi dari Aljabar Lie Kac-Moody Quaternion Umum,  Aljabar Lie Kac-Moody 

Quaternion Standar, dan Aljabar Lie Kac-Moody Quaternion Direduksi. 

Kata kunci: Aljabar Lie, Aljabar Lie Kac-Moody, Quaternifikasi aljabar Lie, Aljabar Lie 

Kac-Moody Quaternion Umum, Aljabar Lie Kac-Moody Quaternion Standar, Aljabar Lie 

Kac-Moody Quaternion Direduksi 
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ABSTRACT 

Kac-Moody Lie algebra is a Lie algebra associated with Cartan matrix 

generalized over real or complex field. This research aims to define Kac-Moody Lie 

algebra in quaternion by using the concept of Quaternification of Lie algebra. From some 

previous research, the definition of Kac-Moody Lie algebra over real or complex field is 

divided into two, namely the definition of Standard and Reduced Kac-Moody Lie algebra. 

To obtain both definitions, one additional definition is needed, namely the Universal Kac-

Moody Lie algebra. So, to define Kac-Moody Quaternion Lie Algebra, three constructions 

are needed, namely the construction of Universal Kac-Moody Quaternion Lie Algebra, 

Standard Kac-Moody Quaternion Lie Algebra, and Reduced Kac-Moody Quaternion Lie 

Algebra. The results of this study obtained the definition of Universal Kac-Moody 

Quaternion Lie Algebra, Standard Kac-Moody Quaternion Lie Algebra, and Reduced 

Kac-Moody Quaternion Lie Algebra. 

Keywords: Lie algebra, Kac-Moody Lie algebra, Quaternification of Lie algebra, 

Universal Kac-Moody Quaternion Lie Algebra, Standard Kac-Moody Quaternion Lie 

Algebra, Reduced Kac-Moody Quaternion Lie Algebra 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

 Pada bab ini dibahas mengenai latar belakang, rumusan masalah penelitian, 

batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan landasan teori. 

1.1 Latar Belakang 

Aljabar adalah cabang matematika yang mempelajari struktur, relasi, dan operasi 

matematika yang melibatkan objek abstrak seperti bilangan, variabel, dan operasi 

aritmatika. 

Topik dalam aljabar yang banyak diteliti salah satunya adalah aljabar Lie. Istilah 

aljabar Lie diambil dari nama matematikawan Norwegia yaitu Marius Sophus Lie      

(1842-1899). Shopus Lie mengembangkan aljabar Lie untuk mempelajari konsep 

transformasi yang sangat kecil (infinitesimal) pada tahun 1870-an. Beberapa peneliti 

telah mempublikasikan tulisannya dalam bentuk buku dan paper mengenai aljabar Lie 

seperti Gerard G.A. Bauerle dan Eddy A. De Kerf (Bauerle & Kerf, 1990), James E. 

Humpherys (Humphreys, 2010), dan Brian C. Hall (Hall, 2015) dalam bukunya telah 

membahas beberapa materi mengenai aljabar Lie seperti konsep-konsep dasar 

mengenai aljabar Lie, homomorfisma aljabar Lie, kompleksifikasi dari aljabar Lie real, 

aljabar Lie sederhana, aljabar Lie semisederhana, dll. Selanjutnya, pada tahun 1984 Rolf 

Farnsteiner (Farnsteiner, 1984) mulai memperkenalkan tentang aljabar Lie di quaternion 

dengan menyelidiki aljabar Lie yang isomorfik dengan central quotient dari aljabar 

pembagian quaternion yang kemudian disebut sebagai aljabar Lie quaternion. 

Kemudian, Dominic Joyce (Joyce, 1998) memberikan definisi aljabar Lie quaternion 

sebagai objek modul 𝔸ℍ yang memenuhi kondisi braket aljabar Lie modul 𝔸ℍ 

merupakan konsep yang lebih khusus dibandingkan modul ℍ. Selanjutnya, Tasioki Kori  

(Kori, 2023) mempublikasikan papernya yang membahas tentang quaternifikasi pada 

aljabar Lie kompleks yang merupakan perluasan dari kompleksifikasi pada aljabar Lie 

real. Berdasarkan paper tersebut, Tasioki Kori memperkenalkan definisi dari aljabar Lie 

quaternion, quaternifikasi aljabar Lie, quaternifikasi pada aljabar Lie sederhana, dan 

dekomposisi ruang akar dari aljabar Lie quaternion. Salah satu topik penting dalam 

pengembangan aljabar Lie adalah Aljabar Lie Kac-Moody. 

Aljabar Lie Kac-Moody adalah aljabar Lie yang menggunakan generalisasi 

matriks Cartan. Aljabar Lie Kac-Moody diusulkan dengan dua properti yang berbeda oleh 

Robert Vaughan Moody (Moody, 1967) dan Victor Gershevich Kac (Kac V. G., 1968). 

Karena terdapat dua definisi dengan properti berbeda maka Steven Berman          

(Berman S. , 1981) memberikan nama untuk masing-masing properti yaitu Aljabar Lie 

Kac-Moody Standar dan Aljabar Lie Kac-Moody Direduksi. Namun, untuk mendapatkan 

dua definisi tersebut, terlebih dahulu didefinisikan Aljabar Lie Kac-Moody Umum yang 

diaplikasikan ke dua properti yang diperkenalkan oleh Moody dan Kac sehingga 

diperoleh Aljabar Lie Kac-Moody Standar dan Aljabar Lie Kac-Moody Direduksi. 
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Berdasarkan uraian diatas, hal yang menarik untuk diteliti adalah penggabungan 

antara quaternifikasi pada aljabar Lie kompleks dengan aljabar Lie Kac-Moody. Oleh 

karena itu, dalam penelitian ini dibahas tentang konstruksi aljabar Lie Kac-Moody 

Quaternion Umum, Standar, dan Direduksi dengan menggunakan quaternifikasi. Hasil-

hasil yang diperoleh dituangkan dalam bentuk penelitian tugas akhir dengan judul 

“Quaternifikasi Pada Aljabar Lie”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan uraian pada latar belakang, maka rumusan masalah dalam 

penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Bagaimana konstruksi aljabar Lie Kac-Moody Quaternion Umum? 

2. Bagaimana konstruksi aljabar Lie Kac-Moody Quaternion Standar? 

3. Bagaimana konstruksi aljabar Lie Kac-Moody Quaternion Direduksi? 

1.3 Batasan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah, diberikan batasan masalah yaitu aljabar Lie 

Kac-Moody Quaternion yang diteliti dalam hal ini menggunakan quaternifikasi pada 

aljabar Lie Kac-Moody atas lapangan kompleks. Selain itu, himpunan pembangun yang 

digunakan untuk mengkonstruksi aljabar Lie Kac-Moody Quaternion berdimensi hingga. 

1.4 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah, maka penelitian ini bertujuan mengkonstruksi 

aljabar Lie Kac-Moody Quaternion Umum, Standar, dan Direduksi. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Hasil dari penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat kepada berbagai 

pihak sebagai berikut: 

1. Bagi Penulis: 

a. Sebagai sarana untuk memperkaya pengetahuan dan wawasan 

mengenai ilmu matematika khususnya pada bidang aljabar. 

b. Sebagai sarana untuk menambah keterampilan dalam menerapkan 

teori-teori yang telah diperoleh dalam perkuliahan maupun yang 

diperoleh secara mandiri. 

2. Bagi Pembaca: 

a. Sebagai sarana untuk menambah pemahaman tentang teori-teori dalam 

bidang aljabar. 

b. Sebagai bahan referensi dalam kajian keilmuan matematika. 

3. Bagi Universitas Hasanuddin: 

Sebagai pelengkap literatur mengenai matematika khususnya aljabar 

yang dapat dimanfaatkan oleh setiap civitas akademik Universitas 

Hasanuddin. 
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1.6 Landasan Teori 

 Pada subbab ini diberikan beberapa materi yang akan digunakan sebagai 

landasan teori dalam mengkaji konstruksi aljabar Lie Kac-Moody Quaternion Umum, 

Standar, dan Direduksi. Materinya berupa grup, gelanggang, lapangan, ruang vektor, 

aljabar 𝔽, Quaternion ℍ, teori modul, aljabar Lie, aljabar Lie bebas, aljabar Lie 

sederhana, aljabar Lie semisederhana, Kompleksifikasi dari aljabar Lie real, akar dan 

ruang akar, subaljabar Cartan dan Teorema Serre, modul pada aljabar Lie, representasi 

dari dimensi terbatas dari aljabar Lie, tensor product, aljabar enveloping umum, aljabar 

Lie Kac-Moody, modul quaternion, aljabar Lie quaternion, aljabar Lie quaternion bebas, 

quaternifikasi pada aljabar Lie kompleks, quaternifikasi pada aljabar Lie sederhana, dan 

dekomposisi ruang akar pada aljabar Lie quaternion. Selain itu, juga dibutuhkan 

beberapa notasi dan istilah yang umumnya merujuk pada buku “Finite and Infinite 

Dimensional Lie Algebras and Applications in Physics Vol.1” oleh G.G.A. Bauerle dan 

E.A. De Kerf dan Paper “On a Quaternification of Complex Lie algebras” oleh Tosiaki 

Kori. 

1.6.1 Grup, Gelanggang, dan Lapangan 

 Pada subbab ini dibahas tentang grup, subgrup, koset, subgrup normal, grup 

quotient, homomorfisma grup beserta jenis-jenisnya, grup aksi, gelanggang, 

subgelanggang, ideal, gelanggang quotient, homomorfisma gelanggang beserta jenis-

jenisnya, dan lapangan. 

Definisi 1.6.1.1 Grup adalah himpunan tak kosong 𝐺, yang dilengkapi dengan sebuah 

operasi biner yang dinotasikan dengan (∗), yang memenuhi aksioma berikut: 

1. (Asosiatif) Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 

(𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) (1) 

2. (Identitas) Terdapat elemen 𝑒 ∈ 𝐺 dimana 

𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑎 (2) 

untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺. 

3. (Invers) Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺, terdapat elemen 𝑎−1 ∈ 𝐺 dimana 

𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 = 𝑒 (3) 

(Roman, 2007) 

Contoh 1.6.1.1 Misalkan 𝐺 = ℂ maka 𝐺 adalah grup terhadap operasi penjumlahan 

Definisi 1.6.1.2 Grup 𝐺 abelian atau komutatif jika 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎, untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺. 

(Suryanti, 2017) 

Contoh 1.6.1.2 Misalkan 𝐺 = ℂ maka 𝐺 adalah grup abelian. 

Definisi 1.6.1.3 Misalkan 𝐺 grup dan 𝐻 ⊆ 𝐺, 𝐻 dikatakan subgrup dari 𝐺 dituliskan       

𝐻 ≤ 𝐺, jika 𝐻 ≠ ∅, 𝐻 sendiri merupakan grup dengan operasi biner yang sama dengan 

𝐺. (Suryanti, 2017) 
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Teorema 1.6.1.1 Misalkan 𝐺 grup, himpunan 𝐻 adalah subgrup dari 𝐺 jika dan hanya jika 

untuk ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 berlaku 𝑥𝑦−1 ∈ 𝐻. (Suryanti, 2017) 

Definisi 1.6.1.4 Misalkan 𝐺 grup, maka 𝐺 dan {𝑒} adalah subgrup tak sejati dari 𝐺, dan 

semua subgrup yang lain adalah subgrup sejati. (Suryanti, 2017) 

Definisi 1.6.1.5 Misalkan 𝐻 adalah subgrup dari 𝐺, dan 𝑎 ∈ 𝐺. Koset kiri dari 𝐻 dalam 𝐺 

adalah 𝑎𝐻 = {𝑎ℎ|ℎ ∈ 𝐻}. Sedangkan, koset kanan dari 𝐻 dalam 𝐺 adalah                        

𝐻𝑎 = {ℎ𝑎|ℎ ∈ 𝐻}. (Suryanti, 2017) 

Definisi 1.6.1.6 Subgrup 𝐻 dari grup 𝐺 dikatakan subgrup normal dari 𝐺 jika dan hanya 

jika 𝑔𝐻𝑔−1 = 𝐻, ∀𝑔 ∈ 𝐺. Dengan kata lain 𝐻 disebut subgrup normal dari 𝐺 ditulis 𝐻 ⊲ 𝐺 

jika koset kanan sama dengan koset kiri. (Suryanti, 2017) 

Definisi 1.6.1.7 Jika 𝐻 adalah subgrup normal dari grup 𝐺, himpunan koset dari 𝐻 dalam 

𝐺 adalah grup quotient dari 𝐺 dan dinotasikan dengan 𝐺/𝐻 dimana 𝐺/𝐻 = {𝑥 + 𝐻|𝑥 ∈ 𝐺}. 

(Suryanti, 2017) 

Definisi 1.6.1.8 Misalkan (𝐺,∗) dan (𝐻,∘) adalah grup, fungsi dari 𝐺 dan 𝐻 dikatakan 

mengawetkan operasi/homomorfisma jika: 

𝑓(𝑥 ∗ 𝑦) = 𝑓(𝑥) ∘ 𝑓(𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 (4) 

(Suryanti, 2017) 

Definisi 1.6.1.9 Misalkan 𝑓: 𝐺 → 𝐻 adalah homomorfisma grup, maka 

a. Jika 𝑓 injektif maka 𝑓 dinamakan monomorfisma 

b. Jika 𝑓 surjektif maka 𝑓 dinamakan epimorfisma 

c. Jika 𝑓 bijektif maka 𝑓 dinamakan isomorfisma 

d. Jika 𝐺 = 𝐻 maka 𝑓 dinamakan endomorfisma 

e. Jika 𝐺 = 𝐻 dan 𝑓 bijektif maka 𝑓 dinamakan automorfisma 

(Suryanti, 2017) 

Contoh 1.6.1.3 

a. 𝑓: ℤ → 2ℤ dengan 𝑓(𝑥) = 2𝑥 merupakan isomorfisma 

b. 𝑓: 𝐺 → 𝐺 dengan 𝑓(𝑔) = 𝑒 merupakan endomorfisma 

c. 𝑓: 𝐺 → 𝐺 dengan 𝑓(𝑔) = 𝑔 merupakan automorfisma 

Definisi 1.6.1.10 Jika 𝑓:𝐺 → 𝐻 homomorfisma grup, 𝑘𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙 𝑓 adalah 

ker 𝑓 = {𝑔 ∈ 𝐺|𝑓(𝑔) = 𝑒ℎ} (5) 

dan image dari 𝑓 adalah 

im𝑓 = {ℎ ∈ 𝐻|𝑓(𝑔) = ℎ, untuk 𝑔 ∈ 𝐺}  (6) 

(Suryanti, 2017) 
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Teorema 1.6.1.2 Misalkan 𝐻 adalah subgrup normal dari grup 𝐺. Definisikan fungsi 𝑔 

dari 𝐺 ke grup 𝐺/𝐻 dengan 𝑔(𝑎) = 𝑎𝐻 untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺. Sehingga, 𝑔 adalah 

homomorfisma dari 𝐺 ke 𝐺/𝐻 dan ker 𝑔 = 𝐻. Homomorfisma 𝑔 adalah homomorfisma 

natural/kanonik dari 𝐺 ke 𝐺/𝐻. (Malik, Mordeson, & Sen, 1997) 

Teorema 1.6.1.3 Misalkan 𝑓 adalah homomorfisma dari grup 𝐺 ke grup 𝐺1. Maka 𝑓(𝐺) 

adalah subgrup dari 𝐺1 dan 𝐺/ ker 𝑓 ≅ 𝑓(𝐺). (Malik, Mordeson, & Sen, 1997) 

Definisi 1.6.1.11 Misalkan 𝐺 adalah grup dan 𝑋 adalah himpunan. Grup aksi dari 𝐺 pada 

𝑋 adalah pemetaan 𝐺 × 𝑋 → 𝑋 biasanya dinotasikan dengan (𝑔, 𝑥) → 𝑔 ∙ 𝑥 memenuhi 

a. (𝑔1𝑔2) ∙ 𝑥 = 𝑔1 ∙ (𝑔2 ∙ 𝑥) dan 

b. 𝑒 ∙ 𝑥 = 𝑥, dimana 𝑒 adalah identitas dari 𝐺 

untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑆, 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺. (Malik, Mordeson, & Sen, 1997) 

Definisi 1.6.1.12 Gelanggang adalah himpunan tak kosong 𝑅, yang dilengkapi dengan 

dua operasi biner, yaitu penjumlahan (dinotasikan dengan +) dan perkalian (dinotasikan 

dengan ∙ ), dimana memenuhi aksioma berikut: 

1. 𝑅 adalah grup abelian atau komutatif terhadap penjumlahan. 

2. (asosiatif) Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, 

(𝑎𝑏)𝑐 = 𝑎(𝑏𝑐) (7) 

3. (distributif) Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, 

(𝑎 + 𝑏)𝑐 = 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 dan 𝑐(𝑎 + 𝑏) = 𝑐𝑎 + 𝑐𝑏 (8) 

Contoh 1.6.1.4 Misalka 𝑅 = ℂ maka 𝑅 adalah gelanggang atas operasi penjumlahan dan 

perkalian. 

Definisi 1.6.1.13 Gelanggang 𝑅 dikatakan komutatif jika 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. 

Jika gelanggang 𝑅 memuat elemen 𝑒 dengan sifat 

𝑎𝑒 = 𝑒𝑎 = 𝑎 (9) 

untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅. 𝑅 disebut sebagai gelanggang dengan identitas. Identitas 𝑒 umumnya 

dinotasikan dengan 1. (Roman, 2007) 

Contoh 1.6.1.5 Misalkan 𝑅 = ℂ maka 𝑅 adalah gelanggang komutatif. 

Definisi 1.6.1.14 Misalkan gelanggang (𝑅,+,∙) dan 𝑅′ subhimpunan dari 𝑅. Maka    

(𝑅′, +,∙) adalah subgelanggang dari (𝑅, +,∙) jika 

a. (𝑅′, +) adalah subgrup dari (𝑅, +) dan 

b. Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅′, 𝑥 ∙ 𝑦 ∈ 𝑅′. 

(Malik, Mordeson, & Sen, 1997) 

Teorema 1.6.1.4 Misalkan 𝑅 adalah gelanggang. Subhimpunan tak kosong 𝑅′ dari 𝑅 

adalah subgelanggang dari 𝑅 jika dan hanya jika 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑅′ dan 𝑥𝑦 ∈ 𝑅′ untuk setiap 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅′. (Malik, Mordeson, & Sen, 1997) 
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Definisi 1.6.1.15 Misalkan 𝑅 adalah gelanggang. Misalkan 𝐼 adalah subhimpunan tak 

kosong dari 𝑅. 

a. 𝐼 adalah ideal kiri dari 𝑅 jika untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 dan untuk setiap                    

𝑟 ∈ 𝑅, 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑟𝑎 ∈ 𝐼. 

b.  𝐼 adalah ideal kanan dari 𝑅 jika untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 dan untuk setiap             

𝑟 ∈ 𝑅, 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑟𝑎 ∈ 𝐼. 

c. 𝐼 adalah ideal dari 𝑅 jika 𝐼 adalah ideal kiri sekaligus ideal kanan dari 𝑅. 

(Malik, Mordeson, & Sen, 1997) 

Definisi 1.6.1.16 Misalkan 𝑅 adalah gelanggang dan 𝑀 adalah ideal dari 𝑅. 𝑀 adalah 

ideal maksimal dari 𝑅 jika 𝑀 ≠ 𝑅 dan tidak terdapat ideal 𝐼 dari 𝑅 yang memenuhi         

𝑀 ⊂ 𝐼 ⊂ 𝑅. (Malik, Mordeson, & Sen, 1997) 

Definisi 1.6.1.17 Jika 𝑅 gelanggang dan 𝐼 adalah ideal dari 𝑅, maka gelanggang   

(𝑅/𝐼, +,∙) adalah gelanggang quotient 𝑅 oleh 𝐼 dimana 𝑅/𝐼 = {𝑥 + 𝐼|𝑥 ∈ 𝑅}. (Malik, 

Mordeson, & Sen, 1997) 

Definisi 1.6.1.18 Misalkan (𝑅, +,∙) dan (𝑅′,+′,∙ ′) adalah gelanggang dan 𝑓 adalah fungsi 

dari 𝑅 ke 𝑅′. Maka 𝑓 adalah homomorfisma dari 𝑅 ke 𝑅′ jika untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 

memenuhi: 

𝑓(𝑎 + 𝑏) = 𝑓(𝑎)+′𝑓(𝑏) (10) 

𝑓(𝑎 ∙ 𝑏) = 𝑓(𝑎) ∙′ 𝑓(𝑏) (11) 

(Suryanti, 2018) 

Definisi 1.6.1.19 Misalkan 𝑓: 𝑅 → 𝑅′ adalah homomorfisma gelanggang, maka 

a. Jika 𝑓 injektif maka 𝑓 dinamakan monomorfisma 

b. Jika 𝑓 surjektif maka 𝑓 dinamakan epimorfisma 

c. Jika 𝑓 bijektif maka 𝑓 dinamakan isomorfisma 

d. Jika 𝐺 = 𝐻 maka 𝑓 dinamakan endomorfisma 

e. Jika 𝐺 = 𝐻 dan 𝑓 bijektif maka 𝑓 dinamakan automorfisma 

(Suryanti, 2018) 

Definisi 1.6.1.20 Jika 𝑓:𝐺 → 𝐻 homomorfisma gelanggang, 𝑘𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙 𝑓 adalah  

ker 𝑓 = {𝑔 ∈ 𝐺|𝑓(𝑔) = 𝑒ℎ} (12) 

dan image dari 𝑓 adalah 

im 𝑓 = {ℎ ∈ 𝐻|𝑓(𝑔) = ℎ, untuk 𝑔 ∈ 𝐺}  (13) 

(Suryanti, 2018) 
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Definisi 1.6.1.21 Lapangan adalah himpunan 𝔽, memuat paling sedikit 2 elemen, yang 

dilengkapi dengan dua operasi biner, yaitu penjumlahan (dinotasikan dengan +) dan 

perkalian (dinotasikan dengan ∙ ), dimana memenuhi aksioma berikut: 

1. 𝔽 adalah grup komutatif terhadap pejumlahan. 

2. Himpunan 𝔽∗ adalah semua elemen tak nol di 𝔽 adalah grup terhadap perkalian. 

3. (distributif) untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝔽, 

(𝑎 + 𝑏)𝑐 = 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 dan 𝑐(𝑎 + 𝑏) = 𝑐𝑎 + 𝑐𝑏  (14) 

(Roman, 2007) 

Contoh 1.6.1.6 Misalkan 𝔽 = ℂ maka 𝔽 adalah lapangan terhadap operasi penjumlahan 

dan operasi perkalian. 

1.6.2 Ruang Vektor 

 Pada subab ini dibahas tentang ruang vektor, subruang, basis, fungsional linear, 

ruang dual, basis dual, pemetaan linear, isomorfisma, pemetaan konjugat linear, involusi 

linear, konjugat involusi linear, invarian, dan pemetaan bilinear. 

Definisi 1.6.2.1 Misalkan 𝔽 adalah lapangan, yang elemennya disebut skalar. Ruang 

vektor atas 𝔽 adalah himpunan tak kosong, yang elemennya disebut sebagai vektor, 

yang dilengkapi dengan dua operasi. Operasi pertama yaitu penjumlahan dan 

dinotasikan dengan (+) sehingga untuk setiap pasangan (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑉 × 𝑉 dari vektor di 𝑉 

maka vektor 𝑢 + 𝑣 juga di 𝑉. Operasi kedua, dikatakan perkalian skalar sehingga untuk 

setiap pasangan (𝑟, 𝑢) ∈ 𝔽 × 𝑉 maka vektor 𝑟𝑣 di 𝑉. Selanjutnya, aksioma-aksioma 

berikut harus terpenuhi: 

1. (Asosiatif terhadap penjumlahan) 

 𝑢 + (𝑣 + 𝑤) = (𝑢 + 𝑣) + 𝑤 (15) 

untuk setiap vektor 𝑢, 𝑣,𝑤 ∈ 𝑉. 

2. (Komutatif terhadap penjumlahan) 

 𝑢 + 𝑣 = 𝑣 + 𝑢 (16) 

untuk setiap vektor 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉. 

3. (Terdapat elemen 0) 

Terdapat vektor 𝟎 ∈ 𝑉, dengan sifat 

 𝟎 + 𝑢 = 𝑢 + 𝟎 = 𝑢 (17) 

untuk setiap vektor 𝑢 ∈ 𝑉. 

 

4. (Terdapat invers penjumlahan) 

untuk setiap vektor 𝑢 ∈ 𝑉, terdapat vektor di 𝑉, dinotasikan dengan −𝑢, dengan 

sifat 

𝑢 + (−𝑢) = (−𝑢) + 𝑢 = 𝟎 (18) 

5. (Aksioma perkalian skalar)  
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𝑟(𝑢 + 𝑣) = 𝑟𝑢 + 𝑟𝑣 (19) 

(𝑟 + 𝑠)𝑢 = 𝑟𝑢 + 𝑠𝑢 (20) 

(𝑟𝑠)𝑢 = 𝑟(𝑠𝑢) (21) 

1𝑢 = 𝑢 (22) 

untuk setiap 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 dan skalar 𝑟, 𝑠 ∈ 𝔽. 

(Roman, 2007) 

Contoh 1.6.2.1 Misalkan 𝑉 = ℂ maka 𝑉 adalah ruang vektor atas lapangan ℝ 

Teorema 1.6.2.1 Jika 𝑊 adalah himpunan satu atau lebih vektor di ruang vektor 𝑉 atas 

lapangan 𝔽, maka 𝑊 adalah subruang dari 𝑉 jika dan hanya jika kondisi berikut 

memenuhi. 

1. Jika 𝑢 dan 𝑣 vektor di 𝑊, maka 𝑢 + 𝑣 di 𝑊. 

2. Jika 𝑘 adalah skalar di 𝔽 dan 𝑢 adalah vektor di 𝑊, maka 𝑘𝑢 di 𝑊. 

(Roman, 2007) 

Contoh 1.6.2.2 Ruang vektor ℝ atas lapangan ℝ adalah subruang dari ruang vektor dari 

ℂ atas lapangan ℝ. 

Definisi 1.6.2.3 Misalkan 𝑉 adalah ruang vektor atas 𝔽. Subruang direntang (atau 

digeneret) oleh himpunan 𝑆 dari vektor di 𝑉 adalah himpunan semua kombinasi linear 

dari vektor di 𝑆 

〈𝑆〉 = {𝑟1𝑣1 +⋯+ 𝑟𝑛𝑣𝑛|𝑟𝑖 ∈ 𝔽, 𝑣𝑖 ∈ 𝑉} (23) 

dengan 𝑆 = {𝑣1, … , 𝑣𝑛} adalah himpunan terbatas. Bentuk 𝑟1𝑣1 +⋯+ 𝑟𝑛𝑣𝑛 dengan         

𝑟𝑖 ∈ 𝔽, 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 untuk setiap 𝑖, adalah kombinasi linear dari vektor 𝑣1, … , 𝑣𝑛. (Roman, 2007) 

Definisi 1.6.2.4 Himpunan tak kosong 𝑆 dari vektor di 𝑉 bebas linear jika untuk sebarang 

𝑣1, … , 𝑣𝑛 di 𝑉, diperoleh 

𝑟1𝑣1 +⋯+ 𝑟𝑛𝑣𝑛 = 𝟎 → 𝑟1 = ⋯ = 𝑟𝑛 = 0 (24) 

Jika himpunan dari vektor tidak bebas linear, maka himpunan tersebut disebut 

bergantung linear. (Roman, 2007) 

Definisi 1.6.2.5 Himpunan vektor di 𝑉 yang bebas linear dan mengeneret 𝑉 disebut basis 

untuk 𝑉. (Roman, 2007) 

Definisi 1.6.2.6 Fungsional linear pada ruang vektor 𝑉 atas lapangan 𝔽 adalah pemetaan 

𝜑:𝑉 → 𝔽 yang memenuhi 

𝜑(𝑥 + 𝑦) = 𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑦) dan  𝜑(𝜆𝑥) = 𝜆𝜑(𝑥) (25) 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉, 𝜆 ∈ 𝔽. (Roman, 2007) 
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Definisi 1.6.2.7 Misalkan 𝑉 adalah ruang vektor atas lapangan 𝔽, didefinisikan ruang 

dual 𝑉∗ adalah himpunan semua fungsional linear 𝜑:𝑉 → 𝔽. (Roman, 2007) 

Contoh 1.6.2.3 Misalkan 𝑉 = ℝ3 dan 𝜑:ℝ3 → ℝ, maka 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥 + 3𝑦 + 4𝑧 adalah 

anggota dari 𝑉∗. 

Teorema 1.6.2.2 Misalkan 𝐵 = {𝑣1, … , 𝑣𝑛} adalah basis dari 𝑉. fungsional linear 𝜑1, …𝜑𝑛 

didefinisikan oleh 𝜑𝑖(𝑣𝑗) = 𝛿𝑖,𝑗 adalah basis untuk ruang dual 𝑉∗ untuk 𝑗 = 1,… , 𝑛 dimana 

𝛿𝑖𝑗 adalah fungsi Kronecker delta, yang didefinisikan oleh 𝛿𝑖𝑗 = {
1, jika 𝑖 = 𝑗
0, jika 𝑖 ≠ 𝑗

 , Basis 𝐵∗ =

{𝜑1, … , 𝜑𝑛} adalah basis dual untuk 𝐵. (Roman, 2007) 

Definisi 1.6.2.8 Diberikan ruang vektor 𝑉1 dan 𝑉2 atas lapangan 𝔽, maka fungsi         

𝜑:𝑉1 → 𝑉2 disebut transformasi linear jika memenuhi aksioma sebagai berikut: 

a. 𝜑(𝑢 + 𝑣) = 𝜑(𝑢) + 𝜑(𝑣), untuk setiap 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉1. 

b. 𝜑(𝛼𝑣) = 𝛼𝜑(𝑣), untuk setiap 𝛼 ∈ 𝔽 dan 𝑣 ∈ 𝑉1. 

Jika 𝑓 adalah fungsi bijektif adalah isomorfisma. (Roman, 2007) 

Definisi 1.6.2.9 Diberikan ruang vektor 𝑉1 dan 𝑉2 atas lapangan 𝔽, maka fungsi         

𝜑:𝑉1 → 𝑉2 disebut transformasi konjugat linear jika memenuhi aksioma sebagai berikut: 

a. 𝜑(𝑢 + 𝑣) = 𝜑(𝑢) + 𝜑(𝑣), untuk setiap 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉1. 

b. 𝜑(𝛼𝑣) = 𝛼̅𝜑(𝑣), untuk setiap 𝛼 ∈ 𝔽 dan 𝑣 ∈ 𝑉1. 

Definisi 1.6.2.10 Misalkan 𝑉 adalah ruang vektor dan 𝜏 adalah operator linear pada 𝑉. 

Misalkan 𝑆 adalah subruang dari 𝑉, 𝑆 dikatakan invarian terhadap 𝜏 jika 𝜏(𝑆) ⊂ 𝑆, yaitu 

𝜏(𝑠) ∈ 𝑆 untuk setiap 𝑠 ∈ 𝑆. (Roman, 2007) 

Contoh 1.6.2.4 Misalkan 𝑉 = ℤ dan 𝜏 ∶ ℤ → ℤ dengan 𝜏(𝑥) = 𝑥, 𝑥 ∈ ℤ. 2ℤ adalah invarian 

terhadap 𝜏. 

Definisi 1.6.2.11 Misalkan 𝑉 adalah ruang vektor atas lapangan 𝔽. Involusi linear adalah 

operator linear 𝜎:𝑉 → 𝑉 yang memenuhi 𝜎2 = 𝐼. 

Teorema 1.6.2.3 Misalkan 𝑉 adalah ruang vektor dan misalkan 𝜎: 𝑉 → 𝑉 adalah involusi 

linear. Maka nilai eigen dari 𝜎 adalah ±1. 

Definisi 1.6.2.12 Misalkan 𝑉 adalah ruang vektor atas lapangan 𝔽. Involusi linear adalah 

operator konjugat linear 𝜏: 𝑉 → 𝑉 yang memenuhi 𝜏2 = 𝐼. 

Definisi 1.6.2.13 Misalkan 𝑈,𝑉 dan 𝑊 adalah ruang vektor atas 𝔽. Misalkan 𝑈 × 𝑉 adalah 

perkalian kartesius dari 𝑈 dan 𝑉 seperti himpunan. Himpunan fungsi 

𝑓: 𝑈 × 𝑉 → 𝑊 (26) 

adalah bilinear jika itu adalah linear pada kedua variable secara terpisah, yaitu, jika 

𝑓(𝑟𝑢 + 𝑠𝑢′, 𝑣) = 𝑟𝑓(𝑢, 𝑣) + 𝑠𝑓(𝑢′, 𝑣) (27) 
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dan 

𝑓(𝑢, 𝑟𝑣 + 𝑠𝑣′) = 𝑟𝑓(𝑢, 𝑣) + 𝑠𝑓(𝑢, 𝑣′) (28) 

Himpunan semua fungsi bilinear dari 𝑈 × 𝑉 ke 𝑊 dinotasikan oleh 𝐻𝑜𝑚𝔽(𝑈, 𝑉;𝑊). 

Fungsional bilinear 𝑓:𝑈 × 𝑉 → 𝔽 dengan nilai di basis lapangan 𝔽 disebut bentuk bilinear 

pada 𝑈 × 𝑉. (Roman, 2007) 

Contoh 1.6.2.5 Jika 𝐴 adalah aljabar 𝔽, pemetaan perkalian 𝜇: 𝐴 × 𝐴 → 𝐴 didefinisikan 

oleh 

𝜇(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑏 (29) 

adalah bilinear. 

1.6.3 Aljabar 𝔽 dan Quaternion ℍ 

 Pada subbab ini dibahas tentang aljabar 𝔽 dan Quaternion ℍ. 

Definisi 1.6.3.1 Ruang vektor 𝐴 atas lapangan 𝔽 dikatakan aljabar 𝔽 jika untuk setiap 

vektor 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐴 didefinisikan perkalian 𝑢𝑣 ∈ 𝐴 memenuhi untuk setiap 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐴 dan 

setiap 𝜆 ∈ 𝔽 diperoleh 

𝑢(𝑣 + 𝑤) = 𝑢𝑣 + 𝑢𝑤 (30) 

(𝑢 + 𝑣)𝑤 = 𝑢𝑤 + 𝑣𝑤 (31) 

𝜆(𝑢𝑣) = 𝑢(𝜆𝑣) = (𝜆𝑢)𝑣 (32) 

Aljabar 𝐴 disebut aljabar asosiatif jika untuk setiap 𝑢, 𝑣,𝑤 ∈ 𝐴 

(𝑢𝑣)𝑤 = 𝑢(𝑣𝑤) (33) 

Aljabar ini adalah dikatakan memiliki elemen identitas 𝑒 jika 𝑒𝑢 = 𝑢𝑒 = 𝑢 untuk setiap   

𝑢 ∈ 𝐴. (Bauerle & Kerf, 1990) 

Contoh 1.6.3.1 Misalkan 𝐴 = ℝ2 dan 𝔽 = ℝ didefinisikan operasi sebagai berikut: 

   (
𝑎1
𝑎2
) + (

𝑏1
𝑏2
) = (

𝑎1 + 𝑏1
𝑎2 + 𝑏2

) 
(34) 

(
𝑎1
𝑎2
) ∙ (

𝑏1
𝑏2
) = (

𝑎1𝑏1
𝑎2𝑏2

) 
(35) 

        𝜆 (
𝑏1
𝑏2
) = (

𝜆𝑏1
𝜆𝑏2
) 

(36) 

dimana (
𝑎1
𝑎2
) , (

𝑏1
𝑏2
) ∈ 𝐴 dan 𝜆 ∈ 𝔽 

diperoleh bahwa 𝐴 = ℝ2 adalah aljabar 𝔽. 

Definisi 1.6.3.2 Quaternion ℍ adalah aljabar ℝ dengan basis {1, 𝑖, 𝑗, 𝑘} dan memenuhi 

kondisi berikut. 
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𝑖𝑗 = −𝑗𝑖 = 𝑘, 𝑗𝑘 = −𝑘𝑗 = 𝑖, 𝑘𝑖 = −𝑖𝑘 = 𝑗, 𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = −1 (37) 

(Voight, 2021) 

Quaternion ℍ bersifat asosiatif tetapi tidak bersifat komutatif terhadap operasi 

perkalian. Diberikan sebuah quaternion ℍ misal 𝑞 ∈ ℍ maka 𝑞 dapat dituliskan sebagai 

berikut: 

𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘,   𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ (38) 

Selanjutnya, didefinisikan konjugat quaternion dengan bentuk 

𝑞̅ = 𝑎 − 𝑏𝑖 − 𝑐𝑗 − 𝑑𝑘 (39) 

Sehingga 

𝑞𝑞̅ = |𝑞|2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 ∈ ℝ (40) 

dimana |𝑞| adalah panjang dari 𝑞 sebagai vektor di ℝ4. Jadi, jika 𝑞 ≠ 0 maka itu dapat 

diinverskan yaitu: 

𝑞−1 =
𝑞̅

|𝑞|2
 

(41) 

Selain itu, setiap elemen di quaternion juga bisa dituliskan atas bilangan kompleks yaitu: 

𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑐𝑘 

           = (𝑎 + 𝑏𝑖) + (𝑐 + 𝑑𝑖)𝑗 

           = (𝑎 + 𝑏𝑖) + 𝑗(𝑐 − 𝑑𝑖) 

                                                      = 𝑧1 + 𝑗𝑧2  

(42) 

dengan 𝑧1 = 𝑎 + 𝑏𝑖 dan 𝑧2 = 𝑐 − 𝑑𝑖  Perkalian quaternionnya yaitu: 

𝑥𝑦 = (𝑧1 + 𝑗𝑧2)(𝑤1 + 𝑗𝑤2) = (𝑧1𝑤1 − 𝑧2̅𝑤2) + 𝑗(𝑧1̅𝑤2 + 𝑧2𝑤1)  (43) 

untuk 𝑥 = 𝑧1 + 𝑗𝑧2, 𝑦 = 𝑤1 + 𝑗𝑤2. ℍ dan ℂ2 isomorfik sebagai ruang vektor ℂ: 

𝑧1 + 𝑗𝑧2 → (
𝑧1
𝑧2
) (44) 

(Kori, 2023) 

1.6.4 Teori Modul 

 Pada subbab ini dibahas tentang modul, submodul, direct sum, modul yang 

dibangun oleh suatu himpunan, homomorfisma modul, dan isomorfisma modul. 

Teori modul merupakan perluasan dari ruang vektor. Alasan diperlukan teori 

modul adalah untuk mempelajari struktur dari suatu aljabar ketika suatu lapangan di 

ruang vektor digantikan dengan suatu gelanggang. 
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Definisi 1.6.4.1 

1. Diberikan grup komutatif (𝑀, +) dan gelanggang 𝑅 dengan elemen satuan 1𝑅, 

serta operasi  ∘ ∶ 𝑅 ×𝑀 → 𝑀. Grup 𝑀 disebut modul kiri atas gelanggang 𝑅 

apabila memenuhi aksioma-aksioma: 

a. 𝑟1 ∘ (𝑚1 +𝑚2) = 𝑟1 ∘ 𝑚1 + 𝑟1 ∘ 𝑚2 

b. (𝑟1 + 𝑟2) ∘ 𝑚1 = 𝑟1 ∘ 𝑚1 + 𝑟2 ∘ 𝑚1 

c. (𝑟1 ∙ 𝑟2) ∘ 𝑚1 = 𝑟1 ∘ (𝑟2 ∘ 𝑚1) 

d. 1𝑅 ∘ 𝑚1 = 𝑚1 

untuk setiap 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅 dan 𝑚1,𝑚2 ∈ 𝑀. 

2. Diberikan grup komutatif (𝑀, +) dan gelanggang 𝑅 dengan elemen satuan 1𝑅, 

serta operasi  ∘ ∶ 𝑀 × 𝑅 → 𝑀. Grup 𝑀 disebut modul kanan atas gelanggang 𝑅 

apabila memenuhi aksioma-aksioma: 

a. (𝑚1 +𝑚2) ∘ 𝑟1 = 𝑚1 ∘ 𝑟1 +𝑚2 ∘ 𝑟1 

b. 𝑚1 ∘ (𝑟1 + 𝑟2) = 𝑚1 ∘ 𝑟1 +𝑚1 ∘ 𝑟2 

c. 𝑚1 ∘ (𝑟1 ∙ 𝑟2) = (𝑚1 ∘ 𝑟1) ∘ 𝑟2 

d. 𝑚1 ∘ 1𝑅 = 𝑚1 

untuk setiap 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅 dan 𝑚1,𝑚2 ∈ 𝑀. 

3. 𝑀 disebut modul atas gelanggang 𝑅 jika 𝑀 merupakan modul kiri sekaligus 

modul kanan. 

(Wahyuni, Wijayanti, Yuwaningsih, & Hartanto, 2017) 

Contoh 1.6.4.1 ℍ adalah modul atas gelanggang ℝ. 

Bukti: 

Akan ditunjukkan bahwa ℍ adalah modul kiri atas gelanggang ℝ. 

Definisikan pemetaan 

∘∶ ℝ × ℍ → ℍ 

dengan 

∘ (𝑥, 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘) → 𝑥𝑎 + 𝑥𝑏𝑖 + 𝑥𝑐𝑗 + 𝑥𝑑𝑘 

maka diperoleh 

a. 𝑥1 ∘ ((𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘) + (𝑎2 + 𝑏2𝑖 + 𝑐2𝑗 + 𝑑2𝑘))  

= 𝑥1 ∘ ((𝑎1 + 𝑎2) + (𝑏1 + 𝑏2)𝑖 + (𝑐1 + 𝑐2)𝑗 + (𝑑1 + 𝑑2)𝑘) 

= 𝑥1(𝑎1 + 𝑎2) + 𝑥1(𝑏1 + 𝑏2)𝑖 + 𝑥1(𝑐1 + 𝑐2)𝑗 + 𝑥1(𝑑1 + 𝑑2)𝑘 

= (𝑥1𝑎1 + 𝑥1𝑏1𝑖 + 𝑥1𝑐1𝑗 + 𝑥1𝑑1𝑘) + (𝑥1𝑎2 + 𝑥1𝑏2𝑖 + 𝑥1𝑐2𝑗 + 𝑥1𝑑2𝑘) 

= 𝑥1 ∘ (𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘) + 𝑥1 ∘ (𝑎2 + 𝑏2𝑖 + 𝑐2𝑗 + 𝑑2𝑘). 

b. (𝑥1 + 𝑥2) ∘ (𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘) 

= ((𝑥1 + 𝑥2)𝑎1 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑏1𝑖 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑐1𝑗 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑑1𝑘) 
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= (𝑥1𝑎1 + 𝑥1𝑏1𝑖 + 𝑥1𝑐1𝑗 + 𝑥1𝑑1𝑘) + (𝑥2𝑎1 + 𝑥2𝑏1𝑖 + 𝑥2𝑐1𝑗 + 𝑥2𝑑1𝑘) 

= 𝑥1 ∘ (𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘) + 𝑥2 ∘ (𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘). 

c. (𝑥1 ∙ 𝑥2) ∘ (𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘) 

= ((𝑥1 ∙ 𝑥2)𝑎1 + (𝑥1 ∙ 𝑥2)𝑏1𝑖 + (𝑥1 ∙ 𝑥2)𝑐1𝑗 + (𝑥1 ∙ 𝑥2)𝑑1𝑘) 

= (𝑥1(𝑥2𝑎1) + 𝑥1(𝑥2𝑏1)𝑖 + 𝑥1(𝑥2𝑐1)𝑗 + 𝑥1(𝑥2𝑑1)𝑘) 

= 𝑥1 ∘ (𝑥2𝑎1 + 𝑥2𝑏1𝑖 + 𝑥2𝑐1𝑗 + 𝑥2𝑑1𝑘) 

= 𝑥1 ∘ (𝑥2 ∘ (𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘)). 

d. 1ℝ ∘ (𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘) 

= (1ℝ𝑎1 + 1ℝ𝑏1𝑖 + 1ℝ𝑐1𝑗 + 1ℝ𝑑1𝑘) 

= (𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘). 

dimana 𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ dan (𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘), (𝑎2 + 𝑏2𝑖 + 𝑐2𝑗 + 𝑑2𝑘) ∈ ℍ dengan 

𝑎1, 𝑎2, … , 𝑑1, 𝑑2 ∈ ℝ. Sehingga, diperoleh bahwa ℍ adalah modul kiri atas gelanggang ℝ. 

Karena ℝ adalah gelanggang komutatif maka ℍ adalah modul kiri sekaligus modul kanan 

atas gelanggang ℝ. Sehingga, ℍ adalah modul atas gelanggang ℝ. (Wahyuni, Wijayanti, 

Yuwaningsih, & Hartanto, 2017) 

Definisi 1.6.4.2 Misalkan 𝑅 adalah gelanggang dengan elemen satuan dan 𝑀 adalah 

suatu modul atas 𝑅. Suatu subhimpunan tak kosong 𝑆 ⊆ 𝑀 disebut submodul dari 𝑀 jika 

𝑆 merupakan subgrup dari 𝑀 terhadap operasi penjumlahan serta  𝑆 juga merupakan 

modul atas 𝑅 terhadap operasi perkalian scalar yang sama dengan yang berlaku di 𝑀. 

(Wahyuni, Wijayanti, Yuwaningsih, & Hartanto, 2017) 

 Untuk memudahkan dalam menentukan suatu himpunan merupakan submodul, 

maka diberikan satu teorema yaitu: 

Teorema 1.6.4.1 Diberikan modul 𝑀 atas gelanggang 𝑅 dan himpunan tak kosong        

𝑆 ⊆ 𝑀. 𝑆 merupakan submodul di 𝑀 jika dan hanya jika memenuhi sifat: 

a. (∀𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆) 𝑠1 − 𝑠2 ∈ 𝑆. 

b. (∀𝑟 ∈ 𝑅)(∀𝑠 ∈ 𝑆) 𝑟 ∘ 𝑠 ∈ 𝑆. 

(Wahyuni, Wijayanti, Yuwaningsih, & Hartanto, 2017) 

Contoh 1.6.4.2 Pada modul ℤ atas gelanggang ℤ, himpunan 𝑛ℤ dengan 𝑛 ∈ ℕ 

merupakan submodul dari ℤ.  

Lemma 1.6.4.1 Diberikan modul 𝑀 atas gelanggang 𝑅. Jika 𝑆1 dan 𝑆2 merupakan 

submodul di 𝑀, maka:  

a. 𝑆1 ∩ 𝑆2 merupakan submodul di 𝑀. 

b. 𝑆1 + 𝑆2 merupakan submodul di 𝑀. 

(Wahyuni, Wijayanti, Yuwaningsih, & Hartanto, 2017) 

Definisi 1.6.4.3 Misalkan 𝑆1 dan 𝑆2 adalah submodul-submodul di 𝑀 dengan sifat         

𝑆1 + 𝑆2 = 𝑀 dan 𝑆1 ∩ 𝑆2 = {0}, maka modul 𝑀 disebut dengan direct sum dari 𝑆1 dan 𝑆2 

yang dinotasikan dengan 𝑀 = 𝑆1⊕𝑆2. (Wahyuni, Wijayanti, Yuwaningsih, & Hartanto, 

2017) 
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Teorema 1.6.4.2 Misalkan modul 𝑀 atas gelanggang 𝑅 serta himpunan 𝑋 ⊆ 𝑀. Jika  

𝔊𝑋 = {𝑆𝑖|𝑆𝑖  submodul dan 𝑋 ⊆ 𝑆𝑖}, maka diperoleh ⋂ 𝑆𝑖𝑆𝑖∈𝔊𝑋
= 〈𝑋〉. (Wahyuni, Wijayanti, 

Yuwaningsih, & Hartanto, 2017) 

 Berdasarkan Teorema 1.6.4.2, diperoleh kesimpulan bahwa submodul terkecil 

yang memuat himpunan 𝑋 adalah himpunan semua kombinasi linear dari elemen-

elemen di dalam himpunan 𝑋, dinotasikan dengan 〈𝑋〉. Jelas bahwa 〈𝑋〉 ⊆ 𝑀. Jika 〈𝑋〉 =

𝑀, maka dapat dituliskan definisi modul yang dibangun oleh suatu himpunan sebagai 

berikut: 

Definisi 1.6.4.4 Misalkan modul 𝑀 atas gelanggang 𝑅 dan himpunan 𝑋 ⊆ 𝑀. Jika       

〈𝑋〉 = 𝑀, maka 𝑀 disebut modul yang dibangun oleh 𝑋 dengan 〈𝑋〉 = {∑ 𝑟𝑖𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 |𝑟𝑖 ∈

𝑅 dan 𝑥𝑖 ∈ 𝑋}. (Wahyuni, Wijayanti, Yuwaningsih, & Hartanto, 2017) 

Contoh 1.6.4.3 Misalkan ℤ adalah modul atas gelanggang ℤ dan subhimpunan               

𝑋 = {3,6,9} di ℤ. Karena submodul di ℤ berbentuk 𝑛ℤ untuk 𝑛 ∈ ℕ, maka submodul-

submodul dari ℤ yang memuat himpunan 𝑋 adalah submodul 3ℤ dan ℤ sendiri. Akibatnya, 

diperoleh submodul yang dibangun oleh 𝑋 adalah submodul 3ℤ ∩ ℤ = 3ℤ. 

Definisi 1.6.4.5 Misalkan modul 𝑀 atas gelanggang 𝑅 dan 𝑆 adalah submodul dari 𝑀. 

Maka 𝑀/𝑆 adalah modul atas gelanggang 𝑅 dengan operasi ∘: 𝑅 ⊗𝑀/𝑆 → 𝑀/𝑆 yaitu     

𝑟 ∘ (𝑚 + 𝑆) = 𝑟𝑚 + 𝑆, dimana 𝑟 ∈ 𝑅,𝑚 ∈ 𝑀. 𝑀/𝑆 selanjutnya disebut dengan modul 

quotient dari submodul 𝑆 di 𝑀. (Wahyuni, Wijayanti, Yuwaningsih, & Hartanto, 2017) 

Definisi 1.6.4.6 Misalkan modul 𝑀 dan 𝑀′ atas gelanggang 𝑅 serta fungsi 𝑓:𝑀 → 𝑀′. 

Fungsi 𝑓 disebut homomorfisma modul atas gelanggang 𝑅 jika untuk setiap 𝑚1, 𝑚2 ∈ 𝑀 

dan 𝑟 ∈ 𝑅 memenuhi: 

a. 𝑓(𝑚1 +𝑚2) = 𝑓(𝑚1) + 𝑓(𝑚2) 

b. 𝑓(𝑟 ∘ 𝑚1) = 𝑟 ∘
′ 𝑓(𝑚1) 

Jika 𝑓 adalah fungsi injektif adalah monomorfisma modul atas gelanggang 𝑅. 

Jika 𝑓 adalah fungsi surjektif adalah epimorfisma modul atas gelanggang 𝑅. Jika 𝑓 adalah 

fungsi bijektif adalah isomorfisma. (Wahyuni, Wijayanti, Yuwaningsih, & Hartanto, 2017) 

Contoh 1.6.4.4 Misalkan ℤ dan ℤ[𝑋] keduanya merupakan modul atas gelanggang ℤ. 

Fungsi 𝜃 ∶ ℤ → ℤ[𝑋] dengan definisi 𝜃(𝑎) = 𝑎𝑋3 untuk setiap 𝑎 ∈ ℤ, merupakan 

homomorfisma modul atas gelanggang ℤ. 

Teorema 1.6.4.3 Misalkan modul 𝑀 dan 𝑀′ atas gelanggang 𝑅. Jika fungsi 𝑓:𝑀 → 𝑀′ 

merupakan homomorfisma modul gelanggang 𝑅, maka berlaku 𝑀/ker 𝑓 ≅ im𝑓.  

(Wahyuni, Wijayanti, Yuwaningsih, & Hartanto, 2017) 

Definisi 1.6.4.7 Misalkan 𝑀 adalah modul atas gelanggang 𝑅. Subruang 𝑆 dari 𝑀 adalah 

basis jika 𝑆 adalah bebas linear dan membangun 𝑀. Modul 𝑀 atas gelanggang 𝑅 

dikatakan bebas jika 𝑀 = {0} atau jika 𝑀 adalah basis. Jika 𝑆 adalah basis untuk 𝑀, ini 

disebut 𝑀 bebas pada 𝑆. (Wahyuni, Wijayanti, Yuwaningsih, & Hartanto, 2017) 
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Definisi 1.6.4.8 Misalkan 𝑀 adalah modul atas gelanggang 𝑅. 𝑀 dikatakan bebas jika 𝑀 

memiliki basis. Jika 𝐵 adalah basis 𝑀, maka 𝑀 dikatakan bebas pada 𝐵. (Roman, 2007) 

Contoh 1.6.4.5 Misalkan 𝑀 = ℤ × ℤ dan 𝑅 = ℤ serta 𝐵 = {(1,1)}. Diperoleh 𝑀  bebas 

pada 𝐵. 

1.6.5 Aljabar Lie 

 Pada subbab ini dibahas tentang aljabar Lie, subaljabar Lie, ideal aljabar Lie, 

aljabar Lie solvabel, aljabar Lie nilpoten, homomorfisma aljabar Lie, isomorfisma aljabar 

Lie, adjoin representasi, dan aljabar Lie bebas. 

 Aljabar Lie dikembangkan oleh Marius Shopus Lie (1842-1899). Kemudian, pada 

tahun 1900 Barleue dalam bukunya memberikan definisi aljabar Lie sebagai berikut: 

Definisi 1.6.5.1 Aljabar Lie real atau kompleks berdimensi hingga adalah ruang vektor 

real atau kompleks berdimensi hingga 𝐿, bersama dengan peta [∙,∙] dari 𝐿 × 𝐿 ke 𝐿, 

dengan sifat-sifat sebagai berikut: 

1. [∙,∙] adalah bilinear. 

[𝑎𝑋 + 𝑏𝑌, 𝑍] = 𝑎[𝑋, 𝑍] + 𝑏[𝑌, 𝑍],     (45) 

[𝑍, 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌] = 𝑎[𝑍, 𝑋] + 𝑏[𝑍, 𝑌] (46) 

untuk setiap 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝐿 dan setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔽, dimana 𝔽 dalam hal ini 𝔽 = ℝ atau 

𝔽 = ℂ. 

2. [∙,∙] anti simetri:  

[𝑋, 𝑌] = −[𝑌, 𝑋] untuk setiap 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐿 (47) 

3. Memenuhi identitas Jacobi: 

[𝑋, [𝑌, 𝑍]] + [𝑌, [𝑍. 𝑋]] + [𝑍, [𝑋, 𝑌]] = 0 (48) 

untuk setiap 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝐿. 

(Bauerle & Kerf, 1990) 

Contoh 1.6.5.1 Misalkan 𝔰𝔩(𝑛; ℂ) adalah ruang 𝑋 ∈ 𝑀𝑛(ℂ) dimana trace(𝑋) = 0. Maka 

𝔰𝔩(𝑛; ℂ) adalah aljabar Lie dengan bracket [𝑋, 𝑌] = 𝑋𝑌 − 𝑌𝑋. 

Bukti: 

Pertama akan ditunjukkan bahwa memenuhi sifat bilinear 

[𝑎𝑋 + 𝑏𝑌, 𝑍] = (𝑎𝑋 + 𝑏𝑌)𝑍 − 𝑍(𝑎𝑋 + 𝑏𝑌) 

         = 𝑎(𝑋𝑍 − 𝑍𝑋) + 𝑏(𝑌𝑍 − 𝑍𝑌) 

      = 𝑎[𝑋, 𝑍] + 𝑏[𝑌, 𝑍] 

(49) 

[𝑋, 𝑎𝑌 + 𝑏𝑍] = 𝑋(𝑎𝑌 + 𝑏𝑍) − (𝑎𝑌 + 𝑏𝑍)𝑋 (50) 
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                          = 𝑎(𝑋𝑌 − 𝑌𝑋) + 𝑏(𝑋𝑍 − 𝑍𝑋) 

      = 𝑎[𝑋, 𝑌] + 𝑏[𝑋, 𝑍] 

untuk setiap 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝔰𝔩(𝑛; ℂ) dan setiap 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ. 

Selanjutnya akan ditunjukkan anti simetri 

  [𝑋 + 𝑌,𝑋 + 𝑌] = 0 → [𝑋,𝑋 + 𝑌] + [𝑌, 𝑋 + 𝑌] = 0 

                                                    → [𝑋, 𝑋] + [𝑋, 𝑌] + [𝑌, 𝑋] + [𝑌, 𝑌] = 0 

              → [𝑋, 𝑌] = −[𝑌, 𝑋] 

(51) 

Terakhir, akan ditunjukkan bahwa memenuhi sifat identitas Jacobi 

[𝑋, [𝑌, 𝑍]] = [𝑋, 𝑌𝑍 − 𝑍𝑌] 

                                               = 𝑋(𝑌𝑍 − 𝑍𝑌) − (𝑌𝑍 − 𝑍𝑌)𝑋 

                             = 𝑋𝑌𝑍 − 𝑋𝑍𝑌 − 𝑌𝑍𝑋 + 𝑍𝑌𝑋 

(52) 

[𝑌, [𝑍, 𝑋]] = [𝑌, 𝑍𝑋 − 𝑋𝑍] 

                                               = 𝑌(𝑍𝑋 − 𝑋𝑍) − (𝑍𝑋 − 𝑋𝑍)𝑌 

                             = 𝑌𝑍𝑋 − 𝑌𝑋𝑍 − 𝑍𝑋𝑌 + 𝑋𝑍𝑌 

(53) 

[𝑍, [𝑋, 𝑌]] = [𝑍, 𝑋𝑌 − 𝑌𝑋] 

                                                = 𝑍(𝑋𝑌 − 𝑌𝑋) − (𝑋𝑌 − 𝑌𝑋)𝑍 

                              = 𝑍𝑋𝑌 − 𝑍𝑌𝑋 − 𝑋𝑌𝑍 + 𝑌𝑋𝑍 

(54) 

Sehingga diperoleh 

[𝑋, [𝑌, 𝑍]] + [𝑌, [𝑍, 𝑋]] + [𝑍, [𝑋, 𝑌]] = 0 (55) 

Jadi, dapat disimpulkan bahwa 𝔰𝔩(𝑛; ℂ) adalah aljabar Lie dengan braket                     

[𝑋, 𝑌] = 𝑋𝑌 − 𝑌𝑋. 

 Selanjutnya, Aljabar Lie juga memiliki sifat komutatif yang kemudian disebut 

sebagai aljabar Lie abelian atau komutatif. Untuk definisinya sebagai berikut:  

Definisi 1.6.5.2 Aljabar Lie 𝐿 adalah abelian atau komutatif jika  

[𝑥, 𝑦] = 0 (56) 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿. (Bauerle & Kerf, 1990) 

Contoh 1.6.5.2 Jika 𝐿 ⊂ 𝑀2(ℂ) menotasikan matriks 2 × 2 dengan bentuk 

(
𝑎 0
0 𝑏

) (57) 
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dimana 𝑎, 𝑏 di ℂ. 𝐿 adalah aljabar Lie dengan bracket [𝑋, 𝑌] = 𝑋𝑌 − 𝑌𝑋. Aljabar Lie 𝐿 

adalah abelian. 

 Suatu aljabar Lie juga memiliki subaljabar yang dinamakan dengan subaljabar 

dari aljabar Lie real atau kompleks yang didefinisikan sebagai berikut: 

Definisi 1.6.5.3 Subaljabar dari real atau aljabar Lie kompleks 𝐿 adalah suatu subruang 

𝑀 dari 𝐿 memenuhi [𝐻1, 𝐻2] ∈ 𝑀 untuk setiap 𝐻1, 𝐻2 ∈ 𝑀. (Hall, 2015) 

 Dalam subaljabar dari aljabar Lie real atau kompleks terdapat istilah ideal yang 

definisinya sebagai berikut: 

Definisi 1.6.5.4 Subaljabar 𝑀 dari aljabar Lie 𝐿 dikatakan ideal di 𝐿 jika [𝑋, 𝐻] ∈ 𝑀 untuk 

setiap 𝑥 ∈ 𝐿 dan 𝐻 ∈ 𝑀. (Hall, 2015) 

Definisi 1.6.5.5 Misalkan 𝐿 adalah aljabar Lie. Barisan 𝐿0, 𝐿1, … , 𝐿𝑛 , … didefinisikan 

𝐿0 ≔ 𝐿, 𝐿1 ≔ [𝐿0, 𝐿0], … , 𝐿𝑛 ≔ [𝐿𝑛−1, 𝐿𝑛−1], … (58) 

disebut barisan derived. (Bauerle & Kerf, 1990) 

Definisi 1.6.5.6 Aljabar Lie 𝐿 disebut solvabel jika 𝐿𝑛 = 0 untuk beberapa 𝑛 ∈ ℕ. (Bauerle 

& Kerf, 1990) 

Definisi 1.6.5.7 Misalkan 𝐿 adalah aljabar Lie. Barisan 𝐿0, 𝐿1, … , 𝐿𝑛 ,… didefinisikan 

𝐿0 ≔ 𝐿, 𝐿1 ≔ [𝐿, 𝐿], 𝐿2 ≔ [𝐿, 𝐿1], … , 𝐿𝑛 ≔ [𝐿, 𝐿𝑛−1], … (59) 

disebut barisan descending central. (Bauerle & Kerf, 1990) 

Definisi 1.6.5.8 Aljabar Lie 𝐿 disebut nilpoten jika terdapat 𝑛 ∈ ℕ memenuhi 𝐿𝑛 = 𝟎. 

(Bauerle & Kerf, 1990) 

Lemma 1.6.5.1 Misalkan 𝐼 dan 𝐾 adalah ideal di 𝐿. Maka jumlahan 𝐼 + 𝐾, irisan 𝐼 ∩ 𝐾 

dan kommutator [𝐼, 𝐾] adalah ideal di 𝐿. (Bauerle & Kerf, 1990) 

Contoh 1.6.5.3 Aljabar Lie komutatif adalah aljabar Lie solvabel. 

Definisi 1.6.5.9 Jika 𝐿 dan 𝑁 adalah aljabar Lie, maka pemetaan linear 𝜙: 𝐿 → 𝑁 

dikatakan suatu homomorfisma aljabar Lie jika 𝜙([𝑋, 𝑌]) = [𝜙(𝑋), 𝜙(𝑌)] untuk setiap 

𝑋, 𝑌 ∈ 𝐿. Jika 𝜙 adalah pemetaan injektif dan surjektif, maka 𝜙 dikatakan isomorfisma 

aljabar Lie. 𝐿 dan 𝑁 adalah isomorfik yang dinotasikan dengan 𝐿 ≅ 𝑁.                            

(Bauerle & Kerf, 1990) 

Definisi 1.6.5.10 Isomorfisma 𝜙: 𝐿 → 𝐿 disebut automorfisma. (Bauerle & Kerf, 1990) 

Definisi 1.6.5.11 Jika 𝐿 adalah aljabar Lie dan 𝑥 adalah elemen dari 𝐿, didefinisikan 

pemetaan linear ad 𝑥(𝑦) ∶ 𝐿 → 𝐿 dengan ad 𝑥(𝑦) ≔ [𝑥, 𝑦]. Pemetaan 𝑥 → ad 𝑥 adalah 

pemetaan adjoin atau representasi adjoin. (Bauerle & Kerf, 1990) 
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Definisi 1.6.5.12 Misalkan 𝐿 adalah aljabar Lie atas 𝔽 digeneret oleh himpunan 𝑋. 𝐿 

dikatakan bebas pada 𝑋 jika, dengan sebarang pemetaan 𝜙 dari 𝑋 ke aljabar Lie 𝑀, 

terdapat homomorfisma tunggal 𝜓: 𝐿 → 𝑀 perluasan 𝜙. (Bauerle & Kerf, 1990) 

Teorema 1.6.5.1 Misalkan 𝜓 adalah homomorfisma aljabar Lie dari aljabar Lie 𝐾 ke 

aljabar Lie 𝐿 dan misalkan 𝐼 adalah ideal di 𝐾 dimuat di kernel 𝜓 yaitu 𝐼 ⊂ ker 𝜓. Maka 

terdapat homomorfisma 𝜙 dari 𝐾/𝐼 ke 𝐿 memenuhi 

𝜓 = 𝜙 ∘ Ψ (60) 

dimana Ψ:𝐾 → 𝐾/𝐼 adalah proyeksi kanonik. (Bauerle & Kerf, 1990) 

1.6.6 Aljabar Lie Sederhana 

 Pada subbab ini dibahas tentang aljabar Lie sederhana. 

Definisi 1.6.6.1 Aljabar Lie 𝐿 dikatakan dikatakan sederhana jika 𝐿 tidak komutatif dan 

tidak memiliki ideal sejati. (Bauerle & Kerf, 1990) 

Contoh 1.6.6.1 Aljabar Lie 𝔰𝔩(2;ℂ) adalah sederhana. 

Bukti: 

Akan digunakan basis untuk 𝔰𝔩(2; ℂ); 

𝑋 = (
0 1
0 0

) ;       𝑌 = (
0 0
1 0

) ;       𝐻 = (
1 0
0 −1

) (61) 

Sehingga diperoleh 

[𝑋, 𝑌] = 𝐻, [𝐻, 𝑋] = 2𝑋, dan [𝐻, 𝑌] = −2𝑌. Misalkan 𝐾 adalah ideal di 𝔰𝔩(2;ℂ) dan 𝐾 

memuat element 𝑍 = 𝑎𝑋 + 𝑏𝐻 + 𝑐𝑌, dimana 𝑎, 𝑏, dan 𝑐 tidak semua nol. Selanjutnya, 

akan ditunjukkan bahwa, 𝐾 = 𝔰𝔩(2;ℂ), Pertama misalkan bahwa 𝑐 ≠ 0. Maka elemen 

[𝑋, [𝑋, 𝑍]] = [𝑋, (−2𝑏𝑋 + 𝑐𝐻)] = −2𝑐𝑋 (62) 

adalah suatu kelipatan tak nol dari 𝑋. Karena 𝐾 adalah ideal, diperoleh bahwa 𝑋 ∈ 𝐾. 

Tetapi [𝑌, 𝑋] adalah kelipatan tak nol dari 𝐻 dan [𝑌, [𝑌, 𝑋]] adalah kelipatan tak nol dari 

𝑌, yang menunjukkan bahwa 𝑌 dan 𝐻 ada di 𝐾, sehingga dapat diperoleh bahwa             

𝐾 = 𝔰𝔩(2; ℂ). Selanjutnya, misalkan 𝑐 = 0 tetapi 𝑏 ≠ 0. Maka [𝑋, 𝑍] adalah kelipatan tak 

nol dari 𝑋 dan dengan menggunakan cara serupa pada kasus sebelumnya diperoleh   

𝐾 = 𝔰𝔩(2; ℂ). Terakhir, jika 𝑐 = 0 dan 𝑏 = 0 tetapi 𝑎 ≠ 0, maka 𝑍 adalah kelipatan tak nol 

dari 𝑋 sehingga kita peroleh bahwa 𝐾 = 𝔰𝔩(2;ℂ). 

1.6.7 Aljabar Lie Semisederhana 

Pada subbab ini dibahas tentang aljabar Lie semisederhana. 

Definisi 1.6.7.1 Aljabar Lie 𝐿 dikatakan semisederhana jika 𝐿 tidak memuat ideal 

solvabel tak nol. (Bauerle & Kerf, 1990) 
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Lemma 1.6.7.1 Aljabar Lie 𝐿 adalah semisederhana jika dan hanya jika 𝐿 tidak memuat 

ideal abelian tak nol. (Bauerle & Kerf, 1990) 

Lemma 1.6.7.2 Setiap aljabar Lie sederhana adalah semisederhana.                                       

(Bauerle & Kerf, 1990) 

Teorema 1.6.7.1 Jika 𝐿 adalah aljabar Lie semisederhana dan 𝐼 ⊂ 𝐿 adalah ideal maka 

ada ideal 𝐽 ⊂ 𝐿 memenuhi 𝐿 = 𝐼 ⊕ 𝐽. (Bauerle & Kerf, 1990) 

Akibat 1.6.7.1 Aljabar Lie 𝐿 adalah semisederhana jika dan hanya jika 𝐿 merupakan 

direct sum dari aljabar Lie sederhana. (Bauerle & Kerf, 1990) 

Contoh 1.6.7.1 Aljabar Lie 𝔰𝔩(2;ℂ) adalah semisederhana. 

1.6.8 Kompleksifikasi dari Aljabar Lie Real 

 Pada subbab ini dibahas tentang Kompleksifikasi aljabar Lie real. 

Definisi 1.6.8.1 Jika 𝑉 adalah ruang vektor real berdimensi hingga, maka 

Kompleksifikasi dari 𝑉, dinotasikan 𝑉ℂ = ℂ⊗ℝ 𝑉 adalah ruang bentuk kombinasi linear 

𝑣1 + 𝑖𝑣2, (63) 

dengan 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉. (Hall, 2015) 

Contoh 1.6.8.1 

1. 𝔤𝔩(𝑛, ℂ) adalah aljabar Lie kompleks dan merupakan kompleksifikasi dari 

𝔤𝔩(𝑛,ℝ). 

2. 𝔰𝔩(𝑛, ℂ) adalah aljabar Lie kompleks dan merupakan kompleksifikasi dari 𝔰𝔩(𝑛, ℝ). 

1.6.9  Subaljabar Cartan dan Teorema Serre 

 Pada subbab ini dibahas tentang subaljabar Cartan dan Teorema Serre. 

Definisi 1.6.9.1 Misalkan 𝐻 adalah subaljabar dari aljabar Lie 𝐿. Normaliser 𝑁(𝐻) dari 𝐻 

di 𝐿 didefinisikan sebagai 

𝑁(𝐻) = {𝑥 ∈ 𝐿| ∀ℎ ∈ 𝐻 ∶  [ℎ, 𝑥] ∈ 𝐻} (64) 

(Bauerle & Kerf, 1990) 

Definisi 1.6.9.2 Subaljabar 𝐻 dari 𝐿 disebut subaljabar Cartan jika 𝐻 adalah nilpotent 

dan 𝐻 = 𝑁(𝐻). 

Misalkan 𝐿 adalah aljabar Lie semisederhana, 𝐻 adalah subaljabar Cartan, Δ adalah 

sistem akar yang bersesuaian, 𝛱 = {𝛼1, … , 𝛼𝑙} adalah basis yang ditetapkan. Mengingat 

bahwa  

〈𝛼𝑖, 𝛼𝑗〉 =
2(𝛼𝑖 , 𝛼𝑗)

(𝛼𝑖, 𝛼𝑖)
= 𝛼𝑖(ℎ𝑗)   (ℎ𝑗 = ℎ𝛼𝑗) 

(65) 
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Ditetapkan himpunan standar generator 𝑥𝑖 ∈ 𝐿𝛼𝑖, 𝑦𝑖 ∈ 𝐿−𝛼𝑖, sehingga  

[𝑥𝑖𝑦𝑖] = ℎ𝑖 (66) 

(Bauerle & Kerf, 1990) 

Proposisi 1.6.9.1 Misalkan 𝐿 digeneret oleh {𝑒𝑖, 𝑓𝑖 , ℎ𝑖|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}, dan generator tersebut 

memenuhi paling sedikit relasi berikut: 

1) [ℎ𝑖, ℎ𝑗] = 0          (1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛) 

2) [𝑒𝑖, 𝑓𝑖] = ℎ𝑖, [𝑒𝑖, 𝑓𝑗] = 0 jika 𝑖 ≠ 𝑗 

3) [ℎ𝑖, 𝑒𝑗] = 〈𝛼𝑗 , 𝛼𝑖〉𝑒𝑗, [ℎ𝑖, 𝑓𝑗] = −〈𝛼𝑗, 𝛼𝑖〉𝑓𝑗 

4) (ad 𝑒𝑖)
−〈𝛼𝑗,𝛼𝑖〉+1(𝑒𝑗) = 0   (𝑖 ≠ 𝑗) 

5) (ad 𝑓𝑖)
−〈𝛼𝑗,𝛼𝑖〉+1(𝑓𝑗) = 0   (𝑖 ≠ 𝑗) 

Misalkan 𝐿0 adalah aljabar Lie bebas pada generator 3𝑛, 𝑋 = {𝑒𝑖, 𝑓𝑖 , ℎ𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}. 

Misalkan 𝐼0 adalah ideal di 𝐿0 digeneret oleh elemen: 

[ℎ𝑖, ℎ𝑗], [𝑒𝑖, 𝑓𝑗] = −𝛿𝑖𝑗ℎ𝑖, [ℎ𝑖, 𝑒𝑗] = −𝑐𝑗𝑖𝑒𝑗, , [ℎ𝑖, 𝑓𝑗] = 𝑐𝑗𝑖𝑓𝑗 (67) 

(Humphreys, 2010) 

Teorema 1.6.9.1 𝑀0 = 𝐿0/𝐼0 adalah aljabar Lie kompleks dengan generator    

{𝑒𝑖, 𝑓𝑖 , ℎ𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dan relasi (1)-(3). Elemen ℎ𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, adalah basis dari subaljabar 

abelian 𝐻0  berdimensi 𝑛 dari 𝑀0 dan 

𝑀0 = 𝐹0⊕𝐻0⊕𝐸0 (68) 

dimana 𝐹0 adalah subaljabar dari 𝑀0 digeneret oleh 𝑓1, … , 𝑓𝑛 dan 𝐸0 adalah subaljabar 

dari 𝑀0 digeneret oleh 𝑒1, … , 𝑒𝑛.  

Misalkan 𝐼0̃ adalah ideal dari 𝑀0 digeneret setiap 𝑒𝑖𝑗 = (ad 𝑒𝑖)
−〈𝛼𝑗,𝛼𝑖〉+1(𝑒𝑗) dan 

𝑓𝑖𝑗 = (ad 𝑓𝑖)
−〈𝛼𝑗,𝛼𝑖〉+1(𝑓𝑗). (Humphreys, 2010) 

Teorema 1.6.9.2 (Teorema Serre) Misalkan 𝛱 adalah sistem akar dan misalkan              

𝐿 = 𝑀0/𝐼0 aljabar Lie yang digeneret oleh 3𝑛 elemen {𝑒𝑖, 𝑓𝑖 , ℎ𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}, dan relasi          

(1)-(5). Misalkan 𝐿 adalah dimensi terbatas aljabar semisimple, dengan subaljabar 

Cartan yang dispan oleh ℎ𝑖 dan dengan system akar 𝛱 yang bersesuaian. (Humphreys, 

2010) 

1.6.10 Akar dan Ruang Akar 

Pada subbab ini dibahas tentang akar dan ruang akar dari aljabar Lie. 

Definisi 1.6.10.1 Elemen tak nol 𝛼 dari 𝐻 adalah akar (untuk 𝐿 relatif terhadap 𝐻) jika 

terdapat tak nol 𝑋 ∈ 𝐿 memenuhi [ℎ, 𝑋] = 〈𝛼, ℎ〉𝑋 untuk setiap ℎ di 𝐻. Himpunan semua 

akar dinotasikan dengan Δ. (Bauerle & Kerf, 1990) 
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Definisi 1.6.10.2 Jika 𝛼 adalah akar, makar ruang akar 𝐿𝛼 adalah ruang dari setiap 𝑋 di 

𝐿 dimana [ℎ, 𝑋] = 〈𝛼, ℎ〉𝑋 untuk setiap ℎ di 𝐻. Elemen tak nol dari 𝐿𝛼 disebut akar vektor 

untuk 𝛼. (Bauerle & Kerf, 1990) 

Proposisi 1.6.10.1 Aljabar Lie 𝐿 bisa didekomposisi sebagai direct sum dari ruang vektor 

sebagai berikut: 

            𝐿 = 𝐿0⊕𝑒0⊕𝑓0 

𝑒0 = ∑ 𝐿𝛼
𝛼∈Δ+

, 

𝑓0 = ∑ 𝐿𝛼
𝛼∈Δ−

 

(69) 

dimana Δ+ = {𝑘1𝛼1 +⋯+ 𝑘𝑛𝛼𝑛 ≠ 0; 𝑘𝑛 ≥ 0 ∀𝑛} dan Δ− = {𝑘1𝛼1 +⋯+ 𝑘𝑛𝛼𝑛 ≠ 0; 𝑘𝑛 ≤

0 ∀𝑛}. (Bauerle & Kerf, 1990) 

Definisi 1.6.10.3 Misalkan elemen 𝛼 ≠ 0 di akar lattice 𝑄, yaitu akar dengan bentuk      

𝑄 = ∑ ℤ𝛼𝑖  
𝑛
𝑖=1 , dimana 𝐿𝛼 ≠ 0 disebut akar. Himpunan semua akar disebut sistem akar 

dan itu adalah dinotasikan oleh Δ. Akar 𝛼𝑖 (𝑖 = 1,2,… ) dikatakan sederhana. Himpunan 

akar sederhana dinotasikan oleh 𝛱 = {𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛} dan 𝛱 merupakan basis akar untuk 

Δ. Sedangkan, himpunan co-akar sederhana dinotasikan oleh 𝛱𝑉 = {𝛼1
𝑣 , 𝛼2

𝑣 , … , 𝛼𝑛
𝑣} dan 

𝛱𝑣 merupakan basis co-akar untuk Δ. Akar-akar tersebut terbagi kedalam dua 

subhimpunan yang ditentukan oleh 

Δ+ ≔ Δ ∩ 𝑄+,    Δ− ≔ Δ ∩ 𝑄− (70) 

dan diketahui 

Δ = Δ+ ∪ Δ−,    Δ+ ∩ Δ− = ∅ (71) 

Untuk 𝛼 ∈ Δ+ yang memiliki 

𝛼 =∑𝑘𝑖𝛼𝑖

𝑛

𝑖=1

       (𝑘𝑖 ∈ ℕ ≡ {0,1,2,… }) 
(72) 

dengan  

ht 𝛼 = ∑ 𝑘𝑖
𝑛
𝑖=1 > 0 (73) 

akar tersebut disebut positif. 

Untuk 𝛼 ∈ Δ− yang memiliki 

𝛼 =∑𝑘𝑖𝛼𝑖

𝑛

𝑖=1

       (𝑘𝑖 ∈ −ℕ ≡ {−0, −1,−2,… }) 
(74) 

dengan 
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ht 𝛼 = ∑ 𝑘𝑖
𝑛
𝑖=1 < 0 (75) 

akar tersebut disebut negatif. 

Kelipatan dari akar 𝛼 didefinisikan dengan 

mult 𝛼 ≔ dim 𝐿𝛼 (76) 

Telah diperoleh pernyataan bahwa dim 𝐿𝛼 < ∞. Untuk akar sederhana diperoleh 

𝐿𝛼𝑖 = ℂ𝑒𝑖,   𝐿−𝛼𝑖 = ℂ𝑓𝑖 (77) 

dan 

mult 𝛼𝑖 = dim 𝐿𝛼𝑖 = 1 (78) 

Lebih lanjut kelipatan 𝑘𝛼𝑖 dari 𝛼𝑖 yang merupakan akar-akarnya hanyalah 𝛼𝑖 dan −𝛼𝑖. 

(Bauerle & Kerf, 1990) 

Contoh 1.6.10.1 Misalkan 𝐿 = 𝔰𝔩(2, ℂ) dan 𝛼 ≔ 𝜀1 − 𝜀2 adalah akar dari 𝐿 maka diperoleh 

himpunan akarnya adalah 

Δ = {±𝛼} (79) 

dan dekomposisi ruang akar 

𝐿 = ℂ(
1 0
0 −1

)⊕ ℂ(
0 0
1 0

)⊕ ℂ (
0 1
0 0

) (80) 

Bukti:  

 Misalkan basis dari 𝐿 adalah 𝐻 = (
1 0
0 −1

) , 𝐸 = (
0 0
1 0

) , 𝐹 = (
0 1
0 0

) maka 

ad 𝐻(𝐻) = [𝐻, 𝐻] = 0 

  ad 𝐻(𝐸) = [𝐻, 𝐸] = 2𝐸 

    ad 𝐻(𝐹) = [𝐻, 𝐹] = −2𝐹 

(81) 

maka diperoleh akar 𝛼 = −2,0,2 maka diperoleh dekomposisi ruang akar adalah  

                                                𝐿 = 𝐿0⊕𝐿2⊕𝐿−2 

                   = ℂ (
1 0
0 −1

)⊕ ℂ(
0 0
1 0

)⊕ ℂ (
0 1
0 0

) 
(82) 

1.6.11 Modul pada Aljabar Lie dan Representasi Dimensi Terbatas dari Aljabar 

Lie 𝖘𝖑(𝟐, ℂ) 

 Pada subbab ini akan dibahas tentang modul pada aljabar Lie dan Representasi 

dari Aljabar Lie 𝔰𝔩(2,ℂ). 

Definisi 1.6.11.1 Representasi (linear) 𝑝 dari aljabar Lie 𝐿 adalah homomorfisma 𝑝 dari 

𝐿 ke aljabar Lie 𝑔𝑙(𝑉) dari operator linear pada ruang vektor 𝑉. Representasi matriks 𝑀 
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adalah homomorfisma 𝑀 dari 𝐿 ke aljabar Lie 𝑔𝑙(𝑛, 𝔽) pada matriks 𝑛 × 𝑛. Representasi 

disebut faithful ketika representasinya adalah pemetaan injektif. (Bauerle & Kerf, 1990) 

 Misalkan 𝑝 adalah representasi dari 𝐿. Maka setiap elemen 𝑥 dari 𝐿 dipetakan 

ke (dipresentasi oleh) operator linear 𝑝(𝑥) mengaksi pada 𝑉 dan homomorfisma 𝑝. 

Sehingga, untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 dan setiap 𝛼, 𝛽 ∈ 𝔽 

𝑝: 𝑥 ∈ 𝐿 → 𝑝(𝑥) ∈ 𝑔𝑙(𝑉) (83) 

dengan 

𝑝(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) = 𝛼𝑝(𝑥) + 𝛽𝑝(𝑦) (84) 

dan 

𝑝([𝑥, 𝑦]) = [𝑝(𝑥), 𝑝(𝑦)] (85) 

Ketika operator 𝑝(𝑥) (𝑥 ∈ 𝐿) adalah matriks representasi. Sehingga matriks representasi 

adalah pemetaan 

𝑀: 𝑥 ∈ 𝐿 → 𝑀(𝑥) ∈ 𝑔𝑙(𝑛, 𝔽) (86) 

dimana (84) dan (85), diperoleh dengan mengganti 𝑝 dengan 𝑀, berlaku. Ketika 𝑉 

dimensi terbatas, memilih basis di 𝑉 mengubah representasi menjadi representasi 

matriks dan sebaliknya. Selanjutnya, operator linear yang berkorespondensi dengan 

𝑥 akan dinotasikan dengan 𝑥 yang diikuti oleh titik, yaitu: 

𝑝(𝑥) ≡ 𝑥 ∙ (87) 

Definisi 1.6.11.2 Modul Lie (𝑉, 𝐿,∙) adalah ruang vektor 𝑉, aljabar Lie 𝐿 dan pemetaan 

𝐿 × 𝑉 → 𝑉, dinotasikan oleh (𝑥, 𝑣) → 𝑥 ∙ 𝑣, dimana memenuhi untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿, setiap 

𝛼, 𝛽 ∈ 𝔽, dan setiap 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 

𝑥 ∙ (𝛼𝑣 + 𝛽𝑤) = 𝛼(𝑥 ∙ 𝑣) + 𝛽(𝑥 ∙ 𝑤) (88) 

(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 𝑣 = 𝛼(𝑥 ∙ 𝑣) + 𝛽(𝑦 ∙ 𝑣) (89) 

dan 

       [𝑥, 𝑦] ∙ 𝑣 = 𝑥 ∙ 𝑦 ∙ 𝑣 − 𝑦 ∙ 𝑥 ∙ 𝑣 (90) 

(Bauerle & Kerf, 1990) 

Definisi 1.6.11.3 Modul Lie (𝑊, 𝐿,∙) adalah submodul Lie dari modul Lie (𝑉, 𝐿,∙) jika 𝑊 

adalah subruang dari 𝑉 dan 𝑊 adalah invarian atas aksi dari 𝐿. (Bauerle & Kerf, 1990) 

Pada subbab ini dikonstruksi representasi dimensi terbatas dari aljabae Lie 

𝔰𝔩(2,ℂ) pada ruang vektor kompleks 𝑉. Untuk memperoleh representasi dari aljabar Lie 

𝔰𝔩(2,ℂ) cukup untuk konstruksi representasi untuk basis di aljabar Lie 𝔰𝔩(2,ℂ). Untuk 

𝔰𝔩(2,ℂ) diperoleh basis 
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𝑒 = (
0 1
0 0

) , 𝑓 = (
1 0
0 1

) , ℎ = (
0 0
1 0

) (91) 

diperoleh relasi komutasi 

[ℎ, 𝑒] = 2𝑒, [ℎ, 𝑓] = −2𝑓, [𝑒, 𝑓] = ℎ (92) 

Misalkan 𝑉 adalah dimensi terbatas modul 𝔰𝔩(2,ℂ). Menotasikan operator linear 

merepresentasi aksi dari 𝑒, 𝑓, dan ℎ oleh 𝑒 ∙, 𝑓 ∙ dan ℎ ∙, diperoleh definisi representasi 

   [ℎ, 𝑒] ∙ = ℎ ∙ 𝑒 ∙ −𝑒 ∙ ℎ ∙ = 2𝑒 ∙ (93) 

      [ℎ, 𝑓] ∙ = ℎ ∙ 𝑓 ∙ −𝑓 ∙ ℎ ∙ = −2𝑓 ∙ (94) 

[𝑒, 𝑓] ∙ = 𝑒 ∙ 𝑓 ∙ −𝑓 ∙ 𝑒 ∙ = ℎ ∙ (95) 

Perhatikan bahwa 𝑒 ∙, 𝑓 ∙, dan ℎ ∙ adalah operator liner pada ruang vektor 𝑉. Sekarang 

operator linear pada ruang vektor kompleks berdimensi hingga memiliki paling sedikit 

satu vektor eigen. Misalkan 𝑣 ∈ 𝑉 adalah vektor eigen dari operator ℎ ∙, maka 𝑣 ≠ 0 dan 

          ℎ ∙ 𝑣 = 𝜆𝑣   (𝜆 ∈ ℂ) (96) 

dari (93) diperoleh 

        ℎ ∙ (𝑒 ∙ 𝑣) = 𝑒 ∙ ℎ ∙ 𝑣 + 2𝑒 ∙ 𝑣 (97) 

atau ekuivalen 

ℎ ∙ (𝑒 ∙ 𝑣) = (𝜆 + 2)𝑒 ∙ 𝑣 (98) 

demikian pula pada 

        ℎ ∙ (𝑓 ∙ 𝑣) = 𝑓 ∙ ℎ ∙ 𝑣 − 2𝑓 ∙ 𝑣 (99) 

atau 

 ℎ ∙ (𝑓 ∙ 𝑣) = (𝜆 − 2)𝑓 ∙ 𝑣 (100) 

Sehingga diperoleh 

                                                     [ℎ ∙, (𝑒 ∙)𝑘] = 2𝑘(𝑒 ∙)𝑘 (101) 

                                                     [ℎ ∙, (𝑓 ∙)𝑘] = −2𝑘(𝑓 ∙)𝑘 (102) 

                                        [𝑒 ∙, (𝑓 ∙)𝑘] = −𝑘(𝑘 − 1)(𝑓 ∙)𝑘−1 + 𝑘(𝑓 ∙)𝑘−1ℎ ∙ (103) 

Lemma 1.6.11.1 Misalkan 𝑉 adalah modul 𝔰𝔩(2,ℂ) dan 𝑣0 ≠ 0 adalah vektor di 𝑉 

memenuhi 

                      ℎ ∙ 𝑣0 = 𝛾𝑣0    (𝛾 ∈ ℂ) (104) 

𝑒 ∙ 𝑣0 = 0 (105) 

Misalkan vektor 𝑣𝑗 didefinisikan oleh 
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                   𝑣𝑗 ≔ (𝑓 ∙)𝑗𝑣0 (106) 

Sehingga relasi berikut berlaku 

                 ℎ ∙ 𝑣𝑗 = (𝛾 − 2𝑗)𝑣𝑗 (107) 

                            𝑒 ∙ 𝑣𝑗 = 𝑗(𝛾 − 𝑗 + 1)𝑣𝑗−1 (108) 

     𝑓 ∙ 𝑣𝑗 = 𝑣𝑗+1 (109) 

(Bauerle & Kerf, 1990)  

1.6.12 Tensor Product dan Aljabar Enveloping Umum 

Pada subbab ini dibahas tentang pemetaan multilinear, tensor product, graded, 

aljabar tensor, aljabar enveloping umum. 

Definisi 1.6.12.2 Jika 𝑈 dan 𝑉 adalah ruang vektor atas ℝ, maka tensor product dari 𝑈 

dengan 𝑉 adalah ruang vektor 𝑈⊗ 𝑉, bersama dengan pemetaan bilinear                    

𝜙: 𝑈 × 𝑉 → 𝑈⊗ 𝑉 dengan properti berikut: Jika 𝜓 adalah pemetaan bilinear dari 𝑈 × 𝑉 

ke ruang vektor 𝑋, maka terdapat pemetaan linear tunggal 𝜓̅ dari 𝑈⊗ 𝑉 ke 𝑋 memenuhi 

𝜓 = 𝜓̅ ∘ 𝜙. (Roman, 2007) 

Contoh 1.6.12.2 Misalkan 𝑈 = 𝑉 = 𝑀2×2(ℝ). Gunakan tensor product pada matriks 

(Kronecker product) yaitu: 

𝐴 ⊗𝐵 = (
𝑎1 𝑎2
𝑎3 𝑎4

)⊗ (
𝑏1 𝑏2
𝑏3 𝑏4

) 
(110

) 

                          = (

𝑎1𝑏1 𝑎1𝑏2
𝑎1𝑏3 𝑎1𝑏4

𝑎2𝑏1 𝑎2𝑏2
𝑎2𝑏3 𝑎2𝑏4

𝑎3𝑏1 𝑎3𝑏2
𝑎3𝑏3 𝑎3𝑏4

𝑎4𝑏1 𝑎4𝑏2
𝑎4𝑏3 𝑎4𝑏4

) 

(111

) 

dimana 𝐴 ∈ 𝑈, 𝐵 ∈ 𝑉. 

Misalkan {𝑒𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} dan {𝑓𝑗|𝑗 ∈ 𝐽} adalah basis untuk 𝑈 dan 𝑉. Untuk konstruksi 

tensor product dapat menggunakan dua cara yaitu konstruksi pertama adalah dengan 

menggunakan kedua basisnya dan konstruksi kedua adalah dengan menggunakan 

ruang quotient (Roman, 2007). 

Definisi 1.6.12.3 Jika 𝑉1, … , 𝑉𝑛 dan 𝑊 adalah ruang vektor atas 𝔽, fungsi    𝑓: 𝑉1 ×⋯×

𝑉𝑛 → 𝑊 adalah multilinear jika itu linear jika itu adalah linear di setiap koordinat secara 

terpisah, yaitu, jika 

𝑓(𝑢1, … , 𝑢𝑘−1, 𝑟𝑣 + 𝑠𝑣
′, 𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑛)

= 𝑟𝑓(𝑢1, … , 𝑢𝑘−1, 𝑣, 𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑛)

+ 𝑠𝑓(𝑢1, … , 𝑢𝑘−1, 𝑣′, 𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑛) 

(112

) 

untuk setiap 𝑘 = 1,… , 𝑛. (Roman, 2007) 
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Contoh 1.6.12.3 Jika 𝐴 adalah aljabar 𝔽, maka pemetaan perkalian 𝜇: 𝐴 × ⋯× 𝐴 → 𝐴 

didefinisikan oleh 𝜇(𝑎1, … , 𝑎𝑛) = 𝑎1⋯𝑎𝑛 adalah 𝑛-linear atau multilinear. 

Definisi 1.6.12.4 Jika 𝑉1, … , 𝑉𝑛 adalah ruang vektor atas ℝ, maka tensor product dari 

𝑉1, … , 𝑉𝑛 adalah ruang vektor 𝑉1⊗⋯⊗𝑉𝑛, bersama dengan pemetaan multilinear 𝜙:𝑉1 ×

⋯× 𝑉𝑛 → 𝑉1⊗⋯⊗𝑉𝑛 dengan properti berikut: Jika 𝜓 adalah pemetaan multilinear dari 

𝑉1 ×⋯× 𝑉𝑛 ke ruang vektor 𝑋, maka terdapat pemetaan linear tunggal 𝜓̅ dari 𝑉1⊗⋯⊗

𝑉𝑛 ke 𝑋 memenuhi 𝜓: 𝜓̅ ∘ 𝜙. (Roman, 2007) 

 Untuk pembahasan selanjutnya akan digunakan simbol 𝑇𝑛𝑉 untuk menyatakan 

𝑉1⊗⋯⊗𝑉𝑛 atau 𝑇𝑛𝑉 ≔ 𝑉1⊗⋯⊗𝑉𝑛 . 

Definisi 1.6.12.5 Aljabar 𝐴 atas 𝔽 adalah aljabar graded jika ruang vektor atas 𝔽, 𝐴 dapat 

ditulis dalam bentuk 

𝐴 =⨁𝐴𝑖
𝑖≥0

 (113

) 

untuk subruang 𝐴𝑖 dari 𝐴, dan dimana memiliki sifat perkalian yaitu: 

𝐴𝑖𝐴𝑗 ⊆ 𝐴𝑖+𝑗 (114

) 

Elemen dari 𝐴𝑖 adalah derajat homogen 𝑖. Jika 𝑎 ∈ 𝐴 dapat ditulis 

𝑎 = 𝑎𝑖1 +⋯+ 𝑎𝑖𝑛 (115

) 

untuk 𝑎𝑖𝑘 ∈ 𝐴𝑖𝑘 , 𝑖𝑘 ≠ 𝑖𝑗, maka 𝑎𝑖𝑘 adalah komponen homogen dari 𝑎 dengan derajar 𝑖𝑘. 

(Roman, 2007) 

 Filtrasi dari aljabar 𝐴 adalah semua barisan 𝐴𝑖 dari 𝐴 memenuhi 𝐴𝑖 ⊆ 𝐴𝑖+1 dan 

𝐴𝑖 ∙ 𝐴𝑘 ⊆ 𝐴𝑖+𝑘 untuk setiap 𝑖, 𝑘 ∈ ℕ.  

Definisi 1.6.12.6 Misalkan 𝑉 adalah ruang vektor atas ℝ. Misalkan 𝑇𝑛𝑉 = 𝑉 ⊗⋯⊗𝑉. 

Jika 𝑛 = 0 maka 𝑇0𝑉 = ℝ. Aljabar tensor 𝑇(𝑉) = ⨁ 𝑇𝑖𝑉𝑖≥0 = ℝ⊕ 𝑉⊕𝑉⊗ 𝑉 +⋯. 

dengan muplikasi dengan bentuk 

(𝑣1⊗…⊗𝑣𝑛) ∙ (𝑣1
′ ⊗…⊗ 𝑣𝑚

′ ) = 𝑣1⊗…⊗ 𝑣𝑛⊗𝑣1
′ ⊗…⊗ 𝑣𝑚

′  (116

) 

(Bauerle & Kerf, 1990) 

Definisi 1.6.12.7 Misalkan 𝐿 adalah aljabar Lie. Aljabar enveloping umum dari 𝐿 adalah 

pasangan (𝑈(𝐿), 𝑖) dengan 𝑈(𝐿) aljabar asosiatif dengan elemen unit dan 𝑖 

homomorfisma aljabar Lie 

𝑖: 𝐿 → 𝑈(𝐿) (117

) 
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dimana 𝑈(𝐿) adalah diperhatikan sebagai aljabar Lie yaitu 𝑖 adalah pemetaan linear 

memenuhi 

𝑖([𝑥, 𝑦]) = 𝑖(𝑥)𝑖(𝑦) − 𝑖(𝑦)𝑖(𝑥)   (𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿) (118

) 

Lebih lanjut pasangan (𝑈(𝐿), 𝑖) adalah memenuhi untuk suatu pasangan lain (𝑊, 𝑗) 

dengan 𝑊 aljabar asosiatif dengan elemen unit dan 𝑗 homomorfisma aljabar Lie 𝑗: 𝐿 → 𝑊 

terdapat homomorfisma 𝜓:𝑈(𝐿) → 𝑊, pemetaan identitas dari 𝑈(𝐿) ke identitas dari 𝑊, 

dan memenuhi 𝑗 = 𝜓 ∘ 𝑖. (Bauerle & Kerf, 1990) 

1.6.13 Generalisasi matriks Cartan dan Aljabar Lie Kac-Moody 

 Pada subbab ini dibahas tentang matriks Cartan, generalisasi matriks Cartan, 

realisasi, dan aljabar Lie Kac-Moody. 

Definisi 1.6.13.1 Matriks Cartan (𝐴𝑖𝑗)𝑖,𝑗=1
𝑘

 dari aljabar Lie semisederhana yang 

didefinisikan melalui dual kontraksi antara 𝛱 dan 𝛱𝑉: 

𝐴𝑖𝑗 = 〈𝛼𝑖, 𝛼𝑖
𝑣〉 =

2(𝛼𝑗|𝛼𝑖)

(𝛼𝑖|𝛼𝑖)
 

(119

) 

(Bauerle & Kerf, 1990) 

Definisi 1.6.13.2 Misalkan matriks Cartan 𝐴 dari aljabar Lie semisederhana kompleks 

berdimensi hingga. maka 

1) det 𝐴 ≠ 0 

2) 𝐴𝑖𝑖 = 2      (𝑖 = 1,… , 𝑘) 

3) 𝐴𝑖𝑗 ∈ {0,−1,−2,−3}    (𝑖 ≠ 𝑗) 

4) 𝐴𝑖𝑗 = 0 ↔ 𝐴𝑗𝑖 = 0 

5) 𝐴𝑖𝑗 = −2 → 𝐴𝑗𝑖 = −1 

6) 𝐴𝑖𝑗 = −3 → 𝐴𝑗𝑖 = −1 

(Bauerle & Kerf, 1990) 

Definisi 1.6.13.3 Misalkan 𝐴 adalah matriks 𝑛 × 𝑛 dengan properti berikut 

1) 𝐴𝑖𝑖 = 2    (𝑖 = 1,… , 𝑛) 

2) 𝐴𝑖𝑗 ∈ {0,−1,−2,… }    (𝑖 ≠ 𝑗) 

3) 𝐴𝑖𝑗 = 0 ↔ 𝐴𝑗𝑖 = 0 

4) 𝐴 adalah tidak dapat dikomposisikan 

maka 𝐴 adalah generalisasi matriks Cartan. (Bauerle & Kerf, 1990) 

Definisi 1.6.13.4 Matriks 𝐴 = (𝐴𝑖𝑗) berorde 𝑛 × 𝑛 dikatakan decomposable jika dengan 

melakukan permutasi indeks baris dan kolomnya dengan satu permutasi yang sama  𝜋 

maka akan berbentuk 
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(𝐴𝜋(𝑖)𝜋(𝑗)) = (
𝐵 0
0 𝐶

) (120) 

dimana 𝐵 dan 𝐶 adalah matriks persegi. Matriks 𝑛 × 𝑛 yang tidak decomposable disebut 

indecomposable. (Bauerle & Kerf, 1990) 

Definisi 1.6.13.5 Misalkan 𝐴 adalah matriks 𝑛 × 𝑛 dengan rank 𝐴 = 𝑟. Maka realisasi dari 

matriks 𝐴 ini adalah {𝐻, 𝛱,𝛱𝑉} dengan: 

1) 𝐻 adalah ruang vektor kompleks dengan dimensi (2𝑛 − 𝑟). 

2) 𝛱𝑉 = {𝛼1
𝑣 , 𝛼2

𝑣 , … , 𝛼𝑛
𝑣} adalah himpunan dari 𝑛 elemen bebas di 𝐻. 

3) 𝛱 = {𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛} adalah himpunan dari  𝑛 elemen bebas di ruang dual 𝐻∗ dari 

𝐻. 

4) Kontraksi dual antara 𝐻∗ dan 𝐻 adalah memenuhi 𝐴𝑖𝑗 = 〈𝑎𝑗 , 𝑎𝑖
𝑣〉. 

(Bauerle & Kerf, 1990) 

Definisi 1.6.13.6 Misalkan 𝐴 = (𝐴𝑗𝑘) adalah generalisasi matriks Cartan yang tidak dapat 

dikomposisi, dan 𝑔̃ adalah aljabar Lie Kac-Moody Umum atas ℝ. Mengingat bahwa, jadi 

didefinisikan, 𝑔̃ adalah aljabar Lie atas ℝ pada generator 3𝑙 𝑒𝑗, ℎ𝑗, 𝑓𝑗 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, dengan 

relasi 

[𝑒𝑘, ℎ𝑗] = 𝐴𝑗𝑘𝑒𝑘, [𝑓𝑘, ℎ𝑗] = −𝐴𝑗𝑘𝑓𝑘 , [ℎ𝑗, ℎ𝑘] = 0, [𝑒𝑘, 𝑓𝑗] = 𝛿𝑘𝑗ℎ𝑘, (121) 

untuk setiap 1 ≤ 𝑗, 𝑘 ≤ 𝑛. Misalkan 𝐻 adalah span real dari ℎ𝑗 dan 𝜗 ideal maksimal 

tunggal dari 𝑔̃ dimana irisannya 𝐻 trivially. Maka aljabar Lie Kac-Moody Direduksi 𝑔̆ 

didefinisikan oleh 𝑔̆ = 𝑔̃/𝜗, sedangkan aljabar Lie Kac-Moody Standar 𝑔 didefinisikan 

𝑔 = 𝑔̃/𝐾 dimana 𝐾 adalah ideal dari 𝑔̃ digenerat oleh elemen 𝑒𝑗(ad 𝑒𝑘)
𝐴𝑘𝑗+1 dan           

𝑓𝑗(ad 𝑓𝑘)
𝐴𝑘𝑗+1 untuk setiap 1 ≤ 𝑗, 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑗 ≠ 𝑘. (Berman & Pianzola, 2007) 

Contoh 1.6.13.1 Aljabar Lie 𝔰𝔩(𝑛, ℂ) adalah aljabar Lie Kac-Moody Standar (Bauerle & 

Kerf, 1990) dan aljabar Lie Kac-Moody Direduksi (Kac V. G., 1985). 

1.6.14 Modul Quaternion 

 Sebelum membahas quaternion pada aljabar Lie. Diperlukan istilah modul 

quaternion yang definisinya sebagai berikut: 

Definisi 1.6.14.1 Struktur quaternion pada ruang vektor 𝒱 atas ℂ adalah suatu pemetaan 

konjugat linear 𝐽: 𝒱 → 𝒱: 𝐽(𝑎𝑢) = 𝑎̅𝐽(𝑢) untuk 𝑎 ∈ ℂ, 𝑢 ∈ 𝒱, memenuhi relasi 𝐽2 = −𝐼. 

Modul kiri ℍ adalah ruang vektor real 𝒰 dengan aksi dari ℍ pada kiri, (𝑥, 𝑣) → 𝑥𝑣, 

memenuhi bahwa 𝑥(𝑦𝑣) = (𝑥𝑦)𝑣 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℍ dan 𝑣 ∈ 𝒰. Struktur quaternion 𝐽 

pada 𝒱 ruang vektor 𝒱 atas ℂ adalah ekuivalen dengan struktur modul ℍ pada 𝒱 

ditunjukkan sebagai ruang vektor real. (Kori, 2023) 

Contoh 1.6.14.1 ℍ𝑛 adalah modul atas gelanggang ℍ. 

Misalkan 𝜎 adalah involusi linear ℂ pada modul quaternion (𝒱, 𝐽) memenuhi anti 

komutatif 𝐽: 𝐽𝜎 = −𝜎𝐽. Misalkan 𝒱0 adalah ruang eigen dari 𝜎 bersesuaian dengan nilai 
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eigen +1. Maka 𝐽𝒱0 = {𝐽𝑢; 𝑢 ∈ 𝒱0} adalah ruang eigen dari 𝜎 bersesuaian dengan nilai 

eigen −1 dan diperoleh dekomposisi direct sum dari 𝒱: 

𝒱 = 𝒱0 + 𝐽𝒱0 ≅ ℍ⊗ℂ 𝒱0 (122) 

Terdapat juga konjugasi kompleks 𝜏 pada modul 𝑉 atas ℂ; 𝜏2 = 𝐼. 𝜏 membatasi konjugasi 

involusi linear pada 𝒱0; 𝜏(𝑧) = 𝑧̅, 𝑧 ∈ 𝒱0. Diperoleh 𝜏(𝑧1 + 𝐽𝑧2) = 𝑧1̅ + 𝐽𝑧2̅ untuk          

𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝒱0. 𝜎 dan 𝜏 adalah homomorfisma komutatif dari 𝒱: 𝜎𝜏 = 𝜏𝜎. Jika dimisalkan 𝒱𝑟 

menotasikan subruang eigen dari 𝜏 pada 𝒱0 bersesuaian dengan nilai eigen +1, maka 

diperoleh 

𝒱0 = ℂ⊗ℝ 𝒱𝑟 = 𝒱𝑟 + √−1𝒱𝑟, 𝒱 = ℍ⊗ℝ 𝒱𝑟 (123) 

yang mengembalikan struktur quaternion pada 𝒱. (Kori, 2023) 

Definisi 1.6.14.2 Misalkan 𝒱 = 𝒱0 + 𝐽𝒱0 adalah modul ℍ. Misalkan 𝒲 adalah submodul 

ℝ dari 𝒱. 

1. 𝒲 adalah submodul 𝐽 dari 𝒱 jika 𝒲 adalah invarian under 𝐽, atau ekuivalen, 𝒲 

memiliki dekomposisi direct sum 𝒲 = 𝒰0 + 𝐽𝒰0 untuk ℝ-subruang vektor 𝑈0 dari 

𝑉0. 

2. 𝒲 adalah submodul 𝜎 dari 𝒱 jika 𝒲 adalah invarian under konjugat 

automorfisma 𝜏 dan 𝜎, atau ekuivalen, 𝒲 bersesuai ℤ2-gradasi;                           

𝒲 =𝒲 ∩𝒱0 +𝒲 ∩ 𝐽𝒱0.  

(Kori, 2023) 

Contoh 1.6.14.2 Setiap submodul ℍ dari modul ℍ adalah submodul 𝐽 dari 𝒱. 𝔤𝔩(𝑛,ℍ) 

adalah modul ℍ. 

1.6.15 Aljabar Lie Quaternion 

Pada subbab ini dibahas tentang aljabar Lie quaternion, homomorfisma aljabar 

Lie quaternion, ideal dari aljabar Lie quaternion, dan aljabar Lie quaternion bebas. 

 Pada 1.6.5 telah dibahas tentang aljabar Lie atas lapangan real dan kompleks. 

Selanjutnya, dalam penelitian yang dilakukan oleh pada tahun 2023 diberikan definisi 

tentang aljabar Lie atas quaternion yang kemudian sebagai aljabar Lie quaternion 

dengan definisi sebagai berikut: 

Misalkan (𝒱, 𝐽) adalah modul ℍ. Misalkan 𝜎 adalah involusi linear ℂ pada 𝒱 yaitu 

anti komutatif 𝐽: 𝐽𝜎 = −𝜎𝐽, dan misalkan 𝜏 adalah konjugat involusi linear ℂ pada 𝒱 yaitu 

komutatif dengan 𝜎: 𝜎𝜏 = 𝜏𝜎. Misalkan 𝒱0 adalah subruang eigen ℂ dari 𝜎 bersesuaian 

dengan nilai eigen +1. Maka 𝒱 = 𝒱0 + 𝐽𝒱0. 𝒱0 dan 𝐽𝒱0 adalah invarian terhadap 𝜏. 

Definisi 1.6.15.1 Misalkan 𝐿 adalah submodul ℝ dari modul ℍ (𝒱, 𝐽). 𝐿 dikatakan Aljabar 

Lie quaternion jika 𝐿 dilengkapi dengan suatu bracket [∙,∙] yang memenuhi sifat-sifat 

berikut: 

1. (𝐿, [∙,∙]) adalah suatu aljabar Lie real: 
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a. Operasi bracket adalah bilinear atas ℝ. 

b. [𝑋, 𝑌] + [𝑌, 𝑋] = 0 untuk setiap 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐿. 

c. [𝑋, [𝑌, 𝑍]] + [𝑌, [𝑍, 𝑋]] + [𝑍, [𝑋, 𝑌]] = 0 untuk setiap 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝐿. 

2. 𝜎 dan 𝜏 adalah homomorfisma aljabar Lie 𝐿: 

a. (𝐿, [∙,∙]) adalah invarian terhadap involusi 𝜎 dan 𝜏. 

b. 𝜎[𝑋, 𝑌] = [𝜎𝑋, 𝜎𝑌], 𝜏[𝑋, 𝑌] = [𝜏𝑋, 𝜏𝑌],   ∀𝑋, 𝑌 ∈ 𝐿. 

Contoh 1.6.15.1 𝔤𝔩(𝑛;ℍ) adalah aljabar Lie quaternion dengan bracket: 

[𝑋1 + 𝐽𝑌1, 𝑋2 + 𝐽𝑌2] = [𝑋1, 𝑋2] + [𝑋1, 𝐽𝑌2] + [𝐽𝑌1, 𝑋2] + [𝐽𝑌1, 𝐽𝑌2] 

                                                           = (𝑋1𝑋2 − 𝑋2𝑋1) + (𝐽𝑋̅1𝑌2 − 𝐽𝑌2𝑋1) + (𝐽𝑌1𝑋2 − 𝐽𝑋̅2𝑌1) 

 +(−𝑌1̅𝑌2 + 𝑌2̅𝑌1) 

                = (𝑋1𝑋2 − 𝑋2𝑋1 − 𝑌1̅𝑌2 + 𝑌2̅𝑌1) 

                 +𝐽(𝑋̅1𝑌2 − 𝑌2𝑋1 + 𝑌1𝑋2 − 𝑋̅2𝑌1) 

                                    𝜎(𝑋 + 𝐽𝑌) = 𝑋 − 𝐽𝑌 

                                     𝜏(𝑋 + 𝐽𝑌) = 𝑋̅ + 𝐽𝑌̅ 

 Seperti pada aljabar Lie atas lapangan real atau kompleks. Tasioki kori dalam 

papernya juga membahas tentang homomorfisma dan ideal pada quaternion dengan 

definisi sebagai berikut: 

Definisi 1.6.15.2 Misalkan 𝐿 dan 𝐿′ aljabar Lie quaternion. Misalkan 𝜎𝑖 , 𝜏𝑖: 𝐿 → 𝐿 dengan 

𝜎𝑖(𝑢𝑖 + 𝐽𝑣𝑖) = 𝑢𝑖 − 𝐽𝑣𝑖 dan 𝜏𝑖(𝑢𝑖 + 𝐽𝑣𝑖) = 𝑢̅𝑖 + 𝐽𝑣̅𝑖. Homomorfisma 𝜑: 𝐿 → 𝐿′ dari aljabar 

Lie real adalah dikatakan homomorfisma dari aljabar Lie quaternion jika memenuhi: 

𝜑(𝜎1𝑢) = 𝜎2𝜑(𝑢) dan 𝜑(𝜏1𝑢) = 𝜏2𝜑(𝑢), untuk setiap 𝑢 ∈ 𝐿 (124) 

(Kori, 2023) 

Definisi 1.6.15.3 Misalkan 𝐿 adalah aljabar Lie quaternion dan misalkan 𝐼 adalah ideal 

dari 𝐿 yang dipandang suatu aljabar Lie real. 𝐼 dikatakan suatu ideal dari aljabar Lie 

quaternion 𝐿 jika 𝐼 adalah invarian atas involusi 𝜎. (Kori, 2023) 

 Ruang quotient dari aljabar Lie quaternion 𝐿 oleh suatu ideal 𝑃 yang dilengkapi 

dengan struktur aljabar Lie quaternion, dimana involusi 𝜎̂ pada 𝐿/𝑃 didefinisikan oleh 

𝜎̂(𝑥 + 𝑃) = 𝜎𝑥 + 𝑃 (125) 

Untuk homomorfisma dari aljabar Lie quaternion 𝜑: 𝐿 → 𝐿′, kernel ker 𝜑 menjadi ideal dari 

𝐿. (Kori, 2023) 

Definisi 1.6.15.4 Misalkan 𝑋 himpunan terbatas yang teridentifikasi dengan 

subhimpunan 1⊗ 𝑋 ⊂ ℍ ⊂ 𝑋. Dinotasikan 𝐽𝑋 = 𝑗 ⊗ 𝑋 ⊂ ℍ⊗𝑋. Himpunan {𝑋, 𝐽𝑋} dapat 

dianggap sebagai subhimpunan dari modul quaternion. Misalkan 𝐿 adalah aljabar Lie 

quaternion yang digeneret oleh basis {𝑋, 𝐽𝑋}. 𝐿 dikatakan bebas pada {𝑋, 𝐽𝑋} jika, diberi 
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aljabar Lie quaternion 𝑀 dan pemetaan graded ℤ2 𝜙: 𝑋 + 𝐽𝑋 → 𝑀, terdapat 

homomorfisma aljabar Lie quaternion tunggal 𝜓: 𝐿 → 𝑀 yang memperluas pemetaan 𝜙. 

(Kori, 2023) 

Proposisi 1.6.15.1 Terdapat aljabar Lie quaternion 𝐿 bebas yang tunggal pada {𝑋, 𝐽𝑋}. 

(Kori, 2023) 

Definisi 1.6.15.5 Jika 𝐿 adalah aljabar Lie quaternion bebas pada 𝑋 = {𝑥𝑖; 𝑖 ∈ Δ}, dan 

jika 𝑅 adalah ideal dari 𝐿 digeneret oleh elemen {𝑓𝑗; 𝑗 ∈ Δ
′}, 𝐿/𝑅 disebut aljabar Lie 

quaternion quotient dengan generator {𝑥𝑖}𝑖∈Δ dan relasi {𝑓𝑖 = 0; 𝑖 ∈ Δ
′}, dimana 𝑥𝑖 adalah 

image di 𝐿/𝑅 dari elemen dari 𝑋. (Kori, 2023) 

1.6.16 Quaternifikasi pada aljabar Lie kompleks 

Pada subbab ini dibahas tentang definisi dari quaternifikasi pada aljabar Lie 

kompleks. 

Untuk aljabar Lie quaternion 𝐿 dinotasikan oleh subruang eigen 𝐿± dari involusi 

𝜎 dengan nilai eigen ±1 berturut-turut. 𝐿± adalah subruang vektor dari 𝐴 invarian atas 

konjugasi kompleks 𝜏, dan 𝐿 = 𝐿+ + 𝐿−, 𝐿+ = 𝐿 ∩ 𝒱0, 𝐿
− = 𝐿 ∩ 𝐽𝒱0. 𝐿

+ adalah subaljabar 

dari 𝐿. Selanjutnya, akan didefinisikan quaternifikasi pada aljabar Lie sebagai berikut: 

Definisi 1.6.16.1 Misalkan (𝐿0, [ , ]) adalah aljabar Lie real atau kompleks. Misalkan 

(𝐿, [ , ]) adalah aljabar Lie quaternion. 𝐿 adalah quaternifikasi dari 𝐿0 jika 𝐿0 adalah 

subaljabar Lie (real) dari 𝐿+ dan jika terdapat subruang vektor (real) 𝐾 dari 𝐿− sehingga 

memenuhi 𝐿0 + 𝐾 mengeneret 𝐿 adalah aljabar Lie real. (Kori, 2023) 

Contoh 1.6.16.1  

3. 𝔤𝔩(𝑛,ℍ) adalah aljabar Lie quaternion dan merupakan quaternifikasi dari 𝔤𝔩(𝑛, ℂ). 

4. 𝔰𝔩(𝑛,ℍ) adalah aljabar Lie quaternion dan merupakan quaternifikasi dari 𝔰𝔩(𝑛, ℂ). 

Proposisi 1.6.16.1 ℍ⊗ℂ 𝔰𝔩(𝑛, ℂ) = 𝔰𝔩(𝑛, ℂ) + 𝐽𝔰𝔩(𝑛, ℂ) menggeneret aljabar Lie 

quaternion 𝔰𝔩(𝑛,ℍ) atas ℝ. Generator dari 𝔰𝔩(𝑛,ℍ) adalah 

ℎ𝑖, 𝑒𝑖, 𝑓𝑖 , 𝐽ℎ𝑖, 𝐽𝑒𝑖, 𝐽𝑓𝑖;   (𝑖 = 1,… , 𝑛 − 1) (126) 

Oleh karena itu, quaternifikasi dari 𝔰𝔩(𝑛, ℂ) adalah 𝔰𝔩(𝑛,ℍ). (Kori, 2023) 

1.6.17 Quaternifikasi pada aljabar Lie Sederhana 

Pada subbab ini dibahas tentang quaternifikasi pada aljabar Lie sederhana.  

Proposisi 1.6.17.1 Misalkan 𝑀 adalah aljabar Lie quaternion. Maka Elemen ℎ1, … , ℎ𝑛 

dan 𝐽ℎ1, … , 𝐽ℎ𝑛 dari 𝑀 adalah bebas linear atas ℂ. (Kori, 2023) 

Definisi 1.6.17.1 Misalkan 𝑀 adalah aljabar Lie quaternion. Sehingga, 

1. Misalkan 𝐻0 adalah subaljabar Cartan dari 𝑀0 dengan basis ℎ𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

2. Misalkan 𝐻𝑟 adalah bentuk real dari 𝐻0: 𝐻0 = 𝐻𝑟 + √−1𝐻𝑟. 

3. Misalkan 𝐾 adalah subaljabar dari 𝑀 digeneret atas ℝ oleh ℍ⊗ℂ 𝐻0 = 𝐻0 + 𝐽𝐻0. 
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4. Misalkan 𝐻𝑟
⊥ adalah subaljabar dari 𝐾 digeneret oleh √−1𝐻𝑟 + 𝐽𝐻𝑟 

(Kori, 2023) 

Lemma 1.6.17.1 Misalkan 𝑀 adalah aljabar Lie quaternion. Sehingga, 

1. 𝐻𝑟 adalah subaljabar komutatif maksimal dari 𝑀 

2. 𝐻𝑟
⊥ adalah ideal dari 𝐾 yang melengkap 𝐻𝑟 

3. [𝐻𝑟 , 𝐾] = 0 

4. [𝐾, 𝐾] = 𝐻𝑟
⊥ 

(Kori, 2023) 

Teorema 1.6.17.1 

1. 𝑀 adalah aljabar Lie quaternion yang digeneret oleh 

2. 𝑀 adalah quaternifikasi dari 𝑀0 

[ℎ, ℎ] = 0, [ℎ, 𝑒𝑖] = 〈𝛼𝑖, ℎ〉𝑒𝑖, [ℎ, 𝑓𝑖] = −〈𝛼𝑖, ℎ〉𝑓𝑖 ,  

[ℎ, 𝑒𝑖] = 𝛿𝑖𝑗𝛼𝑖
𝑣 ,   

(127) 

dan 

[𝐽ℎ, 𝑒𝑖] = 〈𝛼𝑖 , 𝐽ℎ〉𝑒𝑖, [ℎ, 𝐽𝑒𝑖] = 〈𝛼𝑖 , ℎ〉𝐽𝑒𝑖, [𝐽ℎ, 𝐽𝑒𝑖] = −〈𝛼𝑖 , ℎ〉𝑒𝑖 

[𝐽ℎ, 𝑓𝑖] = −〈𝛼𝑖 , 𝐽ℎ〉𝑓𝑖 , [ℎ, 𝐽𝑓𝑖] = −〈𝛼𝑖 , ℎ〉𝐽𝑓𝑖 , [𝐽ℎ, 𝐽𝑓𝑖] = 〈𝛼𝑖, ℎ〉𝑓𝑖 

 [𝐽ℎ, 𝑒𝑖] = 𝛿𝑖𝑗𝐽𝛼𝑖
𝑣 , [ℎ, 𝐽𝑒𝑖] = 𝛿𝑖𝑗𝐽𝛼𝑖

𝑣 , [𝐽ℎ, 𝐽𝑒𝑖] = −𝛿𝑖𝑗𝛼𝑖
𝑣 , 

[ℎ, 𝐽ℎ] = 0, [𝐽ℎ, 𝐽ℎ] = 0 

(128) 

3. Bentuk real 𝐻𝑟 dari subaljabar Cartan 𝐻0 dari 𝑀0 adalah subaljabar komutatif 

maksimal dari 𝑀. 

4. Misalkan 𝐸 adalah modul ℂ yang digeneret oleh {𝑓1, … , 𝑓𝑛 , 𝐽𝑓1, … , 𝐽𝑓𝑛} dan 𝐹 

adalah modul ℂ yang digeneret oleh {𝑒1, … , 𝑒𝑛 , 𝐽𝑒1, … , 𝐽𝑒𝑛}. Kemudian, 𝐸,𝐾, dan 

𝐹 dipandang sebagai subaljabar Lie real dari 𝑀 memberikan dekomposisi 

triangular dari 𝑀: 

𝑀 = 𝐾⊕ 𝐸⊕ 𝐹 (129) 

(Kori, 2023) 

Lemma 1.6.17.2 Misalkan 𝜖𝑖 menotasikan basis 𝑒𝑖 atau 𝐽𝑒𝑖 dan misalkan 𝜙𝑖 menotasikan 

basis 𝑓𝑖 atau 𝐽𝑓𝑖, Jika 

    [𝜖𝑖1 , … , 𝜖𝑖𝑡] = [𝜖𝑖1 , [𝜖𝑖2 , … , [𝜖𝑖𝑡−1 , 𝜖𝑖𝑡] ] ] (130) 

      [𝜙𝑖1 , … , 𝜙𝑖𝑡] = [𝜙𝑖1 , [𝜙𝑖2 , … , [𝜙𝑖𝑡−1 , 𝜙𝑖𝑡] ] ] (131) 

maka 

[ℎ𝑗, [𝜖𝑖1 , … , 𝜖𝑖𝑡] ] = (𝑐𝑖1𝑗 +⋯+ 𝑐𝑖𝑡𝑗)[𝜖𝑖1 , … , 𝜖𝑖𝑡] (132) 

    [ℎ𝑗, [𝜙𝑖1 , … , 𝜙𝑖𝑡] ] = −(𝑐𝑖1𝑗 +⋯+ 𝑐𝑖𝑡𝑗)[𝜙𝑖1 , … , 𝜙𝑖𝑡] (133) 
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1.6.18 Dekomposisi Sistem Akar dari aljabar Lie Quaternion 

 Pada subbab ini dibahas tentang dekomposisi sistem akar dari aljabar Lie 

quaternion. Berikut merupakan teorema perluasan dari Subbab 1.6.10. 

Teorema 1.6.18.1 Misalkan 𝐿 adalah aljabar Lie quaternion, maka 𝐿 memiliki properti 

dekomposisi sistem akar sebagai berikut: 

1. 𝐿 = 𝐿0 + 𝑒 + 𝑓 

                𝑒 = ∑ 𝐿𝛼
𝛼∈Δ+

, 𝑓 = ∑ 𝐿𝛼
𝛼∈Δ−

 

dimana Δ+ = {𝑘1𝛼1 +⋯+ 𝑘𝑛𝛼𝑛 ≠ 0; 𝑘𝑛 ≥ 0 ∀𝑛} dan  

Δ− = {𝑘1𝛼1 +⋯+ 𝑘𝑛𝛼𝑛 ≠ 0; 𝑘𝑛 ≤ 0 ∀𝑛}. 

2. 𝐿𝛼 = ℍ⊗ (𝐿0)𝛼 jika 𝛼 ≠ 0 

                 𝐿0 = ℍ⊗ℂ 𝐻0,  

                   𝑒 = ℍ⊗ℂ 𝑒0, 

                   𝑓 = ℍ⊗ℂ 𝑓0 

3.   dimℂ𝐿𝛼𝑖 = 2,   

dimℂ𝐿−𝛼𝑖 = 2, 𝑖 = 1,… , 𝑛.  

(Kori, 2023)  


