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ABSTRAK

Graf G adalah himpunan pasangan (V(G),E(G)) dengan V(G) adalah himpunan
diskrit yang anggotanya disebut titik (vertex) dan E(G) adalah himpunan dari
pasangan elemen-elemen V(G) yang anggotanya disebut sisi (edge). Misalkan graf
G adalah graf sederhana. Untuk suatu k-partisi terurut IT = {S;, S, ..., S} dari V(G),

representasi dari titik u terhadap I adalah k-pasangan berurut, r(u | I =
(du,S_1),d(w,S_2),...,d(u,S_k)). Partisi I dikatakan sebagai partisi pembeda dari
G jika r(u|17) ;tr(v|H) untuk setiap u,v € V(G). Partisi pembeda II dengan
kardinalitas minimum disebut sebagai partisi pembeda minimum. Adapun dimensi
partisi dari graf G, dinotasikan sebagai pd(G) merupakan kardinalitas dari partisi
pembeda minimum dari G. Pada penelitian ini akan ditentukan dimensi partisi dari
graf hasil korona antara graf lengkap dan graf roda dengan menggunakan beberapa
pernyataan matematika tentang partisi pembeda, konsep titik setara, dan konsep
titik setingkat. Akan ada beberapa hasil analisis dari titik K,, ©W,, mengenai tentang
titik setara dan setingkat. Hasil penelitian menunjukkan untuk m = n pd(K,,OW,,) =
n,n =3, untuk m =n+1, pd(K,OW,,) = 3,n =3 dan pd(K,OW,,) =nn = 3,dan
untuk m =n+ 2 ,pd(K,0OW,,) = 4,n = 2,3 dan pd(K,OW,,) =n,n = 4.

Kata kunci: partisi pembeda, operasi korona, graf lengkap, graf roda, titik setara, titik
setingkat.



ABSTRACT

The graph G is a pair of sets (V(G), E(G)), where V(G) is a finite set whose elements
are called vertices, and E(G) is a set of pairs of members of V(G), which is called the
edges. Let G be a simple graph. For an ordered k-partition IT = {S;, S,, ..., S} of V(G),

the representation of u with respect toll is k-ordered pairs, r(u | ) =
dw,S1),dw,S,), ....,dw, S, ). The partition I is called a resolving partition of G if
r(u | m=#r(v | M) for all distinct u,v € V(G). The resolving partition [T with the
minimum cardinality is called minimum resolving partistion. The partition dimension
of G, denotaded pd(G) is the cardinality of a minimum resolving partition of G. In this
research, we will determine the partition dimension of corona product of complete
graph by using some mathematical statements about resolving partition, consept of
equivalent vertices, and same level vertices. There will be several analysis result for
the K,,©OW,, vertices referring to equivalent vertices and same level vertices consept.
The result show that for m=npd(K,OW,)=n,n>=3, for m=n+1,
pd(K,OW,,) =3,n=3 and pd(K,OW,,) =nn=3,and form=n+2
,pd(K,OW,,,) = 4,n = 2,3 and pd(K,OW,,) =n,n = 4.

Keywords: resolving partition, corona product, complete graph, wheel graph,
equivalent vertices, same level vertices
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika merupakan sebuah disiplin ilmu yang berkaitan dengan logika dan
pengukuran. Matematika dianggap sebagai bahasa universal yang dapat digunakan
untuk memodelkan fenomena alam, sosial, dan ekonomi. Dalam pendapat lain
mengatakan bahwa matematika adalah ilmu pengetahuan yang mempelajari pola
dan struktur secara sistematis (Morris Kline,1980)

Waktu demi waktu perkembangan ilmu pengetahuan khususnya dalam bidang
matematika sangatlah berkembang pesat. Salah satu cabang diantaranya adalah
matematika diskrit. Menurut Kenneth (2011) dalam bukunya matematika Diskrit
adalah studi tentang struktur matematika yang pada dasarnya bersifat diskrit
(terbatas) daripada kontinu. Berbeda dengan bilangan riil yang memiliki sifat
bervariasi secara halus, objek yang dipelajari dalam matematika diskrit seperti
bilangan bulat, graf, dan pernyataan dalam logika tidak bervariasi secara halus,
tetapi memiliki nilai-nilai yang berbeda dan terpisah.

Dalam matematika diskrit, salah satu topik yang juga cukup banyak diteliti dan
pesat perkembangannya adalah teori graf. Teori graf mulai populer pada akhir abad
ke-19. G. Chartrand (1977) dalam bukunya mendefinisikan graf sebagai sebuah
pasangan himpunan, di mana himpunan pertama berisi simpul-simpul (vertex) dan
himpunan kedua berisi garis-garis (edge) yang menghubungkan pasangan simpul-
simpul tersebut.

Teori graf memiliki banyak topik yang menarik dan dapat diterapkan di berbagai
bidang baik dalam bidang ilmu matematika itu sendiri maupun dalam bidang ilmu
lainnya (Hasmawati, 2020). Diantara beragam topik didalamnya, salah satu bidang
tersebut adalah dimensi partisi. Dimensi partisi pertama kali dipopulerkan oleh G.
Chartrand dalam bukunya yang mengelompokkan semua titik di graf ¢ ke dalam
suatu kelas partisi dan menentukan representasi setiap titik terhadap kelas partisi
tersebut. Representasi dari titik-titik tersebut berupa penentuan jarak dari titik pada
graf G terhadap kelas partisi yang dibentuk.

Penelitian yang berkelanjutan terkait dimensi partisi graf terus menarik minat,
terutama dalam mengeksplorasi aspek-aspek baru dalam teori graf. Meskipun belum
ada formula universal yang ditemukan untuk dimensi partisi di semua jenis graf,
upaya-upaya untuk merumuskan konsep ini pada graf-graf spesifik terus
berkembang, memberikan kontribusi penting dalam mengembangkan landasan
ilmiah di bidang ini. Dalam dinamika perkembangan ini, peneliti terus bertujuan untuk



menyempurnakan pemahaman tentang dimensi partisi, mendorong terbukanya
pintu untuk pengetahuan yang lebih mendalam dalam teori graf.

Pada tahun 2012 Yogi dkk menemukan bahwa dimensi partisi graf korona siklus
dengan graf lengkap adalah pd(C,,®K,) = 3 untuk n = 1 dan pd(C,,©K,) = p untuk

n > 1, dengan p merupakan bilangan bulat positif yang memenubhi (Z) > m. Juga

contoh lain pada tahun 2011 penelitian Darmaji menemukan dimensi partisi graf
hasil korona graf lengkap berorde m dan graf lengkap berorde n adalah
pd(K,,®K,) = n+ 1jikadan hanya jika2 <m < ((n+ 1)|n) dan pd(K_mOK_n) =
n + 2 jika dan hanya jika ("*") + 1 <m < ("?) + n. Pada tahun 2021, Hasmawati
dkk dalam penelitiannya juga memperoleh dimensi partisi kincir angin belanda.
Dimensi partisi untuk graf kincir angin belanda tersebut adalah pd(Amal(K,),) = k,
uuntuk suatu k = 3,n = 3 dan m € [.

Berdasarkan beberapa data yang disajikan, dan telah dilakukannya penelusuran
literatur oleh penulis, pembahasan dimensi partisi masih belum cukup untuk
menjawab seluruh pertanyaan dimensi partisi untuk seluruh graf. Oleh Rozzag tahun
2022, didapatkan dimensi partisi dari graf hasil korona graf lengkap dan roda adalah
pd(K,©OW,,) = n untuk n > 3. Pada saat ini masih belum adanya penelitian dimensi
partisi dari graf hasil korona graf lengkap dan graf roda secara menyeluruh. Maka
dari itu penulis memutuskan untuk melakukan penelitian dan mengkaji dimensi
partisi dari graf hasil korona graf lengkap dan graf roda. Terkhusus penelitian ini
menitik beratkan pada penentuan dimensi partisi graf hasil operasi korona antara
graf lengkap berorde n (K,,) dengan graf roda berorde m (W,,) Dimanam = n dan
m=n+2.

1.2 Rumusan Masalah

1. Bagaimana menentukan batas bawah dimensi partisi graf hasil operasi korona
antara graf lengkap berorde n (K,,) dengan graf roda berorde m (W,,,)

2. Bagaimana menentukan batas atas dimensi partisi graf hasil operasi korona
antara graf lengkap berorde n (K,,) dengan graf roda berorde m (W,,,)

3. Bagaimana menentukan dimensi partisi graf hasil operasi korona antara graf
lengkap berorde n (K,,) dengan graf roda berorde m (W,,,)

1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini yaitu:
1. Mengetahui cara penentuan batas bawah dimensi partisi graf hasil operasi
korona antara graf lengkap berorde n (K,,) dengan graf roda berorde m ().
2. Mengetahui cara penentuan batas atas dimensi partisi graf hasil operasi
korona antara graf lengkap berorde n (K,,) dengan graf roda berorde m ().



3. Mengetahui cara penentuan dimensi partisi graf hasil operasi korona antara
graf lengkap berorde n (K,,) dengan graf roda berorde m (W,,).

1.4 Batasan Masalah

Masalah pada penelitian ini dibatasi pada graf hasil operasi korona antara graf
lengkap berorde n dengan graf roda berorde m dimanam =ndanm =n+ 2
untuk n = 3

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dalam penelitian ini adalah dapat menjadi sumber
referensi literatur serta pemahaman dalam proses berkembangnya ilmu
pengetahuan terkhusus pada ilmu matematika diskrit yaitu bidang teori graf yang
memuat tentang penentuan dimensi partisi hasil operasi korona antara graf lengkap
berorde n (K,,) dengan graf roda berorde m (I,,). Selain itu diharapkan penelitian
ini dapat menjadi teori pendukung bagi penelitian mendatang yang relevan dengan
topik ini

1.6 Graf dan Istilah-Istilah Pada Graf

Dimensi partisi merupakan suatu sub bagian dari bidang matematika terapan
khusunya kombinatorika graf yang mulai digeluti oleh para ahli sejak dicetus pertama
kali oleh G. Chartrand, E Salehi serta P. Zhang pada 2002. Penggunaan aplikasi
dimensi partisi graf ini digunakan pada banyak bidang. Mulai dari penggunaanya
pada dunia sains, hingga manfaat langsung pada kehidupan sehari-hari sebagai
fungsi terapannya. Pada bab ini akan dibahas beberapa teori pendukung dalam
pembahasan dimensi partisi diantaranya istilah penting dalam graf, jenis-jenis graf,
operasi dalam graf, hingga beberapa definisi dan teorema yang terkait dengan
penentuan dimensi partisi dalam sebuah graf.

Definisi 1.6.1 Graf G adalah pasangan himpunan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah
himpunan diskrit yang elemen-elemennya disebut titik (vertex) dan E(G) adalah
himpunan dari pasangan elemen-elemen V(G) disebut sisi (edge). (Hasmawati,
2020)

Definisi 2.1.1 menegaskan bahwa dalam sebuah graf, kumpulan titik harus memiliki
paling sedikit satu elemen (tidak boleh kosong), tetapi kumpulan sisi diperbolehkan
kosong. Dengan kata lain, sebuah graf dapat memiliki paling sedikit satu titik. Graf
yang hanya mempunyai satu titik tanpa sebuah sisi pun dinamakan graf trivial.

Titik pada graf dapat dinomori dengan huruf seperti a,b,c, ...,v,w, ... dengan
bilangan asli 1,2,3.. atau gabungan keduanya. Sedangkan sisi yang
menghubungkan titik u dan v dinyatakan dengan pasangan (u,v) atau dinyatakan
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dengan lambang e_1,e_2,e_3,... Dengan kata lain, jika e adalah sisi yang
menghubungkan u dan v maka e dapat dinyatakan sebagai e = (u, v) atau uv yang
menyatakan sisi yang menghubungkan u dan v. (Munir,2003).

Contoh 1.6.1 Misalkan himpunan V(G) = {u,u,, us,us,us} dan E(G) =
{Uug Uy, UpUs, UsUy, U Uy, Uy Us, Ul U, . Maka pasangan himpunan G = {V(G),E(G)}
adalah graf sebab V(G) merupakan himpunan diskrit berhingga dan anggota E(G)
adalah elemen dari V(G). Bentuk dari graf G adalah seperti pada Gambar 1.6.1

Uy U;

Us

Uy

Gambar 1.6.1 Contoh Graf G

Definisi 1.6.1 adalah definisi graf yang secara umum. Ada pula definisi lain yaitu
graf sederhana, yaitu menambahkan syarat khusus pada Definisi 1.6.1. definisi
tersebut diberikan sebagai berikut.

Definisi 1.6.2 Graf sederhana G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah
himpunan tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan
E adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dan berbeda dari titik-
titik berbeda di G yang disebut sisi.

Contoh 1.6.2 Misalkan himpunan V(G) = {u;,u, us,us,us} dan E(G) =
{uu,, uyus, usuy, usug, uus}. Maka pasangan himpunan G = {V(G),E(G)} adalah
graf sebab V(G) merupakan himpunan diskrit berhingga dan anggota E(G) adalah
elemen dari V(G). Bentuk dari graf G adalah seperti pada Gambar 1.6.2.

Uy Uz

Us

Uy

Gambar 1.6.2 Graf Sederhana G

Pada Gambar 1.6.2 terlihat V(G) memenuhi definisi dari graf sederhana, yaitu V(G)
tidak kosong dan berhingga serta untuk setiap pasangan terurut u;u; pada E(G) tidak



memuat u; = u; dimana i,j € {1,2,3,,4,5 }. Maka dari itu G merupakan salah satu
contoh graf sederhana.

Definisi 2.1.3 Orde dari graf G yang disimbolkan dengan p adalah banyaknya
elemen pada himpunan V(G). Sedangan ada pula isitilah ukuran yang dinyatakan
sebagai g yaitu banyaknya elemen pada E(G).

Contoh 1.6.3 graf pada contoh 1.6.2 merupakan graf beorde lima dan memiliki
ukuran tujuh.

Definisi 1.6.4 Misalkan G adalah suatu graf lalu v;, v; € V(G) serta x € E(G). Jika
x = v;v;, maka dapat dikatakan sebagai berikut:

a) Titik v; bertetangga dengan titik v;.

b) Sisi x terkait dengan titik v; dan titik v;

Keterangan tambahan terkait Definisi 1.6.4 adalah jika sisi x;,x,, dan x5 terkait
langsung dengan suatu titik v pada graf G, maka sisi x4, x,, dan x; dikatakan saling
bertetangga.

Contoh 1.6.4 Misalkan graf G dengan himpunan V(G) = {u;, u,, us, uy, ug} dan
E(G) = {u uy, uyus, usy, U Uy, U,us k. Bentuk dapat dilihat pada Gambar 2.1.3

Uq Uy

Us

Uy

Gambar 1.6.3 Graf G, Orde Lima

Pada Gambar 1.6.3, dapat dilihat titik u; bertetangga dengan titik u,, u;, dan
u,. Sedangkan sisi u,u, terkait dengan titik 1 dan 2.

Definisi 1.6.5 Derajat suatu titik v dalam graf G dilambangkan dengan deg (v)
adalah banyaknya sisi e € E(G) yang terkait dengan titik v. Derajat minimum dari
graf G dinotasikan 6(G) yaitu §(G) = min{deg(v) |v € E(G)} sedangkan derajat
maksimum dari graf G dinyatakan sebagai A(G) yaitu A(G) = max{deg(v) |v € E(G)}.

Contoh 2.1.5 graf G, pada Gambar 1.6.4 dibawah berikut memiliki deg(u;) = 2 dan
deg(u,) = 3. Sedangkan untuk derajat optimalnya adalah §(G) = 2 dan A(G) = 3.
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Us Uy Us

Gambar 1.6.4 Graf G,

Definisi 1.6.6 Lintasan pada graf G adalah barisan titk dan sisi
Vy,€1,Vy, €3, Vs, ..., €q_q, Xy dENQAN €, = v; V44,1 € {1,2,3,..,n—1}. Panjang suatu
lintasan adalah banyaknya sisi pada lintasan tersebut.

Apabila suatu titik u dan v selalu terdapat lintasan yang memuat titik u dan
v maka graf G dikatakan graf terhubung. Sebaliknya apabila dapat dipilih dua titik
berbeda udan v dan setiap lintasan di G tidak memuat u dan v, maka graf G
dikatakan graf tak terhubung.

Contoh 1.6.6 Perhatikan graf G pada Gambar 1.6.4. jika kita memilih sebarang dua
titik u, v pada graf tersebut, maka akan selalu ditemukan lintasan yang memuat
kedua titik tersebut. Oleh karena itu, graf G adalah graf terhubung.

Definisi 1.6.7 Misal u dan v dua buah titik pada graf sederhana G. Jarak dari titik u
ke titik v dalam graf dinotasikan sebagai d(u, v) adalah Panjang lintasan terpendek
dari titik u ke titik v. Jika graf G tidak memiliki lintasan dari titik u ke titik v, maka
didefinisikan d(u, v) = o

Keterangan tambahan untuk Definisi 1.6.7 adalah untuk setiap u € V(G)
dapat disimpulkan untuk jarak dari u ke u atau dapat di tulis d(u, u) = 0 karena untuk
mencapai titik u dari titik u kita tidak memerlukan sebuah sisi sebab kita sudah
berada di titik tujuan itu sendiri.

Contoh 1.6.7 Diberikan graf G sebagai berikut
Uy U; Uy

Uz
Gambar 1.6.5 Graf G; dengan Lintasan Terpanjang Tiga

Graf G; pada Gambar 1.6.5 memiliki lintasan terpanjang tiga yang diperoleh
melalui titik 1 dan 4. Lintasan pertama adalah 1,13,3,32,2,24 yang memiliki panjang
tiga. Lintasan kedua adalah 1,12,2,24 yang memiliki panjang dua. Karena jarak dari
titik 1 ke titik 4 merupakan panjang lintasan terpendek dari titik 1 ke titik 4, maka



jarak titik 1 ke titik 4 adalah d(1,4) = 2. Dalam hal ini, pada graf tersebut memiliki
lintasan terpanjang tiga yang diperoleh melalui titik 1 dan 4, akan tetapi jarak dari
titik 1 ke titik 4 adalah dua.

Definisi 1.6.8 Jika titik u € V(G) dan subhimpunan S c V (G), maka jarak dari u ke
S dinotasikan dengan d(u, S) dan didefinisikan sebagai d(u, S) = min {d(u, x)|x € S}.
Sehingga untuk setiap u € S,d(u,S) = 0.

Contoh 1.6.8 Misalkan himpunan V(Gs) = {uy,uy, us, Uy, Us, Ug} dan E(Gs) =
{uguy, Uy Us, U Uy, Uy Uy, UsUg, UsUy, UgUs ) Serta diberikan S = {uy, u,, uz}. Bentuk graf
dapat dilihat pada Gambar 2.1.6

Us Uy Uy Ug
[ ®

Uz Uq
Gambar 1.6.6 Graf G, Berorde Enam

Pada Gambar 2.1.6 diperoleh  d(us,S) = min {d(ug, x)|x € S} =
min{d (ug, uy), d(ug, uy), d(ug, u3)} = min{2,1,3} = 1.

1.7 Operasi korona Dalam Graf

Terdapat beberapa operasi yang dikenal dalam teori graf, diantaranya
adalah operasi gabung, operasi tambah, operasi kali, operasi amalgamasi, operasi
subdivisi, dan operasi korona. Akan tetapi, dalam penulisan ini, operasi yang
digunakan hanyalah operasi korona. Pembahasan operasi graf ini merujuk pada
buku “Pengantar dan Jenis-Jenis Graf’ yang disusun oleh Hasmawati pada tahun
2020.

Definisi 1.7.1 Misalkan G adalah graf terhubung berorde n dan H graf terhubung
berorde m. Graf korona G dan H dinotasikan G ® H adalah graf yang diperoleh
melalui penggandaan graf H sebanyak n kali namakan H*, H?, ..., H" dan mengaitkan
titik v; di G dengan setiap titik di graf H,,i = 1,2, ...,n

Contoh 1.7.1 Diberikan graf ¢ adalah graf dengan V(G) = {u,,u,} dan E(G) =
{u,u,} dan graf H adalah graf dengan V(H) ={v,,v,,v3} dan E(H) =
{viv,, v1v3,v,v5}. Bentuk graf G dan H dapat dilihat pada Gambar 1.7.1 berikut.

U1

U Uz

@) (b)



Gambar 1.7.1 (a) Graf G dan (b) Graf H

Karena graf G mempunyai dua titik, maka graf H digandakan sebanyak dua
kali dan setiap titik di graf G dikaitkan dengan suatu titik di graf H. Hasil korona dari
graf G dan H dapat dilihat pada gambar berikut.

AN

Gambar 1.7.2 Graf Korona G ® H

Operasi korona memiliki sifat tidak komutatif apabila graf G tidak isomorfik
dengan graf H. Hal ini dikarenakan untuk G ® H artinya graf H sebagai graf kedua
harus digandakan sebanyak jumlah titik graf G, kemudian untuk titik ke- i dari graf G
dihubungkan ke setiap titik di H® berdasarkan Definisi 1.7.1. Sifat lain yang dimiliki
graf hasil operasi korona adalah misalkan diberikan graf ¢ dan H, maka graf hasil
operasi korona G ® H, memenuhi :

V(G ®H) =V(G) U U V(HY
eV (6)
E(GOH) = E(G)U U E(HY) U {iwg|i € V(6),u; € V(H)}
_ eV (6)
dengan H' adalah penggandaan ke-i dari graf H.

1.8 Jenis-jenis Graf

Pada teori graf dikenal berbagai jenis graf khusus. Jenis-jenis graf tersebut
diantaranya adalah graf lengkap, graf lintasan, graf siklus, graf roda, graf kipas, graf
helm, graf web, graf gergaji, graf gir, dan sebagainya. Pada penulisan ini graf yang
akan dibahas hanyalah graf lengkap, dan graf roda.

Definisi 1.8.1 Graf lengkap adalah graf sederhana yang setiap dua titiknya
bertetangga atau dengan kata lain untuk setiap u, v € V(G) berlaku uv € E(G). Graf
lengkap dengan n titik dinotasikan dengan K.

Contoh 1.8.1 Berikut adalah contoh dari graf lengkap



K;: K,:
]

*—e
KS: K4Z KS: ;

Gambar 1.8.1 Graf Lengkap

Definisi 1.8.2 Graf roda (Wheel) adalah graf yang dikonstruksi dari graf siklus C,
dengan menambahkan satu titik pusat x dan x bertetangga dengan semua titik pada
graf siklus (K; + C,,).

Contoh 1.8.2
Ws: vz W4:u4 Ws:

Gambar 1.8.2 Graf Roda
1.9 Korona Graf Lengkap dan Graf Roda

Pada subbab ini akan dibahas hasil operasi graf korona graf lengkap dan
graf roda.

Definsi 1.9.1 Titik dan sisi graf lengkap berturut-turut dinotasikan sebagai V(K,,) =
{w;|1 <i<n}dan E(K,) = {wu; |1 <i<n}

Definisi 1.9.2 Titik dan sisi graf roda berturut-turut dinotasikan sebagai V(W) =
v;10 < i <n}dan EW,) = {viVis1 tmoam|1 < i < n}U vl <i <n}.

Definisi 1.9.3 Misal graf ¢ = K,,®W,, adalah hasil korona graf lengkap dan graf roda.
Titik dan sisi graf roda yang digandakan setelah operasi korona sebanyak i (W,})
berturut-turut  dinotasikan sebagai V(W}) = {vijl0<j<m} dan EW,) =
{vijVij+1moam|1 < J < n}U{vov ;|1 <j < n}. himpunan titik dan sisi dari G dapat
dinyatakan sebagai berikut.

Vo) =vayu | vowd
iev(c)
E(G) = E(K,) U U EWL) U (v |1 <i<n,0<j<m}
iev(G)
dengan W} adalah penggandaan ke-i dari graf W,,.
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Untuk kebutuhan pembuktian dimensi partisi dari graf K,,©W,, didefinisikan
suatu himpunan titik blok V(W3") dimana V(W) = V(W) U {u;} untuk 1 < i <n.
Definisi ini akan digunakan untuk mengefesienkan penulisan dalam penjabaran
pembuktian.

1.10 Dimensi Partisi

Pada subbab ini akan dibahas definisi, sifat dan teorema yang terkait
dengan konsep dimensi partisi graf.

Definisi 1.10.1 Misalkan [] = {S;, S,, ..., Si,} merupakan partisi terurut dari V(G) dan
v € V(G). Representasi dari v € V(G) terhadap Il dinotasikan r(v|[]) merupakan
pasangan-k terurut (d(v, S,),d(®,S,), ..., d(v,S})). (Darmaji, 2011).

Contoh 1.10.1 Diberikan graf dengan himpunan titik dan sisi sebagai berikut V' (G) =
{u1, Uz, us, uy} dan E(G) = {uguy, upus, Usity, UsUy}

Uz 1y

Uy Uz

Gambar 1.10.1 Graf G

Misalkan ] =1{S,,5,,S3} dengan S, = {u;,u,},S; = {us}, S3 = {uy}.
Representasi untuk setiap v € V(G) terhadap [] ialah sebagai berikut.
o r(w|ID ={d(uy,$1), d(uy, Sz), d(uy, S3)} = {0,1,2}
o 1| ID = {d(uy, 51), d(uy, S3), d(us, S3)} = {0,1,1}
o 1(uslID) = {d(us, 1), d(us, S2), d(us, S3)} = {1,0,2}
o (s ID = {d(uy, S1), d(uy, S3), d(uyg, S3)} = {1,2,0}

Definisi 1.10.2 Partisi terurut [] merupakan partisi pembeda dari V(G) jika untuk
seteiap u, v € V(G) memiliki representasi terhadap [] yang berbeda, yakni berlaku

r(lID # r@|ID.

Contoh 1.10.2 Berdasarkan Contoh 1.10.1 diperoleh untuk setiap i # j € V(G)
berlaku r(u;| [D) # r(w;| [1), sehingga [] disebut partisi pembeda dari V(G).

Definisi 1.10.3 Partisi pembeda [] dengan kardinalitas minimum disebut partisi
pembeda minimum. Adapun Dimensi partisi pd(G) dari graf G adalah kardinalitas
dari partisi pembeda minimum dari G.

Contoh 1.10.3 Berdasarkan Gambar 1.10.1 []=1{S;,5,,S;} dengan S, =
{uy,u}, S, = {us}, S3 = {uy} merupakan partisi pembeda dari V(G). Selanjutnya,
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akan ditunjukkan bahwa partisi pembeda dari V(G) memiliki kardinalitas sedikitnya
3. Berdasarkan teorema yang mengatakan suatu graf memiliki dimensi partisi 2 jika
dan hanya jika graf tersebut adalah graf B,. Karena graf pada Gambar 2.5.1
bukanlah graf B, , maka, dimensi partisinya pasti bukan 2. maka dapat kita katakana
pd(G) > 2. Karena pd(G) < 3, dan informasi lain mengatakan bahwa pd(G) > 2.
maka dapat disimpulkan bahwa pd(G) = 3. m

Untuk kepentingan pembuktian dimensi partisi pada graf yang diteliti, maka
disajikan beberapa definisi dan teorema yang akan membantu dalam pembahasan
masalah pada penelitian ini.

Definisi 1.10.4 Diberikan G adalah graf terhubung dan u,v € V(G). Titk u dan v
disebut titik-titik yang setara dalam graf G apabila memenuhi salah satu sifat berikut:
1. d(u,w) =d(v,w) untuk setiap w € V(G)/{u, v}
2. Terdapat titik ¢ sehingga d(u,c) +d(c,s) =d(w,c)+d(c,s), Vs EV(G)/
{u, v}.

Pada Definisi 1.10.4, jika titik u dan v memenuhi syarat 1, maka titik u dan
v tersebut disebut titik setara kuat dan jika tidak, u dan v disebut setara lemah.

Contoh 1.10.4 Diberikan graf W; dengan V(Ws)={ vy, vy, V5, V3, Vs, U5} dan E(Ws) =
{Vov1, Vo V2, Vo V3, VoUs, Vo Vs, V1 V2, Vo V3, V3V, Vg Vs, V4 Vs

Gambar 1.10.2 Graf Wy

Berdasarkan Definisi 2.5.4, untuk setiap i,j = 1,2,3,4,5 dengan i # j, titik v,
dan titik v; adalah titik setara karena terdapat titik v, sedemikian sehingga :

d(vy,vy) + d(vy,s) = d(vj,vo) + d(vy,s) = 2,Vs € V(Ws) /{v;, v;}

Teorema 1.10.1 Diberikan G graf terhubung dengan himpunan partisi [] dari V(G)
dan titik u dan v merupakan titik-titik yang setara dalam G. Jika [] merupakan partisi
pembeda graf G, maka u dan v atau tetangga u dan tetangga v berada pada kelas
partisi yang berbeda di []. (Hasmawati,2021)

Definisi 1.10.5 Diberikan G adalah graf terhubung dan u,v € V(G). Titk u dan v
disebut titik-titik yang setingkat dalam graf G apabila memenuhi sifat — sifat berikut:
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1. deg(u) = deg (v)
2. Jkad(u,x) = k, makaterdapaty € V(G) sehingga d(u,x) = d(v,y) = k dan
l{x e V(G)ld(u,x) = k}| = {y e V(G)|d(v,y) =k}

Contoh 1.10.5 Diberikan graf G dengan V(G)={vy,v,, V3, Vs, Vs, U} dan E(G) =
{V1V2, V2 V3, V1 Uy, Uy V4, V3V, V4 V5, Vs Vs )

21 L U3
W‘:
V4 Vs Vg

Gambar 1.10.3 Graf G

Berdasarkan Definisi 1.10.5, titik v; dan titik v; adalah titik setara karena
memenuhi kedua sifat titik setingkat. Dari sifat pertama deg(v,) = deg(v;) = 2 dan
sifat kedua banyaknya titik yang berjarak k dimana k € {1,2,3) terhadap masing
masing v, dan v; adalah sama.

Lemma 1.10.1 Diberikan graf G terhubung dengan himpunan partisi I1 dari V(G).
Misalkan pula titik u dan v titik-titik yang setingkat dalam G terdapat x,y € V(G)
sedemikian sehingga d(u, x) = d(v,y) = k. Jika Il merupakan partisi pembeda graf
G dan k = min{d(u,a)|a € S,S € IT}, maka u dan v atau x dan y berada pada kelas
partisi yang berbeda di II.

Lemma 1.10.2 Diberikan G graf terhubung dengan himpunan partisi IT dari V(G).
Jika 1 merupakan partisi pembeda graf ¢ dan titik u dan titik v merupakan titik-titik
yang setara kuat dalam G, maka u dan v berada pada kelas partisi yang berbeda
pada II.

Contoh 1.10.6 Misalkan graf Ks O W5 dengan himpunan titik dan sisi berturut turut
yaitu V(Ks ©Ws5) = V(Ks) Useyks) v(w3) dan E(Ks ©W;) = E(K;) U
Uieviko EWE) U fuv ;11 < i< 5,0 < j < 3},
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Gambar 1.10.4 Graf K5 O W5

Berdasarkan penelitian yang dilakukan Darmaji pada tahun 2011, dimensi
partisi dari graf pd(Ks O K,) adalah 4+ 1 =5. Perhatikan bahwa untuk secara
umum W, merupakan graf yang kembar dengan K,, Akibatnya pd(K; © W;) =
pd(Ks © K,) = 5. Oleh karena itu, dapat dipastikan bahwa kardinalitas dari patrtisi
pembeda minimum dari K; © Wsadalah 5 dan dapat dipilih [] = {S;,S5,, 53,54, S5}
dengan anggota dari S berikut.

S = {u2: V2,00 V3,1, Va1, 175,1}
Sy = {u3, V3,0, V4,3, Us 2, Ul,l}
S3 = {u4, V4,00 V1,2, V2,2, 173,2}
Sy = {us, Us,00 V1,3, V2,3, U3,3}
S5 = {u1: V1,00 V2,1, Va2, ”5,3}

sebagai partisi pembeda dari V(Ks © Ws).

Akan diperlihatkan [] sebagai partisi pembeda dari V(Ks; O W;) sebagai
berikut.
r(ui|ID = {d(uy, $1), d(uy, S3), d(uy, S3), d(uy, S4), d(uy, S5)} = {1,1,1,1,0}

(U |[D = {d(up, S1), d(uy, S3), d(uy, S3), d(uy, Sy), d(uy, Ss)} = {0,1,1,1,1}
r(usl[D = {d(us, $1), d(us, S;), d(us, S3), d(us, S4), d(us, Ss)} = {1,0,1,1,1}
T(ual[D = {d(us, S1), d(us, S2), d (s, S3), d(uy, S4), d(uy, Ss)} = {1,1,0,1,1}
r(us|[D = {d(us, $1), d(us, S3), d(us, S3), d(us, S4), d(us, S5)} = {1,1,1,0,1}
T(v10|T1) = {d(v10, S1), d(v10,S2), d(v1,0,S3), d(v10,Sa), d(v1,0,Ss5)} = {2,1,1,1,0}
7(v20|1) = {d(v20,51), d(v2,0,S2), d(v2,0,S3), d(v2,0,S4), d(v2,0,Ss5)} = {0,2,1,1,1}
r(v3,0|TT) = {d(vs0,51), d(v30,S2), d(V30,S3), d(v30,S4), d(v30,Ss)} = {1,0,1,1,2}
7(Va0|[1) = {d(v4,0,51), d(Va0, S2), d(V4,0,S3), A(Va0,Sa), d(va0, Ss)} = {1,1,0,2,1}
r(vs0|1) = {d(vs0,51), d(v50,S2), d(Vs,0,S3), d(vs,0,Sa), d(vs,0,S5)} = {1,1,2,0,1}
r(v1a|IT) = {d(v11,81), d(v1,1,S2), d(v1,1,S3), d(v11,54), d (11, S5)} = {2,0,1,1,13



r(v12|T1) = {d(v12,51), d(v12,52), d(v12,S3), d(v12,S4), d(v1 2, S5)} = {2,1,0,1,1}
r(v13|[1) = {d(v13 51), d(v13,S,), d(v13,S3), d(v13,S4), d(v1,3,S5)} = {2,1,1,0,1}
T(v21|1) = {d(v21,51),d(v21,52), d(v21,S3), d(v21,S4), d(v21,Ss5)} = {1,2,1,1,0}
r(v22|T1) = {d(v22,51), d(v2,2,S2), d(v2,2,S3), d(v2,2, S4), d (22, S5)} = {1,2,0,1,1}
r(v23|1) = {d(v23,51), d(v23,52), d(v2,3,S3), d(v23,S4), d(v23,Ss5)} = {1,2,1,0,1}
r(v31|1) = {d(v31,51),d(v51,S52),d(v31,S3), d(vs1,S4), d(vs1,Ss5)} = {0,1,1,1,2}
7(v32|1) = {d(v32,51),d(v52,5,),d(v32,S3), d(v32,S4), d(vs2,S5)} = {1,1,0,1,2}
r(va3|TT) = {d(v33.51),d(v33,52), d(v33,S3), d(v3,3,54), d (33, S5)} = {1,1,1,0,2}
(V41 |T1) = {d(v41,51), d(v41,S2), d(Va1,S3), d(v41,S4), d(v41, Ss)} = {0,1,1,2,1}
T(v42|T1) = {d(va2 51), d(Va2 S2), d(Va2, S3), d(V42,S4), d(v4 2, Ss)} = {1,1,1,2,0}
T(v43|T1) = {d(v43.51), d(va3 S2), d(Vas3, S3), d(v43,S4), d(va3 Ss)} = {1,0,1,2,1}
r(vs|[1) = {d(vs1,51), d(vs.1,52), d(vs,1,S3), d (s, S4), d(vs,1, S5)} = {0,1,2,1,13
r(vs2|[1) = {d(vs 2, 51), d(vs2,52), d(Vs 2, S3), d(s 2, S4), d(vs 2, S5 )} = {1,0,2,1,13
7”(175.3“—1) = {d(v5,3,51),d(v5,3,52),d(v5‘3,53),d(v5,3,54),d(vsj3,55)} ={1,1,2,1,0}
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Dalam beberapa dekade terakhir, penelitian mengenai dimensi partisi graf
telah menarik perhatian banyak ahli di bidang teori graf dan kombinatorika. Dimensi
partisi suatu graf merupakan konsep yang penting dalam memahami struktur dan
sifat-sifat dari graf tersebut. Banyak studi telah dilakukan untuk menentukan dimensi
partisi berbagai jenis graf, mulai dari graf sederhana hingga graf yang lebih
kompleks. Berikut ini adalah rangkuman hasil penelitian terdahulu yang telah
berhasil menentukan dimensi partisi untuk berbagai jenis graf. Tabel di bawah ini
menyajikan daftar hasil penelitian terdahulu, yang mencakup nama peneliti, tahun

publikasi, jenis graf yang diteliti, serta dimensi partisi yang ditemukan.

Tabel 1.10.1 Hasil Penelitian Dimensi Parsial Pada Graf Sederhana

Graf Dimensi Partisi Peneliti

n+1
n+1, 2Sm$< n )

+2 .
G = KnOK, pd(G)={ n+2, n+2<m< (n N ) +1 (Darmaiji,2011)

n+k—1 n+k
n+k, ( )Sms( )
n n

3n=1
pd(6) = {P n>1
Dimana p merupakan bilangan bulat posistif yang
memenuhi

(Z)Zm

G = C,0K,

(Yogi dkk,2012)
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pd(G)
-1 2<k<m-2m=4 -
G=S m=24 ’
km _m, me1<k<m?—1 (Asmiati, 2012)
m+a(m+a—-172—-1<k<(m+a)-1
G =K,OK,_,, o L
n>3 pd(G) =2n-1 (Listiana,2017)
G =P OK 4(6) _{ n MS I%J (Purwaningsih,2
2
G
= Amal(C,)m,
Untuk suatu _ (Hasmawati
k>3, pd(Amal(Ca)m) = k dkk,2021)
n>=3danme
Iy
G =Gy (Haspika dkk,
’ d(G) =3
Untuk 7 = 2k pd(6) 2023)
Gy =2 Upn(1)
G ~ Umn 1 pd(Gl) < [m]y
2 = m,n( ) 2 H
m+ 2 (Yuli dkk,2024)
Untuk m > pd(G,) < [ ]
5n=2
Penelitian Dimensi Parsial Pada Graf Hasil Korona Graf Lengkap dan Graf Roda
G = K,0W,,q, _(4n=3 (Rozzaq
n>3 pd@ ={, . dkk,2022)

Dalam penelitian skripsi ini di kaji dimensi partisi untuk graf hasil operasi
korona antara graf lengkap berorde n (K,,) dengan graf roda berorde m (W,,) yang
ditulis K,,©W,,,. Pembahasannya disajikan secara lengkap pada Bab lII.



