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BAB III

PENYELESAIAN PERSAMAAN PANAS SATU DIMENSI DAN

PERSAMAAN LAPLACE DENGAN MENGGUNAKAN

TRANSFORMASI FOURIER FRAKSIONAL

3.1. Abstrak

Bagian ini membahas tentang transformasi Fourier fraksional dan pene-

rapannya dalam penyelesaian persamaan panas satu dimensi dan persama-

an Laplace, dimana penyelesaian ini merupakan bentuk umum penyelesaian

persamaan panas dan persamaan Laplace menggunakan transformasi Fou-

rier klasik. Dalam bagian ini, penyelesaian persamaan panas satu dimensi

juga dirumuskan menggunakan sampling formula yang terkait dengan trans-

formasi Fourier fraksional. Transformasi Fourier fraksional diperkenalkan, te-

orema terkait dan sifat-sifat penting disajikan. Beberapa hasil terkait rumus

sampling formula juga diperoleh. Beberapa contoh disajikan untuk menggam-

barkan efektivitas dan kekuatan metode yang diusulkan dibandingkan dengan

metode transformasi Fourier klasik.

Kata Kunci: transformasi Fourier; transformasi Fourier fraksional; persamaan

panas; persamaan Laplace; sampling formula.

3.2. Pendahuluan

Sebagaimana diketahui, transformasi Fourier fraksional merupakan gene-

ralisasi dari transformasi Fourier klasik. Transformasi Fourier fraksional meru-

pakan cabang matematika yang berkembang pesat, dan telah menjadi meto-

de yang ampuh untuk berbagai aplikasi yang muncul di banyak bidang sains
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dan teknik. Oleh karena itu, transformasi ini menjadi sangat menarik. Dalam

beberapa tahun terakhir, beberapa peneliti telah mencoba memperluas bebe-

rapa penerapan transformasi Fourier ke transformasi Fourier fraksional, seper-

ti pada pemrosesan sinyal optik (Bernardo, 1994; Liu et al., 1997; Ozaktas &

Aytür, 1995; Mendlovich & Ozaktas, 1993; Ozaktas et al., 2001), ataupun pene-

rapan transformasi Fourier fraksional dalam mekanika kuantum (Namias, 1980;

Qiu et al., 2019). Namun sampai saat ini, dalam beberapa literatur, masih sa-

ngat sedikit penelitian mengenai penerapan dari transformasi Fourier fraksional

dalam permasalahan persamaan diferensial parsial. Sebagai contoh, transfor-

masi Fourier fraksional digunakan untuk menemukan solusi persamaan ge-

lombang (Prasad et al., 2014). Solusi tersebut dapat dianggap sebagai per-

luasan dari solusi persamaan gelombang menggunakan transformasi Fourier

klasik. Generalisasi solusi persamaan panas dan gelombang telah diselesaik-

an dengan menggunakan transformasi kanonik linier (Bahri & Ashino, 2020),

dan transformasi Fourier fase quadratik (Shah et al., 2022). Namun sejauh

ini, belum ada yang menggunakan transformasi Fourier fraksional ini untuk so-

lusi persamaan panas dan persamaan Laplace. Oleh karena itu, penelitian

ini berfokus pada penyelesaian persamaan panas dan Laplace menggunak-

an metode transformasi Fourier fraksional. Untuk mencapai hal ini, pertama-

tama diberikan definisi transformasi Fourier fraksional, serta teorema terkait,

dan membangun hubungan dasar antara teorema konvolusi untuk transforma-

si Fourier fraksional dan teorema konvolusi untuk transformasi Fourier klasik.

Kemudian, dikembangkan hasil dan hubungannya untuk mendapatkan solusi

persamaan panas dan persamaan Laplace. Beberapa contoh juga ditunjukk-

an untuk memverifikasi validitas dan penerapan pendekatan yang diusulkan,

dengan membandingkan hasil pada transformasi Fourier klasik.

Adapun alur bab ini disusun sebagai berikut. Pada Bagian 3.3 disajikan

beberapa materi pendahuluan yang akan berguna dalam penelitian ini. De-
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finisi transformasi Fourier fraksional dan sifat-sifat terkait diberikan di Bagian

3.4. Bagian 3.5 dikhususkan untuk menemukan solusi persamaan panas dan

persamaan Laplace menggunakan transformasi Fourier fraksional. Bagian 3.6

membahas penyelesaian persamaan panas dengan menggunakan sampling

formula. Bagian 3.7 berisi kesimpulan hasil penelitian.

3.3. Transformasi Fourier

Sebelum membahas tentang tranformasi Fourier fraksional pada bagian

3.4, pada bagian ini terlebih dahulu akan dibahas mengenai definisi ruang Le-

besgue dan transformasi Fourier. Pada bagian ini juga akan diberikan bebera-

pa lemma terkait transformasi Fourier dan sifat-sifat dari transformasi Fourier

yang akan digunakan dalam bagian-bagian selanjutnya.

Definisi 3.3.1 (Bahri, 2017) Ruang L2(R) dari fungsi terukur pada R didefini-

sikan sebagai

L2(R) =
{
f :

∫
R
|f(x)|2dx <∞

}
, (3.1)

dengan norm

∥ f ∥L2(R)=

(∫
R
|f(x)|2dx

) 1
2

<∞. (3.2)

Selanjutnya, perlu diingat kembali definisi transformasi Fourier (TF) dan

lemma terkait.

Definisi 3.3.2 Transformasi Fourier dari fungsi f ∈ L2(R) didefinisikan sebagai

f̂(ω) = F {f} (ω) = 1√
2π

∫
R
e−iωxf(x)dx, ω ∈ R, (3.3)

dan untuk suatu f, f̂ ∈ L2(R), maka rumus inversnya ditulis sebagai

f(x) = F−1
{
f̂(ω)

}
(x) =

1√
2π

∫
R
eiωxf̂(ω)dω, x ∈ R. (3.4)

Lemma 3.3.1 Transformasi Fourier dari fungsi Gaussian diberikan sebagai

F
{
e−px2

}
(ω) =

1√
2p
e−

ω2

4p , (3.5)
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dengan p > 0 .

Lemma 3.3.2 Transformasi Fourier dari kernel Poisson diberikan sebagai

F

{√
2

π

y

x2 + y2

}
(ω) = e−y|ω|. (3.6)

Teorema 3.3.3 Diberikan f ∈ L2(R). Misalkan operator translasi, modulasi dan

dilatasi dari fungsi f dinyatakan sebagai berikut

Tκf (x) = f (x− κ) , Mκf (x) = eiκxf (x) , Dλf (x) = f (λx) , (3.7)

dimana κ ∈ R dan λ ∈ R− {0}, maka berlaku

1. F {Tκf (x)} (ω) =M−κf̂(ω),

2. F {Mκf (x)} (ω) = f̂(ω − κ),

3. F {Dλf (x)} (ω) = 1
|λ| f̂

(
x
λ

)
.

Definisi 3.3.3 Misalkan f, g ∈ L2(R), konvolusi dari fungsi f dan g yang dilam-

bangkan dengan f ∗ g didefinisikan sebagai

(f ∗ g) (x) = 1√
2π

∫
R
f (t)g (x− t) dt, (3.8)

dan

(f ∗ g)(x) = F−1
{
F {f} (ω)F {g} (ω)

}
(x). (3.9)

3.4. Transformasi Fourier Fraksional dan Sifat-sifatnya

Berikut ini, diberikan definisi transformasi Fourier fraksional (TFFr), ser-

ta teorema dan sifat-sifat terkait. Untuk lebih jelasnya dapat dilihat pada be-

berapa referensi terkait (Bernardo, 1994; Ozaktas & Aytür, 1995; McBride &

Kerr, 1987; Almeida, 1994; Zayed, 1996; Zayed, 1998, Shi et al., 2012; Bah-

ri & Karim, 2023; Bahri & Ashino, 2022; Pei, 2001; Chen et al., 2021; Sahin
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et al., 1998; Kutay et al., 1997; Benediks, 1985; Anh et al., 2017; Guanlei et

al., 2010).

Definisi 3.4.1 Transformasi Fourier fraksional satu dimensi dengan sudut θ dari

f ∈ L2(R) dilambangkan dengan Fθ {f} (ω) = f̂θ(ω) dan didefinisikan sebagai

Fθ{f}(ω) = f̂θ(ω) =

∫
R
Kθ(x, ω)f(x)dx (3.10)

dengan kernel Kθ(x, ω) diberikan oleh

Kθ(x, ω) =


Cθei(x

2+ω2) cot θ
2 −ixω csc θ, θ ̸= nπ

δ(x− ω), θ = 2nπ

δ(x+ ω), θ = (2n+ 1)π, n ∈ Z

(3.11)

dan

Cθ = (2πi sin θ)−1/2eiθ/2 =

√
1− i cot θ

2π
.

Rumus invers dari TFFr diberikan oleh

f(x) = F−1
{
f̂θ(ω)

}
(x) =

∫
R
Kθ(x, ω)f̂θ(ω)dω, (3.12)

dengan

Kθ(x, ω) = Cθe−i(x2+ω2) cot θ
2 +ixω csc θ = K−θ(x, ω),

Relasi antara TF dan TFFr adalah

F{r}(ω csc θ) = (2πi sin θ)
1
2 e−

iθ
2 e−iω2 cot θ

2 Fθ{f}(ω), (3.13)

dengan

r(x) = f(x)eix
2 cot θ

2 . (3.14)

Beberapa sifat-sifat yang berguna dari TFFr dirangkum dalam hasil beri-

kut.

Teorema 3.4.1 (Sifat translasi) Jika ϕ ∈ L2(R), maka untuk setiap konstanta

tak nol r ∈ R, berlaku

Fθ {ϕ (x− r)} (ω) = e
i
4 (r

2sin 2θ −4ωrsin θ )Fθ {ϕ(x)} (ω − rcos θ ) . (3.15)
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Teorema 3.4.2 (Sifat modulasi) Jika ϕ ∈ L2(R) dan m ∈ Z, maka

Fθ
{
ϕ (x) eimx

}
(ω) = e

i
4 (4ωmcos θ −m2 sin 2θ)Fθ {ϕ (x)} (ω −m sin θ). (3.16)

Teorema 3.4.3 (Sifat dilatasi) Jika ϕ ∈ L2 (R), maka untuk setiap konstanta tak

nol k ∈ R, berlaku

Fθ {ϕ (kx)} (ω) = Cθ

kCθ0
e

ik2ω2

2

(
1−
(

sec2θ
sec2θ0

))
cot θ0 Fθ0 {ϕ (x)}

(
ksec θ

sec θ0
ω

)
,

(3.17)

dengan

θ0 = cot−1

(
cot θ

k2

)
.

Teorema 3.4.4 (Sifat momen) Jika ϕ ∈ L2(R), maka berlaku

Fθ
{
xϕ
}
(ω) = ωsec θ

(
Fθ{ϕ}

)
(ω) +

i

cot θ
Fθ

{
dϕ (x)

dx

}
(ω) . (3.18)

Definisi 3.4.2 (Definisi Konvolusi) Misalkan ϕ, φ ∈ L2(R). Operator konvolusi

yang terkait dengan TFFr didefinisikan sebagai

(ϕ ∗ φ) (x) =
∫
R
ϕ(t)φ(x− t)

√
1− i cot θ

2π
eit(t−x) cot θdt. (3.19)

Sebagai konsekuensi langsung dari Definisi 3.4.2, diperoleh teorema be-

rikut.

Teorema 3.4.5 (Teorema konvolusi) Dengan menggunakan notasi di atas, di-

peroleh

Fθ{(ϕ ∗ φ)}(ω) = e
−iω2 cot θ

2 Fθ{ϕ}(ω)Fθ{φ}(ω). (3.20)

Definisi 3.4.3 Ruang Schwartz S(R) dari fungsi rapidly decaying didefinisikan

sebagai koleksi dari fungsi-fungsi bernilai kompleks yang memenuhi

S =

{
ϕ(x) ∈ C∞(R) : sup

x∈R
|xmDmϕ(x)| <∞,∀m,n ∈ N

}
, (3.21)

dimana D = d
dx .
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Definisi 3.4.4 Ruang Schwartz Sθ(R) dari fungsi rapidly decaying yang terkait

dengan TFFr didefinisikan sebagai koleksi dari fungsi-fungsi bernilai kompleks

yang memenuhi

Sθ =

{
ϕ(x) ∈ C∞(R) : sup

x∈R

∣∣∣xmDn

xϕ(x)
∣∣∣ <∞,∀m,n ∈ N

}
,

dengan Dx = d
dx − ix cot θ.

Teorema 3.4.6 Misalkan Kθ(x, ω) adalah kernel dari transformasi Fourier frak-

sional dan D
r

x = ( d
dx − ix cot θ)r, maka ∀r ∈ N0 diperoleh

1. D
r

xK
θ(x, ω) = (−iω csc θ)rKθ(x, ω),

2.
∫
R

(
D

r

xK
θ(x, ω)

)
f(x)dx =

∫
RK

θ(x, ω)(D
∗
x)

rf(x)dx,

3. Fθ
{
(D

∗
x)

rf(x)
}
(ω) = (−iω csc θ)rFθ {f(x)} (ω),

dengan

D
∗
x = −

(
d

dx
+ ix cot θ

)
. (3.22)

Bukti.

1. Dengan perhitungan langsung diperoleh

d

dx
(Kθ(x, ω)) =

d

dx

(
Cθei(x

2+ω2) cot θ
2 −ixω csc θ

)
= Cθ d

dx

(
ei(x

2+ω2) cot θ
2 −ixω csc θ

)
= Cθ

(
ei(x

2+ω2) cot θ
2 −ixω csc θ

)
i (x cot θ − ω csc θ)

= Kθ(x, ω)(ix cot θ − iω csc θ).

Ini berarti bahwa(
d

dx
− ix cot θ

)
Kθ(x, ω) = (−iω csc θ)Kθ(x, ω).

Lebih lanjut, diperoleh(
d

dx
− ix cot θ

)r

Kθ(x, ω) = (−iω csc θ)rKθ(θ, ω).
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2. Pertama, perhatikan bahwa∫
R

(
DxK

θ(x, ω)
)
f(x)dx

=

∫
R

((
d

dx
− ix cot θ

)
Kθ(x, ω)

)
f(x)dx

=

∫
R

((
d

dx
Kθ(x, ω)

)
f(x)

)
dx−

∫
R
ix cot θKθ(x, ω)f(x)dx

= −
∫
R
Kθ(x, ω)

(
d

dx
f(x)

)
dx−

∫
R
ix cot θKθ(x, ω)f(x)dx

= −
∫
R
Kθ(x, ω)

(
d

dx
+ ix cot θ

)
f(x)dx

=

∫
R
Kθ(x, ω)D

∗
xf(x)dx.

Lebih lanjut, didapatkan∫
R
D

r

xK
θ(x, ω)f(x)dx =

∫
R
Kθ(x, ω)(D

∗
x)

rf(x)dx. (3.23)

3. Dengan menggunakan hasil sebelumnya, maka diperoleh

Fθ
{
(D

∗
x)

rf(x)
}
(ω) =

∫
R
Kθ(x, ω)(D

∗
x)

rf(x)dx

=

∫
R
D

r

xK
θ(x, ω)f(x)dx

= (−iω csc θ)r
∫
R
Kθ(x, ω)f(x)dx

= (−iω csc θ)rFθ {f(x)} (ω).

■

3.5. Transformasi Fourier Fraksional untuk Persamaan Panas Satu Di-

mensi dan persamaan Laplace

Pada bagian ini digunakan transformasi Fourier fraksional (TFFr) untuk

menyelesaikan persamaan panas dan persamaan Laplace. Pertama, akan

dirumuskan persamaan panas satu dimensi dalam domain TFFr. Lebih lanjut,
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pada bagian ini juga disajikan beberapa contoh untuk mengilustrasikan TFFr

yang diusulkan.

3.5.1. Transformasi Fourier fraksional untuk persamaan panas satu di-

mensi

Sekarang mari kita perhatikan persamaan panas satu dimensi dalam do-

main transformasi Fourier fraksional (TFFr) sebagai berikut

∂u(x, t)

∂t
= c2(D

∗
x)

2u(x, t), −∞ < x <∞, t > 0. (3.24)

Dalam kasus ini, syarat awalnya yaitu u(x, 0) = f(x) ∈ L2(R), dan D
∗
x didefini-

sikan pada (3.22) dengan c adalah suatu konstanta tak nol.

Dengan mengalikan kernel dari TFFr di kedua sisi persamaan (3.24) ke-

mudian mengintegralkannya terhadap x, diperoleh∫
R
Kθ(x, ω)

∂u(x, t)

∂t
dx = c2

∫
R
Kθ(x, ω)(D

∗
x)

2u(x, t)dx.

Persamaan ini dapat dinyatakan sebagai

∂ûθ(ω, t)

∂t
= c2

∫
R
(D

∗
x)

2Kθ(t, ω)u(x, t)dx

= −c2ω2 csc2 θûθ(ω, t). (3.25)

Oleh karena itu,

ûθ(ω, t) = Ce(−c2ω2 csc2 θ)t, (3.26)

dengan C adalah suatu konstanta.

Selanjutnya, dengan menggunakan syarat awal u(x, 0) = f(x), didapatkan

bahwa

ûθ(ω, 0) =

∫
R
Kθ(x, ω)f(x)dx = C. (3.27)

Substitusi persamaan (3.27) ke persamaan (3.26) diperoleh

ûθ(ω, t) =

(∫
R
Kθ(x, ω)f(x)dx

)
e(−c2ω2 csc2 θ)t. (3.28)
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Dengan mengaplikasikan invers dari TFFr dalam (3.28), dapat dilihat bahwa

u(x, t) = F−θ
{
ûθ(ω, t)

}
(x, t). (3.29)

Berdasarkan persamaan (3.12), lebih lanjut diperoleh

u(x, t)

= F−θ

{(∫
R
Kθ(x, ω)f(x)dx

)
e(−c2ω2 csc2 θ)t

}
(x, t)

= Cθ

∫
R
e−i(x2+ω2) cot θ

2 +ixω csc θ

(∫
R
Kθ(x, ω)f(x)dx

)
e(−c2ω2 csc2 θ)tdω

= CθCθ∫
R
e−i(x2+ω2) cot θ

2 +ixω csc θ

(∫
R
ei(x

2+ω2) cot θ
2 −ixω csc θf(x)dx

)
e(−c2ω2 csc2 θ)tdω

=
1

2π sin θ∫
R
e−i(x2+ω2) cot θ

2 +ixω csc θ

(∫
R
ei(x

2+ω2) cot θ
2 −ixω csc θf(x)dx

)
e(−c2ω2 csc2 θ)tdω

=
e

−ix2 cot θ
2

2π sin θ

∫
R
eixω csc θ

(∫
R
e

ix2 cot θ
2 e−ixω csc θf(x)dx

)
e(−c2ω2 csc2 θ)tdω.

(3.30)

Misalkan

hθ(x) = e
ix2 cot θ

2 f(x), (3.31)

dan

ω csc θ = v. (3.32)
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Maka persamaan (3.30) di atas menjadi

u(x, t) =
e

−ix2 cot θ
2

2π sin θ
sin θ

∫
R
eixve−c2v2tdv

∫
R
e−ixvhθ(x)dx

=
e

−ix2 cot θ
2

2π

∫
R
eixve−c2v2tdv

∫
R
e−ixvhθ(x)dx

=
e

−ix2 cot θ
2

√
2π

∫
R
eixve−c2v2t

(
1√
2π

∫
R
e−ixvhθ(x)dx

)
dv

=
e

−ix2 cot θ
2

√
2π

∫
R
eixve−c2v2tF

{
hθ(x)

}
dv. (3.33)

Berdasarkan persamaan (3.5), didapatkan

F
{

1√
2c2t

e−
x2

4c2t

}
= e−c2v2t. (3.34)

Substitusi persamaan (3.34) ke persamaan (3.33) dihasilkan

u(x, t) =
e

−ix2 cot θ
2

√
2π

∫
R
F
{

1√
2c2t

e−
x2

4c2t

}
F
{
hθ(x)

}
eixvdv

=
e

−ix2 cot θ
2

√
2π

√
2c2t

∫
R
F
{
e−

x2

4c2t

}
F
{
hθ(x)

}
eixvdv (3.35)

Aplikasikan persamaan (3.9) pada persamaan (3.35), didapatkan

u(x, t) =
e

−ix2 cot θ
2

√
2c2t

F−1

{
F
{
e−

x2

4c2t

}
F
{
hθ(x)

}}
=
e

−ix2 cot θ
2

√
2c2t

(
e−

x2

4c2t ∗ hθ(x)
)

=
e

−ix2 cot θ
2

√
2c2t

(
e

−x2

4c2t ∗ e ix2 cot θ
2 f(x)

)
=
e

−ix2 cot θ
2

√
4πc2t

∫
R
e−

(x−y)2

4c2t e
iy2 cot θ

2 f(y)dy. (3.36)

Dalam kasus khusus, ketika θ = π
2 , maka persamaan (3.35) di atas men-

jadi

u(x, t) =
1√

4πc2t

∫
R
e−

(x−y)2

4c2t f(y)dy, (3.37)
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yang merupakan solusi persamaan panas dengan menggunakan transformasi

Fourier klasik.

Untuk mengilustrasikan hasil di atas, disajikan contoh berikut.

Contoh 3.5.1 Tentukan solusi u(x, t) dari persamaan (3.36) dengan c = 1 dan

f(x) =

 1, |x| < 1

0, x lainnya.
(3.38)

Solusi. Substitusi persamaan (3.38) ke persamaan (3.36), diperoleh

u(x, t) =
e

−ix2 cot θ
2

√
4πt

∫ 1

−1

e
−(x−y)2

4t e
iy2 cot θ

2 dy

=
e

−ix2 cot θ
2

√
4πt

∫ 1

−1

e
−y2

4t +iy2 cot θ
2 + 2xy

4t e
−x2

4t dy

=
e

−ix2 cot θ
2 − x2

4t

√
4πt

∫ 1

−1

e−y2( 1
4t−i cot θ

2 )+ 2xy
4t dy. (3.39)

Lebih lanjut, persamaan (3.39) dapat ditulis kembali menjadi

u(x, t) =
e

−ix2 cot θ
2 − x2

4t

√
4πt

∫ 1

−1

e
−( 1

4t−i cot θ
2 )

(
y2− 2xy

4t( 1
4t

− i cot θ
2 )

)
dy

=
e

−ix2 cot θ
2 − x2

4t

√
4πt

∫ 1

−1

e−( 1
4t−i cot θ

2 )(y2− 2xy
1−i2t cot θ )dy. (3.40)

Kemudian, persamaan di atas menjadi

u(x, t) =
e

−ix2 cot θ
2 − x2

4t

√
4πt

∫ 1

−1

e
−( 1

4t−i cot θ
2 )

(
( x

1−i2t cot θ−y)
2−( x

1−i2t cot θ )
2
)
dy

=
e

−ix2 cot θ
2 − x2

4t

√
4πt

∫ 1

−1

e−( 1
4t−i cot θ

2 )( x
1−i2t cot θ−y)

2

e(
1
4t−i cot θ

2 )( x
1−i2t cot θ )

2

dy

=
e

−ix2 cot θ
2 − x2

4t +(
1
4t−

i cot θ
2 )( x

1−i2t cot θ )
2

√
4πt

∫ 1

−1

e−( 1
4t−i cot θ

2 )( x
1−i2t cot θ−y)

2

dy

=
e

−ix2 cot θ
2 − x2

4t +(
1
4t−

i cot θ
2 )( x

1−i2t cot θ )
2

√
4πt

∫ 1

−1

e
−
(√

1
4t

− i cot θ
2

x

1−i2t cot θ −
√

1
4t−

i cot θ
2 y

)2

dy.

(3.41)
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Jika kita menyatakan bahwa

z =

√
1
4t −

i cot θ
2 x

1− i2t cot θ
−
√

1

4t
− i cot θ

2
y,

Oleh karena itu, didapatkan

u(x, t)

=
e

−ix2 cot θ
2 − x2

4t +(
1
4t−

i cot θ
2 )( x

1−i2t cot θ )
2

√
4πt

∫ √
1
4t

− i cot θ
2

x

1−i2t cot θ +
√

1
4t−

i cot θ
2√

1
4t

− i cot θ
2

x

1−i2t cot θ −
√

1
4t−

i cot θ
2

e−z2 dz√
1
4t −

i cot θ
2

=
e

−ix2 cot θ
2 − x2

4t +(
1
4t−

i cot θ
2 )( x

1−i2t cot θ )
2

√
4πt
√

1
4t −

i cot θ
2


√
π

2

erf


√

1
4t −

i cot θ
2 x

1− i2t cot θ
+

√
1

4t
− i cot θ

2


−erf


√

1
4t −

i cot θ
2 x

1− i2t cot θ
−
√

1

4t
− i cot θ

2

 . (3.42)

Oleh karenanya, diperoleh

u(x, t)

=
e

−ix2 cot θ
2 − x2

4t +(
1
4t−

i cot θ
2 )( x

1−i2t cot θ )
2

2
√
4t
√

1
4t −

i cot θ
2

erf


√

1
4t −

i cot θ
2 x

1− i2t cot θ
+

√
1

4t
− i cot θ

2


−erf


√

1
4t −

i cot θ
2 x

1− i2t cot θ
−
√

1

4t
− i cot θ

2

 . (3.43)

Disini,

erf(ω) =
2√
π

∫ ω

0

e−z2

dz, (3.44)

untuk setiap ω.

Simulasi dari persamaan (3.43) untuk sebarang θ dan c = 1 ditunjukkan pada

Tabel 3.1.
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Gambar 3.1 Grafik solusi (bagian real dan imaginer) dari Contoh 3.5.1
untuk π

4 dan t=1, 2, 5, 10.
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Gambar 3.2 Grafik solusi (bagian real dan imaginer) dari Contoh 1 untuk
t=1 dan θ = π

2 ,
π
3 ,

π
4 ,

π
6 .
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Tabel 3.1 Solusi yang diperoleh dari Contoh 3.5.1 untuk sebarang θ dan
c = 1

θ c u(x, t)

π
2 1 1

2

[
erf
(

x+1
2
√
t

)
− erf

(
x−1
2
√
t

)]
π
3 1 e

− tx2
√

3(
√

3−i2t)

2
√√

3−i2t√
3

[
erf
( √

3x√
12t−i8

√
3t2

+
√√

3−i2t
4
√
3t

)
− erf

( √
3x√

12t−i8
√
3t2

−
√√

3−i2t
4
√
3t

)]
π
4 1 e

− tx2

1−i2t

2
√
1−i2t

[
erf
(

x+(1−i2t)√
4t−i8t2

)
− erf

(
x−(1−i2t)√

4t−i8t2

)]
π
6 1 e

− 3tx2

1−i2
√

3t

2
√

1−i2
√
3t

(
erf
(

x√
4t−i8

√
3t2

+

√
1−i2

√
3t

4t

)
− erf

(
x√

4t−i8
√
3t2

−
√

1−i2
√
3t

4t

))

Pada tabel 3.1, dapat dilihat bahwa untuk θ = π
2 persamaan (3.39) meng-

arah ke

u(x, t) =
1

2

[
erf
(
x+ 1

2
√
t

)
− erf

(
x− 1

2
√
t

)]
, (3.45)

yang sama dengan solusi persamaan panas klasik menggunakan transforma-

si Fourier seperti yang ditunjukkan pada Gambar 3.3. Gambar 3.1 dan 3.2

menampilkan solusi dari Contoh 3.5.1 untuk sebarang θ dan t.

Sekarang, perhatikan persamaan panas dengan koefisien tidak konstan

sebagai berikut

∂u(x, t)

∂t
= t(D

∗
x)

2u(x, t), −∞ < x <∞, t > 0 (3.46)

dengan syarat awal u(x, 0) = f(x), dan D
∗
x = −

(
d
dx + ix cot(θ)

)
.

Dengan menggunakan prosedur yang sama, diperoleh

u(x, t) =
e

−ix2 cot θ
2

t
√
2π

∫
R
e−

(x−y)2

2t2 e
iy2 cot θ

2 f(y)dy. (3.47)

3.5.2. Transformasi Fourier fraksional untuk persamaan Laplace

Perhatikan persamaan Laplace satu dimensi pada domain TFFr berikut

(D
∗
x)

2u(x, y) + uyy = 0, −∞ < x <∞, y > 0, (3.48)
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Gambar 3.3 Grafik solusi dari contoh 3.5.1 untuk t=1, 2, 5, 10 dan θ = π
2 .

dengan syarat batas

u(x, 0) = f(x) ∈ L2(R), −∞ < x <∞

lim
y→∞

u(x, y) = 0, lim
|x|→∞

u(x, y) = 0.

Selanjutnya akan dicari solusi dari persamaan laplace yang disebutkan di

atas. Pertama, perhatikan bahwa

Fθ
{
(D

∗
x)

2u(x, y)
}
(ω, y) = −ω2 csc2 θûθ(ω, y) (3.49)

dan

Fθ {uyy} =
∂2ûθ(ω, y)

∂y2
. (3.50)

Dengan aplikasi TFFr di kedua sisi (3.48) terhadap x, kemudian mema-

sukkan persamaan (3.49) dan (3.50) ke dalam persamaan (3.48), maka dapat

dilihat bahwa
∂2ûθ(ω, y)

∂y2
= ω2 csc2 θûθ(ω, y). (3.51)
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Solusi umum dari persamaan (3.51) yaitu

ûθ(ω, y) = A(ω)ecsc(θ)ωy +B(ω)e− csc(θ)ωy, (3.52)

untuk suatu fungsi koefisien A(ω) dan B(ω). Untuk memperoleh koefisien ter-

sebut, digunakan syarat batas berikut

lim
y→∞

u(x, y) = 0

dan

lim
y→∞

ûθ(ω, y) = 0.

Ini menunjukkan bahwa A(ω) = 0 untuk ω > 0 dan B(ω) = 0 untuk ω < 0.

Oleh karena itu,

ûθ(ω, y) = C(ω)e− csc(θ)|ω|y (3.53)

dengan C(ω) = A(ω), ω < 0 dan C(ω) = B(ω), ω > 0.

Selanjutnya, berdasarkan syarat awal u(x, 0) = f(x), diperoleh

ûθ(ω, 0) =

∫
R
Kθ(x, ω)f(x)dx = C(ω). (3.54)

Dengan mengaplikasikan invers dari TFFr yang didefinisikan oleh persamaan

(3.12), maka didapatkan

u(x, y) = F−θ
{
f̂(ω)e− csc(θ)|ω|y

}
= F−θ

{(∫
R
Kθ(x, ω)f(x)dx

)
e− csc(θ)|ω|y

}
= Cθ

∫
R
e−i(x2+ω2) cot θ

2 +ixω csc θ

(∫
R
Kθ(x, ω)f(x)dx

)
e− csc(θ)|ω|ydω

= CθCθ

∫
R
e−i(x2+ω2) cot θ

2 +ixω csc θ(∫
R
ei(x

2+ω2) cot θ
2 −ixω csc θf(x)dx

)
e− csc(θ)|ω|ydω

(3.55)
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=
1

2π sin θ

∫
R
e−i(x2+ω2) cot θ

2 +ixω csc θ(∫
R
ei(x

2+ω2) cot θ
2 −ixω csc θf(x)dx

)
e− csc(θ)|ω|ydω

=
e

−ix2 cot θ
2

2π sin θ

∫
R
eixω csc θ

(∫
R
e

ix2 cot θ
2 e−ixω csc θf(x)dx)

)
e− csc(θ)|ω|ydω.

Berdasarkan persamaan (3.31) dan (3.32), diperoleh

u(x, y) =
e

−ix2 cot θ
2

2π sin θ
sin θ

∫
R
eixve−|v|ydv

∫
R
e−ixvhθ(x)dx

=
e

−ix2 cot θ
2

2π

∫
R
eixve−|v|ydv

∫
R
e−ixvhθ(x)dx

=
e

−ix2 cot θ
2

√
2π

∫
R
eixve−|v|y

(
1√
2π

∫
R
e−ixvhθ(x)dx

)
dv

=
e

−ix2 cot θ
2

√
2π

∫
R
eixve−|v|yF

{
hθ(x)

}
dv. (3.56)

Selanjutnya aplikasikan persamaan (3.6) ke persamaan (3.56), maka persa-

maan di atas menjadi

u(x, y) =
e

−ix2 cot θ
2

√
2π

∫
R
F

{√
2

π

y

x2 + y2

}
F
{
hθ(x)

}
eixvdv. (3.57)

Dengan menerapkan persamaan (3.4) dan (3.9), dihasilkan

u(x, y) = e
−ix2 cot θ

2 F−1

{
F

{√
2

π

y

x2 + y2

}
F
{
hθ(x)

}}

= e
−ix2 cot θ

2

((√
2

π

y

x2 + y2

)
∗ hθ(x)

)

=
ye

−ix2 cot θ
2

π

∫
R

hθ(s)

(x− s)2 + y2
ds

=
ye

−ix2 cot θ
2

π

∫
R

e
is2 cot θ

2

(x− s)2 + y2
f(s)ds. (3.58)

Dalam kasus khusus, untuk θ = π
2 , persamaan (3.58) menjadi

u(x, y) =
y

π

∫
R

1

(x− s)2 + y2
f(s)ds. (3.59)
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yang merupakan solusi persamaan Laplace klasik dengan menggunakan trans-

formasi Fourier (lihat Asmar, 2000).

Contoh 3.5.2 Misalkan akan dicari penyelesaian dari masalah Dirichlet pada

setengah bidang atas (upper half plane) dari persamaan (3.58) di atas dengan

fungsi Gauss

f(x) = e−x2

. (3.60)

Solusi. Dapat diverifikasi bahwa∫
R

eis
2 cotθ

2

(x− s)2 + y2
e−s2ds =

∫
R

e(i
cot θ

2 −1)s2

(x− s)2 + y2
ds

=
π

y
e−(x2−y2)− iy2 cot θ

2

(
e−i2xy−xy cot θ − ei2xy+xy cot θ

)
.

Substitusi persamaan di atas ke persamaan (3.58), didapatkan

u(x, y) =e−(x2−y2)− iy2 cot θ
2

(
e−i2xy−xy cot θ − ei2xy+xy cot θ

)
. (3.61)

Simulasi dari persamaan (3.61) untuk nilai θ sebarang ditunjukkan pada Tabel

3.2.

Tabel 3.2 Solusi yang diperoleh dari Contoh 3.5.2 untuk nilai θ sebarang

θ u(x, t)
π
2 −2ie−(x2−y2) sin(xy)

π
3 −e−(x2−y2)− iy2

2
√

3

(
e
−i2xy− xy√

3 − e
i2xy+ xy√

3

)
π
4 −e−(x2−y2)− iy2

2

(
e−i2xy−xy − ei2xy+xy

)
π
6 −e−(x2−y2)− i

√
3y2

2

(
e−i2xy−

√
3xy − ei2xy+

√
3xy
)

Pada Tabel 3.2, terlihat bahwa untuk θ = π
2 persamaan (3.61) di atas menjadi

u(x, y) = −2ie−(x2−y2) sin(xy). (3.62)
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Gambar 3.5 menampilkan solusi dari Contoh 3.5.2 untuk nilai θ sebarang.

Dari Tabel 3.2, dapat disimpulkan bahwa persamaan (3.61) lebih fleksibel di-

bandingkan persamaan (3.62) karena adanya parameter tambahan θ.

Gambar 3.4 Bagian real dan imaginer dari grafik solusi Contoh 3.5.2
untuk θ = π

4 .

Sekarang, perhatikan permasalahan (3.58) pada strip berikut ini

(D
∗
x)

2u(x, y) + uyy = 0, −∞ < x <∞, a < y < b, (3.63)
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Gambar 3.5 Grafik solusi dari Contoh 3.5.2 untuk θ = π
2 .

dengan syarat batas

u(x, a) = f(x), u(x, b) = g(x), (3.64)

dengan f, g ∈ L2(R).

Dengan penerapan TFFr pada kedua ruas persamaan (3.63) dan (3.64)

terhadap x, didapatkan

ûθ(ω, y) = A(ω)eyω csc θ +B(ω)e−yω csc θ, (3.65)

dengan

A(ω) =
f̂θ(ω)e−ωb csc(θ) − ĝθ(ω)e−ωa csc(θ)

2 sinh(ω(a− b) csc(θ))
, (3.66)

dan

B(ω) = − f̂
θ(ω)eωb csc(θ) − ĝθ(ω)eωa csc(θ)

2 sinh(ω(a− b) csc(θ))
. (3.67)

Perhatikan bahwa

ω csc θ = v, hθ1(x) = e
ix2 cot θ

2 f(x), hθ2(x) = e
ix2 cot θ

2 g(x), (3.68)
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maka diperoleh

f̂θ = Cθe
iω2 cot θ

2

∫
R
e−ixvhθ1(x)dx = Cθ

√
2πe

iω2 cot θ
2 F

{
hθ1(x)

}
(v), (3.69)

dan

ĝθ = Cθe
iω2 cot θ

2

∫
R
e−ixvhθ2(x)dx = Cθ

√
2πe

iω2 cot θ
2 F

{
hθ2(x)

}
(v). (3.70)

Substitusi persamaan (3.69) dan (3.70) ke (3.66) and (3.67), masing-masing

dihasilkan

A(ω) = Cθ

√
2πe

iω2 cot θ
2

(
F
{
hθ1(x)

}
(v)e−bv −F

{
hθ2(x)

}
(v)e−av

)
2 sinh(v(a− b))

, (3.71)

B(ω) = −Cθ

√
2πe

iω2 cot θ
2

(
F
{
hθ1(x)

}
(v)ebv −F

{
hθ2(x)

}
(v)eav

)
2 sinh(v(a− b))

. (3.72)

Dengan menerapkan invers dari TFFr yang didefinisikan pada persamaan (3.12),

maka didapatkan

u(x, y)

=F−θ
{
A(ω)evy +B(ω)e−vy

}
=
e

−ix2 cot θ
2

√
2π

∫
R

eixv
(
F
{
hθ1(x)

}
(v)ev(y−b) −F

{
hθ2(x)

}
(v)ev(y−a)

)
2 sinh(v(a− b))

dv

− e
−ix2 cot θ

2

√
2π

∫
R

eixv
(
F
{
hθ1(x)

}
(v)ev(b−y) + F

{
hθ2(x)

}
(v)ev(a−y)

)
2 sinh(v(a− b))

dv

=
e

−ix2 cot θ
2

√
2π∫

R
eixv

F
{
hθ1(x)

}
(v)
(
ev(y−b) − e−v(y−b)

)
−F

{
hθ2(x)

}
(v)
(
ev(y−a) − e−v(y−a)

)
2 sinh(v(a− b))

dv

=
e

−ix2 cot θ
2

√
2π

∫
R
eixv

F
{
hθ1(x)

}
(v) sinh(v(y − b))−F

{
hθ2(x)

}
(v) sinh(v(y − a))

sinh(v(a− b))
dv.

(3.73)



47

Sekarang perhatikan bahwa∫
R

sinh(v(y − b))

sinh(v(a− b))
eivxdv =

∫
R

ev(y−b) − ev(b−y)

ev(a−b) − ev(b−a)
eivxdv

=

∫
R

ev(y−b+ix) − ev(b−y+ix)

ev(a−b) − ev(b−a)
dv.

Misalkan p = y−b+ix, q = b−y+ix, r = a−b, dan s = b−a, maka persamaan

di atas dapat ditulis kembali menjadi∫
R

epv − eqv

erv − esv
dv =

∫
R

e(p−r)v − e(q−r)v

1− e−(r−s)v
dv

=

∫
R

e−(r−p)v − e−(r−q)v

1− e(s−r)v
dv. (3.74)

Misalkan t = (r − s)v, dapat dilihat bahwa∫
R

e−(
r−p
r−s )t − e−(

r−q
r−s )t

1− e−t

dx

r − s
=

1

r − s

∫
R

e−(
r−p
r−s )t − e−(

r−q
r−s )t

1− e−t
dt

=
1

r − s

(
ψ

(
r − q

r − s

)
− ψ

(
r − p

r − s

))
, (3.75)

dengan

ψ(n)− ψ(m) =

∫
R

e−tm − e−tn

1− e−t
dt, m =

a− 2b+ y − ix

2(a− b)
, n =

a− y − ix

2(a− b))
.

(3.76)

Ini berarti bahwa

F

{
1√
2π

1

2(a− b)

(
ψ

(
a− y − ix

2(a− b))

)
− ψ

(
a− 2b+ y − ix

2(a− b)

))}

=
1√
2π

sinh(v(y − b))

sinh(v(a− b))
. (3.77)

Dengan menggunakan prosedur yang sama maka diperoleh

F

{
1√
2π

1

2(a− b)

(
ψ

(
2a− b− y − ix

2(a− b)

)
− ψ

(
b+ y − ix

2(a− b)

))}

=
1√
2π

sinh(v(y − a))

sinh(v(a− b))
. (3.78)
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Oleh karena itu,

u(x, y) =
e

−ix2 cot θ
2

4π(a− b)

∫
R

[
ψ

(
a− y − i(x− s)

2(a− b))

)
− ψ

(
a− 2b+ y − i(x− s)

2(a− b)

)]

e
is2 cot θ

2 f(s)ds− e
−ix2 cot θ

2

4π(a− b)

∫
R

[
ψ

(
2a− b− y − i(x− s)

2(a− b))

)

− ψ

(
b+ y − i(x− s)

2(a− b)

)]
e

is2 cot θ
2 g(s)ds. (3.79)

3.6. Teorema Sampling untuk TFFr

Pada bagian ini, pertama-tama diperkenalkan band limited untuk trans-

formasi Fourier fraksional. Diperoleh hasil berikut, yang akan berguna untuk

menyelesaikan versi diskrit dari persamaan panas.

Definisi 3.6.1 Signal f(t) disebut band limited yang terkait TFFr, jika terdapat

bilangan positif σ yang memenuhi Fθ{f}(ω) = 0 untuk setiap |ω| > σ.

Lemma 3.6.1 (Zhao & Li, 2023; Zayed, 2021) Misalkan f(t) adalah band limi-

ted pada σ dalam domain transformasi Fourier fraksional, yaitu,

f(t) =

∫ σ

−σ

Fθ{f}(ω)Kθ(t, ω)dt,

maka

f(t) = ei(t
2 cot θ)/2

∞∑
n=−∞

e−i(t2n cot θ)/2f(tn)
sin(σ csc θ(t− tn))

σ csc θ(t− tn)
, (3.80)

dengan tn = nπ sin θ
σ .

Sebagai konsekuensi langsung dari lemma 3.6.1, diperoleh hasil penting

berikut.
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Teorema 3.6.2 Berdasarkan asumsi pada lemma 3.6.1, maka berlaku

Fθ {f} (ω) =Cθei
ω2 cot θ

2 (U0(ω + σπ)− U0(ω − σπ))
π sin θ

σ
∞∑

n=−∞
f(tn)e

−i(t2n cot θ)/2e
−inπω

σ , (3.81)

dengan

U0(ω + σπ)− U0(ω − σπ) =

1, −σπ < ω < σπ

0, yang lain.

Bukti. Substitusi persamaan (3.80) ke persamaan (3.10), didapatkan

Fθ {f} (ω)

= Cθ

∫
R
f(t))ei(t

2+ω2) cot θ
2 −itω csc θdt

= Cθ

∫
R
e−i t2 cot θ

2

∞∑
n=−∞

e−i(t2n cot θ)/2f(tn)sinc(σ csc θ(t− tn))e
i(t2+ω2) cot θ

2 −itω csc θdt

= Cθ

∫
R

∞∑
n=−∞

e−i(t2n cot θ)/2f(tn)sinc(σ csc θ(t− tn))e
iω2 cot θ

2 e−itω csc θdt.

Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi

Fθ {f} (ω)

= Cθei
ω2 cot θ

2

∫
R

∞∑
n=−∞

e−i(t2n cot θ)/2f(tn)sinc(σ csc θ(t− tn))e
−itω csc θdt

= Cθei
ω2 cot θ

2

∞∑
n=−∞

f(tn)e
−i(t2n cot θ)/2

∫
R

sinc(σ csc θ(t− tn))e
−itω csc θdt

= Cθei
ω2 cot θ

2

∞∑
n=−∞

f(tn)e
−i(t2n cot θ)/2

∫
R

sinc
(
σπ

(t− tn)

π sin θ

)
e

−itω
sin θ dt

= Cθei
ω2 cot θ

2

∞∑
n=−∞

f(tn)e
−i(t2n cot θ)/2

∫
R

sin
((

σπ
π sin θ

)
t−

(
σπtn

π2 sin θ

)
π
)

(
σπ

π sin θ

)
t−

(
σπtn

π2 sin θ

)
π

e
−itω
sin θ dt

= Cθei
ω2 cot θ

2 (U0(ω + σπ)− U0(ω − σπ))
π sin θ

σ
∞∑

n=−∞
f(tn)e

−i(t2n cot θ)/2e
−inπω

σ .
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Dengan demikian, teorema terbukti. ■

Hasil di atas akan menghasilkan teorema berikut.
Teorema 3.6.3 Misalkan syarat awal f(x) adalah band limited pada σ dalam

domain TFFr. Maka, solusi dari persamaan (3.24) diberikan oleh

u(x, t)

=
e

it2 cot θ
2 + tc2 csc θ

4c2

2σ

(
erf

(√
t csc θ

2c
+ cσπ

√
t csc θ

)
− erf

(√
t csc θ

2c
− cσπ

√
t csc θ

))
∞∑

n=−∞
f(tn)e

−itn
cot θ

2 . (3.82)

Bukti. Dari persamaan (3.12) and (3.29), disimpulkan bahwa

u(x, t) =F−θ
{
F{f}(ω) e−c2ω2 csc2 θ

}
=Cθ

∫
R
Fθ{f}(ω)e−c2ω2 csc θ te−i(t2+ω2) cot θ

2 +itω csc θdω.

Dengan memasukkan persamaan (3.81) ke persamaan di atas, diperoleh

u(x, t) =Cθ

∫
R
Cθe

iω2 cot θ
2 (U0(ω + σπ)− U0(ω + σπ))

π sin θ

σ
∞∑

n=−∞
f(tn)e

− itn cot θ
2 e−

inπω
σ e−c2ω2 csc θ te−i(t2+ω2) cot θ

2 +itω csc θdw

=|Cθ|2
∫
R
e

iω2 cot θ
2 (U0(ω + σπ)− U0(ω + σπ))

π sin θ

σ
∞∑

n=−∞
f(tn)e

− itn cot θ
2 e−c2ω2 csc θ te−

it2 cot θ
2 e−

iω2 cot θ
2 eitω csc θdω

=|Cθ|2π sin θ
σ

e−
it2 cot θ

2

∞∑
n=−∞

f(tn)e
− itn cot θ

2

∫
R
(U0(ω + σπ)− U0(ω + σπ)) e−c2ω2 csc θt+itω csc θdω.

Persamaan di atas dapat ditulis menjadi

u(x, t) =|Cθ|2π sin θ
σ

e−
it2 cot θ

2

∞∑
n=−∞

f(tn)e
−itn

cot θ
2

∫
R
(U0(ω + σπ)− U0(ω + σπ)) e−c2 csc θ tω2+it csc θ ωdω.
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Lebih lanjut, diperoleh

u(x, t) =|Cθ|2π sin θ
σ

e
it2 cot θ

2

∞∑
n=−∞

f(tn)e
−itn

cot θ
2

∫ σπ

−σπ

e−c2 csc θ tω2+it csc θ ωdω

=|Cθ|2π sin θ
σ

e
it2 cot θ

2

∞∑
n=−∞

f(tn)e
−itn

cot θ
2

∫ σπ

−σπ

e−c2 csc θ t(ω2− it csc θ
c2 csc θ t

ω)dω

=|Cθ|2π sin θ
σ

e
it2 cot θ

2

∞∑
n=−∞

f(tn)e
−itn

cot θ
2

∫ σπ

−σπ

e−c2 csc θ t(ω2− iω
c2
)dω

=|Cθ|2π sin θ
σ

e
it2 cot θ

2

∞∑
n=−∞

f(tn)e
−itn

cot θ
2

∫ σπ

−σπ

e
−c2 csc θ t

(
(ω− i

2c2
)
2
+ 1

4c4

)
dω

=|Cθ|2π sin θ
σ

e
it2 cot θ

2

∫ σπ

−σπ

e−c2 csc θ t( i
2c2

−ω)
2

e
c2 csc θ t

4c2 dω.

Oleh karena itu,

u(x, t)

=|Cθ|2π sin θ
σ

e
it2 cot θ

2 + c2 csc θ t
4c2

∞∑
n=−∞

f(tn)e
−itn

cot θ
2

∫ σπ

−σπ

e
−
(√

csc θ t i
2c −

√
csc θ tω

)
dω

=|Cθ|2π sin θ
σ

e
it2 cot θ

2 + tc2 csc θ
4c2

∞∑
n=−∞

f(tn)e
−itn

cot θ
2

(
erf

(√
t csc θ i

2c
+ cσπ

√
t csc θ

)
− erf

(√
t csc θ i

2c
− cσπ

√
t csc θ

))
.

Teorema telah terbukti. ■

3.7. Kesimpulan

Dalam bagian ini, diperoleh solusi persamaan panas satu dimensi dan per-

samaan Laplace dengan menggunakan transformasi Fourier fraksional. Solu-

sinya diperoleh dengan menggunakan sifat-sifat transformasi Fourier fraksional

dan hubungan antara teorema konvolusi untuk transformasi Fourier fraksional

dan teorema konvolusi untuk transformasi Fourier. Solusi persamaan panas

dengan menggunakan sampling formula dalam transformasi Fourier fraksional

juga diselidiki secara rinci dalam penelitian ini.
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BAB IV

METODE TRANSFORMASI FOURIER FRAKSIONAL

COUPLED DALAM MENYELESAIKAN PERSAMAAN PANAS

DUA DIMENSI

4.1. Abstrak

Pada bab ini, transformasi Fourier fraksional coupled digunakan dalam

menyelesaikan persamaan panas dua-dimensi. Pertama-tama, konsep trans-

formasi Fourier fraksional coupled dan relasinya dengan transformasi Fourier

dua-dimensi akan ditunjukkan. Selanjutnya, operator turunan dan teorema

yang bersesuaian dengan transformasi ini dirumuskan, untuk digunakan da-

lam penyelesaian persamaan panas dua-dimensi. Setelah itu, disajikan contoh

untuk menggambarkan perbandingan solusi yang diperoleh dengan hasil pada

metode transformasi Fourier dua-dimensi.

Kata Kunci: transformasi Fourier; transformasi Fourier fraksional coupled ; per-

samaan panas dua-dimensi.

4.2. Pendahuluan

Transformasi Fourier fraksional (TFFr), yang merupakan generalisasi dari

transformasi Fourier, telah mendapat banyak perhatian karena penerapannya

yang penting dalam analisis sinyal, optik, dan pemulihan sinyal dan juga ka-

rena kemampuannya untuk menangani beberapa masalah matematika yang

tidak dapat ditangani oleh transformasi Fourier standar (Ozaktas et al., 1999).

Transformasi Fourier fraksional muncul secara implisit dalam karya N. Wiener

pada tahun 1929 sebagai cara untuk menyelesaikan jenis persamaan diferen-
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sial biasa dan parsial tertentu yang timbul dalam mekanika kuantum (Mendlo-

vic et al., 1998). Tidak menyadari karya Wiener, V. Namias pada tahun 1980

memperkenalkan transformasi, yang disebutnya TFFr, juga untuk menyelesai-

kan persamaan diferensial biasa dan parsial yang timbul dalam mekanika ku-

antum dari kuadrat klasik Hamiltonian. Karyanya kemudian disempurnakan

oleh McBride dan Kerr (Namias, 1980).

Kajian tentang transformasi Fourier fraksional terus berkembang. Trans-

formasi Fourier fraksional telah diperluas ke n-dimensi menggunakan produk

tensor dari n salinan transformasi satu-dimensi (Zayed, 2018). Baru-baru ini,

telah diperkenalkan varian baru dari transformasi Fourier fraksional dua dimen-

si yaitu transformasi Fourier fraksional coupled (TFFrC). Transformasi ini bukan

merupakan produk tensor dari dua transformasi satu dimensi yang telah dike-

nal sebelumnya. Dalam transformasi baru ini, variabel-variabelnya tidak dapat

dipisahkan (Zayed, 2019 dan Shah et al., 2022).

Sebagaimana penelitian-penelitian terdahulu yang banyak mengkaji ten-

tang penerapan transformasi Fourier maupun transformasi Fourier fraksional

dalam penyelesaian persamaan diferensial parsial, maka penelitian ini akan

mengkaji tentang mengeksplorasi solusi persamaan panas dua dimensi meng-

gunakan transformasi Fourier fraksional coupled. Bab ini ini diuraikan sebagai

berikut. Bagian 4.3 berisi definisi dan hasil yang terkait dengan transformasi

Fourier fraksional coupled. Hubungan antara transformasi Fourier fraksional

coupled dan transformasi Fourier juga disajikan pada bagian ini. Bagian 4.4

dikhususkan untuk menurunkan solusi persamaan panas dua dimensi meng-

gunakan transformasi Fourier fraksional coupled. Bagian ini juga menyajikan

contoh untuk memvalidasi hasilnya. Terakhir, bagian 4.5 berisi kesimpulan dari

apa yang telah dilakukan.
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4.3. Transformasi Fourier Fraksional Coupled

Pada bagian ini, konsep transformasi Fourier fraksional coupled (TFFrC)

diperkenalkan secara singkat. Beberapa sifat-sifat yang akan digunakan pada

bagian selanjutnya juga dibahas. Untuk rincian lebih lanjut tentang TFFrC,

dapat dilihat pada referensi ( Shah et al., 2022 dan Zayed, 2018).

Definisi 4.3.1 (Debnath & Shah, 2015) Untuk 1 ≤ p < ∞, ruang Lp(R2) dari

fungsi terukur pada R2 didefinisikan sebagai

Lp(R2) =

{
f :

∫
R2

|f(x)|pdx <∞
}
, (4.1)

dengan norm

∥ f ∥Lp(R2)=

(∫
R2

|f(x)|pdx
) 1

p

, (4.2)

dimana x = (x1, x2) ∈ R2, dx = dx1dx2.

Definisi 4.3.1 (Zayed, 2018)

Misalkan γ = (α+β
2 ) dan δ = (α−β

2 ), dimana α+ β ̸= 2nπ, transformasi Fourier

fraksional coupled dari suatu fungsi f ∈ L2(R2) didefinisikan sebagai

f̂α,β(ω1, ω2) = Fα,β(x1, x2, ω1, ω2) {f} (ω1, ω2)

=

∫
R2

Kα,β(x1, x2, ω1, ω2)f(x1, x2)dx1dx2 (4.3)

dimana

Kα,β(x1, x2, ω1, ω2)

= d̂(γ) exp
(
−i
(
â(x21 + x22 + ω2

1 + ω2
2)− x1(b̂ω1 + ĉω2)− x2(b̂ω2 − ĉω1)

))
,

(4.4)

â =
cot γ

2
, b̂ =

cos δ

sin γ
, ĉ =

sin δ

sin γ
, d̂(γ) =

ie−iγ

2π sin γ
. (4.5)
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Definisi 4.3.2 (Zayed, 2018) Fungsi invers dari transformasi Fourier fraksional

coupled (persamaan 4.3) adalah

f(x1, x2) =

∫
R2

Kα,β(x1, x2, ω1, ω2)Fα,β(ω1, ω2)dω1dω2. (4.6)

dimana

Kα,β(x1, x2, ω1, ω2)

= d̂(−γ) exp
(
i
(
â(x21 + x22 + ω2

1 + ω2
2)− x1(b̂ω1 + ĉω2)− x2(b̂ω2 − ĉω1)

))
.

(4.7)

Selanjutnya untuk penyederhanaan, d̂(γ) akan ditulis sebagai d̂.

Adapun relasi antara transformasi Fourier dua-dimensi dengan transfor-

masi Fourier fraksional coupled yaitu :(
d̂
)−1

e−iâ
√

ω2
1+ω2

2Fα,β {f} (ω1, ω2) = F {g} (−b̂ (ω1 − ω2)− ĉ (ω2 − ω1)),

(4.8)

dimana

g(x1, x2) = f(x1, x2)e
−iâ

√
x2
1+x2

2 . (4.9)

dan

|g(x1, x2)| =
∣∣∣f(x1, x2)e−iâ

√
x2
1+x2

2

∣∣∣
= |f(x1, x2)| . (4.10)

Disini F {f} adalah transformasi Fourier dari suatu fungsi f ∈ L2(R2) yang

didefinisikan oleh

F {f} =

∫
R2

f(x1, x2)e
−i(x1ω1+x2ω2) dx1dx2. (4.11)

Selanjutnya, akan dideskripsikan sifat turunan dari transformasi Fourier

fraksional coupled.
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Definisi 4.3.3 (Operator Turunan) Operator turunan yang bersesuaian dengan

transformasi Fourier fraksional coupled didefinisikan sebagai

∆x1
=

d

dx1
+ i2âx1 dan ∆x2

=
d

dx2
+ i2âx2. (4.12)

Selanjutnya untuk penyederhanaan, Kα,β(x1, x2, ω1, ω2) akan ditulis seba-

gai Kα,β .

Teorema 4.3.4 Misalkan Kα,β adalah kernel dari transformasi Fourier fraksio-

nal coupled, maka

1. Jika ∆∗
x1

= −
(

d
dx1

− i2âx1

)
dan ∆∗

x2
= −

(
d

dx2
− i2âx2

)
maka∫

R2

(∆x1
)
2
Kα,βf(x1, x2)dx1dx2 =

∫
R2

Kα,β

(
∆∗

x1

)2
f(x1, x2)dx1dx2

dan∫
R2

(∆x2
)
2
Kα,βf(x1, x2)dx1dx2 =

∫
R2

Kα,β

(
∆∗

x2

)2
f(x1, x2)dx1dx2.

2. Fα,β

{(
∆∗

x1

)2}
(ω1, ω2) = −

(
2iâ+ (b̂ω1 + ĉω2)

2
)
Fα,β {f} (ω1, ω2)

dan Fα,β

{(
∆∗

x2

)2}
(ω1, ω2) = −

(
2iâ+ (b̂ω2 − ĉω1)

2
)
Fα,β {f} (ω1, ω2).

Bukti.

1. Dengan menggunakan definisi (4.3), diperoleh∫
R2

(∆x1
)
2
Kα,βf(x1, x2)dx1dx2

=

∫
R2

(
d

dx1
+ 2iâx1

)2

Kα,βf(x1, x2)dx1dx2

=

∫
R2

(
d2

dx21
+ 4iâx1

d

dx1
− 4â2x21

)
Kα,βf(x1, x2)dx1dx2

=

∫
R

(∫
R

d2

dx21
Kα,βf(x1, x2)dx1 + 4iâ

∫
R
x1

d

dx1
Kα,βf(x1, x2)dx1

− 4â2
∫
R
x21Kα,βf(x1, x2)dx1

)
dx2
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=

∫
R

(∫
R
Kα,β

d2

dx21
f(x1, x2)dx1 − 4iâ

∫
R
Kα,βx1

d

dx1
f(x1, x2)dx1

− 4â2
∫
R
Kα,βx

2
1f(x1, x2)dx1

)
dx2

=

∫
R

(∫
R
Kα,β

(
d2

dx1
− 4ix1

d

dx1
− 4â2x21

)
f(x1, x2)dx1

)
dx2

=

∫
R2

Kα,β

(
−
(

d

dx1
− i2âx1

))2

f(x1, x2)dx1dx2

=

∫
R2

Kα,β

(
∆∗

x1

)2
f(x1, x2)dx1dx2. (4.13)

Dengan prosedur yang sama, diperoleh:∫
R2

(∆x2
)
2
Kα,βf(x1, x2)dx1dx2 =

∫
R2

Kα,β

(
∆∗

x2

)2
f(x1, x2)dx1dx2.

2. Dengan menggunakan turunan dari kernel (4.4) yaitu

dKα,β

dx1
= −i

(
2âx1 − b̂ω1 − ĉω2

)
Kα,β

=
(
−2iâx1 − i

(
b̂ω1 + ĉω2

))
(4.14)

dan

d2Kα,β

dx21
=

(
−2iâ−

(
2âx1 − b̂ω1 − ĉω2

)2)
Kα,β

=

(
−2iâ− 4â2x21 + 4âx1

(
b̂ω1 + ĉω2

)
−
(
b̂ω1 + ĉω2

)2)
Kα,β ,

(4.15)

maka diperoleh

(∆x1)
2
Kα,β =

(
d

dx1
+ 2iâx1

)2

Kα,β(x1, x2, ω1, ω2)

=

(
d2

dx21
+ 4iâx1

d

dx1
− 4â2x21

)
Kα,β
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=

((
−2iâ− 4â2x21 + 4âx1(b̂ω1 + ĉω2)− (b̂ω1 + ĉω2)

2
)

+ 4iâx1

(
−2iâx1 − i(b̂ω1 + ĉω2)

)
− 4â2x21

)
Kα,β

=

(
− 2iâ− 4â2x21 + 4âx1(b̂ω1 + ĉω2)− (b̂ω1 + ĉω2)

2 + 8â2x21

− 4âx1(b̂ω1 + ĉω2)− 4â2x21

)
Kα,β

= −
(
2iâ+ (b̂ω1 + ĉω2)

2
)
Kα,β . (4.16)

Selanjutnya dengan menggunakan hasil sebelumnya, diperoleh

Fα,β

{(
∆∗

x1

)2
f(x1, x2)

}
(ω1, ω2)

=

∫
R2

Kα,β

(
∆∗

x1

)2
f(x1, x2)dx1dx2

=

∫
R2

(∆x1)
2
Kα,βf(x1, x2)dx1dx2

=

∫
R2

−
(
2iâ+ (b̂ω1 + ĉω2)

2
)
Kα,βf(x1, x2)dx1dx2

= −
(
2iâ+ (b̂ω1 + ĉω2)

2
)∫

R2

Kα,βf(x1, x2)dx1dx2

= −
(
2iâ+ (b̂ω1 + ĉω2)

2
)
Fα,β {f(x1, x2)} (ω1, ω2). (4.17)

Selanjutnya dengan menggunakan prosedur yang sama akan diperoleh

(∆x2)
2
Kα,β = −

(
2iâ+ (b̂ω2 − ĉω1)

2
)
Kα,β (4.18)

sehingga

Fα,β

{(
∆∗

x2

)2}
(ω1, ω2) = −

(
2iâ+ (b̂ω2 − ĉω1)

2
)
Fα,β {f} (ω1, ω2).

(4.19)

■
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4.4. Penyelesaian Persamaan Panas Dua-Dimensi

Pada bagian ini, transformasi Fourier fraksional coupled diterapkan untuk

memperoleh penyelesaian panas dua-dimensi.

Pandang masalah persamaan panas dua-dimensi sebagai berikut

∂

∂t
u(x1, x2, t) = k2

((
∆∗

x1

)2
u(x1, x2, t) +

(
∆∗

x2

)2
u(x1, x2, t)

)
, t > 0, (4.20)

dengan kondisi awal u(x1, x2, 0) = f(x1, x2) ∈ L1(R2), ∆∗
x1

dan ∆∗
x2

seperti

didefinisikan sebelumnya, dan k adalah sebarang konstanta.

Dengan menerapkan TFFrC pada kedua ruas persamaan (4.20), diperoleh∫
R2

Kα,β
∂

∂t
u(x1, x2, t)dx1dx2

= k2
∫
R2

(
Kα,β

(
∆∗

x1

)2
u(x1, x2, t) +Kα,β

(
∆∗

x2

)2
u(x1, x2, t)

)
dx1dx2. (4.21)

Selanjutnya dengan menggunakan teorema 4.3.4, diperoleh

∂

∂t
ûα,β(ω1, ω2, t) = −k2

(
4iâ+ (b̂ω1 + ĉω2)

2 + (b̂ω2 − ĉω1)
2
)
ûα,β(ω1, ω2, t).

(4.22)

Persamaan (4.22) adalah persamaan diferensial biasa, yang penyelesaian umum-

nya adalah

ûα,β(ω1, ω2, t) = Ae−k2
(
4iâ+(b̂ω1+ĉω2)

2+(b̂ω2−ĉω1)
2
)
t. (4.23)

Selanjutnya dengan menggunakan kondisi awal u(x1, x2, 0) = f(x1, x2), dipe-

roleh

ûα,β(ω1, ω2, 0) =

∫
R2

Kα,βf(x1, x2)dx1dx2 = A. (4.24)

Dengan mensubstitusi persamaan (4.24) ke dalam persamaan (4.23) diperoleh

hasil

ûα,β(ω1, ω2, t) =

(∫
R2

Kα,βf(x1, x2)dx1dx2

)
e−k2

(
4iâ+(b̂ω1+ĉω2)

2+(b̂ω2−ĉω1)
2
)
t.

(4.25)
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Selanjutnya diterapkan invers TFFrC ke dalam persamaan (4.25), diperoleh

u(x1, x2, t) = F−1
α,β

{
ûα,β(ω1, ω2, t)

}
(x1, x2, t). (4.26)

Lebih lanjut, dengan mensubstitusikan persamaan (4.25) ke persamaan (4.26),

diperoleh

u(x1, x2, t)

= F−1
α,β

{(∫
R2

Kα,βf(x1, x2)dx1dx2

)
e−k2

(
4iâ+(b̂ω1+ĉω2)

2+(b̂ω2−ĉω1)
2
)
t

}
= |d̂|2

∫
R2

(∫
R2

e−i
(
â(x2

1+x2
2+ω2

1+ω2
2)−x1(b̂ω1+ĉω2)−x2(b̂ω2−ĉω1)

)
f(x1, x2)dx1dx2

)
e−k2

(
4iâ+(b̂ω1+ĉω2)

2+(b̂ω2−ĉω1)
2
)
teiâ(x

2
1+x2

2+ω2
1+ω2

2)−i
(
x1(b̂ω1+ĉω2)+x2(b̂ω2−ĉω1)

)
dω1dω2

= |d̂|2eiâ(x
2
1+x2

2)∫
R2

(∫
R2

e−iâ(x2
1+x2

2)ei
(
x1(b̂ω1+ĉω2)+x2(b̂ω2−ĉω1)

)
f(x1, x2)dx1dx2

)
e−k2

(
4iâ+(b̂ω1+ĉω2)

2+(b̂ω2−ĉω1)
2
)
te−i

(
x1(b̂ω1+ĉω2)+x2(b̂ω2−ĉω1)

)
dω1dω2

= |d̂|2e−iâ(4k2t−x2
1−x2

2)∫
R2

(∫
R2

e−iâ(x2
1+x2

2)ei
(
x1(b̂ω1+ĉω2)+x2(b̂ω2−ĉω1)

)
f(x1, x2)dx1dx2

)
e−k2

(
(b̂ω1+ĉω2)

2+(b̂ω2−ĉω1)
2
)
te−i

(
x1(b̂ω1+ĉω2)+x2(b̂ω2−ĉω1)

)
dω1dω2. (4.27)

Misalkan

hγ(x1, x2) = e−iâ(x2
1+x2

2)f(x1, x2), (4.28)

v1 = −
(
b̂ω1 + ĉω2

)
dan v2 = −

(
b̂ω2 − ĉω1

)
(4.29)
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Akibatnya,

u(x1, x2, t)

=
|d̂|2e−iâ(4k2t−x2

1−x2
2)

b̂2 + ĉ2

∫
R2

e−k2
(
v2
1+v2

2

)
tei
(
x1v1+x2v2

)
(∫

R2

hγ(x1, x2)e
−i
(
x1v1+x2v2

)
dx1dx2

)
dv1dv2

=
|d̂|2e−iâ(4k2t−x2

1−x2
2)

b̂2 + ĉ2

∫
R2

e−k2
(
v2
1+v2

2

)
tei
(
x1v1+x2v2

)
F
{
hγ(x1, x2)

}
dv1dv2.

(4.30)

Dengan menggunakan definisi dari b̂, ĉ dan d̂, persamaan (4.30) dapat dieksp-

resikan

u(x1, x2, t) =
e−iâ(4k2t−x2

1−x2
2)

4π2

∫
R2

e−k2
(
v2
1+v2

2

)
tei
(
x1v1+x2v2

)
F
{
hγ(x1, x2)

}
dv1dv2.

(4.31)

Perhatikan bahwa dengan menggunakan transformasi Fourier dua-dimensi,

akan diperoleh

F
{
π

k2t
e−

x2
1+x2

2
4k2t

}
= e−k2

(
v2
1+v2

2

)
t. (4.32)

Oleh karenanya, dengan mensubstitusi persamaan (4.32) ke dalam persama-

an (4.31), diperoleh solusi

u(x1, x2, t)

=
e−iâ(4k2t−x2

1−x2
2)

4π2

∫
R2

F
{

π

4k2t
e−

x2
1+x2

2
4k2t

}
F
{
hγ(x1, x2)

}
ei
(
x1v1+x2v2

)
dv1dv2

=
e−iâ(4k2t−x2

1−x2
2)

4πk2t

∫
R2

F
{
e−

x2
1+x2

2
4k2t

}
F
{
hγ(x1, x2)

}
ei
(
x1v1+x2v2

)
dv1dv2

=
e−iâ(4k2t−x2

1−x2
2)

4πk2t

(
e−

(x2
1+x2

2)

4k2t ∗ hγ(x1, x2)
)

=
e−iâ(4k2t−x2

1−x2
2)

4πk2t

∫
R2

e−

(
(x1−y1)2+(x2−y2)2

)
4k2t e−iâ(y2

1+y2
2)f(y1, y2)dy1dy2.

(4.33)
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Dalam kasus khusus, yaitu ketika α = β = π
2 , maka persamaan (4.33) akan

menjadi

u(x1, x2, t) =
1

4πk2t

∫
R2

e−

(
(x1−y1)2+(x2−y2)2

)
4k2t f(y1, y2)dy1dy2. (4.34)

yang merupakan penyelesaian persamaan panas menggunakan transformasi

Fourier dua-dimensi.

Untuk mengilustrasikan hasil yang telah diperoleh, disajikan contoh beri-

kut.

Contoh 4.4.1 Tentukan penyelesaian u(x1, x2, t) dari persamaan 4.20 dengan

f(x1, x2) = e−x2
1−x2

2 (4.35)

Solusi. Substitusi persamaan (4.35) ke persamaan (4.33), diperoleh

u(x1, x2, t)

=
e−iâ(4k2t−x2

1−x2
2)

4πk2t

∫
R2

e−

(
(x2

1+y2
1−2x1y1)+(x2

2+y2
2−2x2y2)

)
4k2t e−iâ(y2

1+y2
2)e−y2

1−y2
2dy1dy2

=
e−iâ(4k2t−x2

1−x2
2)e−

(
x2
1+x2

2)

)
4k2t

4πk2t

∫
R2

e−(iâ+
1

4k2t
+1)(y2

1+y2
2)e

−2(x1y1+x2y2)

4k2t dy1dy2

=
e−iâ4k2t

4πk2t
e−
(
x2
1+x2

2

)(
iâ+ 1

4k2t

) ∫
R
e−(iâ+

1
4k2t

+1)y2
1−

2x1y1
4k2t dy1∫

R
e−(iâ+

1
4m2t

+1)y2
2−

2x2y2
4k2t dy2

=
e−iâ4k2t

4πk2t
e−
(
x2
1+x2

2

)(
iâ+ 1

4k2t

) ∫
R
e
−(iâ+ 1

4k2t
+1)

(
y2
1−

2x1
4k2t

y1
iâ+ 1

4k2t
+1

)
dy1

∫
R
e
−(iâ+ 1

4k2t
+1)

(
y2
2−

2x2
4k2t

y2
iâ+ 1

4k2t
+1

)
dy2.

Misalkan

u1 =

√
iâ+

1

4k2t
+ 1

(
y1 −

x1

4k2t
(
iâ+ 1

4k2t + 1
))
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dan

u2 =

√
iâ+

1

4k2t
+ 1

(
y2 −

x2

4k2t
(
iâ+ 1

4k2t + 1
))

maka
du1√

iâ+ 1
4k2t + 1

= dy1 (4.36)

dan
du2√

iâ+ 1
4k2t + 1

= dy2, (4.36)

sehingga diperoleh

u(x1, x2, t)

=
e−iâ4k2t

4πk2t
(
iâ+ 1

4k2t + 1
)

e
−
(
iâ+ 1

4k2t
− 1

16k4t2(iâ+ 1
4k2t

+1)
2

)
(x2

1+x2
2)
∫
R
e−u2

1du1

∫
R
e−u2

2du2

=
e−iâ4k2t

4k2t
(
iâ+ 1

4k2t + 1
)e−

(
iâ+ 1

4k2t
+ 1

16k4t2(iâ+ 1
4k2t

+1)
2

)
(x2

1+x2
2)

.

4.5. Kesimpulan

Pada bab ini, masalah persamaan panas dua-dimensi diselesaikan de-

ngan menerapkan metode transformasi Fourier fraksional coupled. Untuk mem-

peroleh penyelesaian, terlebih dahulu didefinisikan operator turunan yang ber-

sesuaian dengan transformasi Fourier fraksional coupled serta menyusun teo-

rema yang bersesuaian. Pada kasus khusus, yaitu ketika α = β = π
2 , penye-

lesaian yang diperoleh bersesuaian dengan penyelesaian persamaan panas

menggunakan transformasi Fourier dua-dimensi.
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BAB V

KESIMPULAN

5.1. Kesimpulan

Tulisan ini membahas tentang transformasi Fourier fraksional dan pene-

rapannya dalam penyelesaian masalah persamaan diferensial parsial. Berda-

sarkan pembahasan dari bab-bab sebelumnya dapat disimpulkan:

1. Transformasi Fourier fraksional (TFFr) merupakan generalisasi dari trans-

formasi Fourier (TF), karenanya sifat-sifat dari transformasi Fourier frak-

sional seperti pergeseran, penskalaan, modulasi, konvolusi, dan prinsip

ketidakpastian, dapat diperoleh dari sifat-sifat pada transformasi Fourier

dengan menggunakan relasi antara dengan TF dan TFFr. Salah satu sifat

baru yang diperoleh dari relasi ini adalah prinsip ketidakpastian Nazarov.

2. Metode transformasi Fourier fraksional digunakan untuk menyelesaikan

masalah persamaan panas satu dimensi dan persamaan Laplace. So-

lusinya diperoleh dengan menggunakan sifat-sifat transformasi Fourier

fraksional dan hubungan antara teorema konvolusi untuk transformasi

Fourier fraksional dan teorema konvolusi untuk transformasi Fourier. Da-

lam kasus ketika θ = π
2 , solusi yang diperoleh sama dengan solusi de-

ngan menggunakan transformasi Fourier klasik.

3. Metode transformasi Fourier fraksional coupled (TFFrC) digunakan untuk

menyelesaikan masalah persamaan panas dua-dimensi. Untuk mempe-

roleh penyelesaian, terlebih dahulu didefinisikan operator turunan yang

bersesuaian dengan TFFrC serta menyusun teorema yang bersesuaian.
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Pada kasus ketika α = β = π
2 , penyelesaian yang diperoleh bersesua-

ian dengan penyelesaian persamaan panas menggunakan transformasi

Fourier dua-dimensi.

5.2. Masalah Terbuka

Beberapa masalah yang masih terbuka untuk pengembangan penelitian

selanjutnya, yaitu:

1. mengembangkan prinsip ketidakpastian Nazarov pada transformasi Fou-

rier fraksional di ruang Ln (ruang Lebesque dimensi n).

2. mengembangkan metode transformasi Fourier fraksional maupun trans-

formasi Fourier fraksional coupled untuk penyelesaian masalah persa-

maan diferensial parsial lainnya.

3. mengembangkan metode sampling formula yang bersesuaian dengan

transformasi Fourier fraksional coupled untuk digunakan sebagai metode

pembanding untuk hasil yang telah diperoleh.
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