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BAB Il

PENYELESAIAN PERSAMAAN PANAS SATU DIMENSI DAN
PERSAMAAN LAPLACE DENGAN MENGGUNAKAN
TRANSFORMASI FOURIER FRAKSIONAL

3.1. Abstrak

Bagian ini membahas tentang transformasi Fourier fraksional dan pene-
rapannya dalam penyelesaian persamaan panas satu dimensi dan persama-
an Laplace, dimana penyelesaian ini merupakan bentuk umum penyelesaian
persamaan panas dan persamaan Laplace menggunakan transformasi Fou-
rier klasik. Dalam bagian ini, penyelesaian persamaan panas satu dimensi
juga dirumuskan menggunakan sampling formula yang terkait dengan trans-
formasi Fourier fraksional. Transformasi Fourier fraksional diperkenalkan, te-
orema terkait dan sifat-sifat penting disajikan. Beberapa hasil terkait rumus
sampling formula juga diperoleh. Beberapa contoh disajikan untuk menggam-
barkan efektivitas dan kekuatan metode yang diusulkan dibandingkan dengan

metode transformasi Fourier klasik.

Kata Kunci: transformasi Fourier; transformasi Fourier fraksional; persamaan

panas; persamaan Laplace; sampling formula.

3.2. Pendahuluan

Sebagaimana diketahui, transformasi Fourier fraksional merupakan gene-
ralisasi dari transformasi Fourier klasik. Transformasi Fourier fraksional meru-
pakan cabang matematika yang berkembang pesat, dan telah menjadi meto-

de yang ampuh untuk berbagai aplikasi yang muncul di banyak bidang sains
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dan teknik. Oleh karena itu, transformasi ini menjadi sangat menarik. Dalam
beberapa tahun terakhir, beberapa peneliti telah mencoba memperluas bebe-
rapa penerapan transformasi Fourier ke transformasi Fourier fraksional, seper-
ti pada pemrosesan sinyal optik (Bernardo, 1994; Liu et al., 1997; Ozaktas &
Aytir, 1995; Mendlovich & Ozaktas, 1993; Ozaktas et al., 2001), ataupun pene-
rapan transformasi Fourier fraksional dalam mekanika kuantum (Namias, 1980;
Qiu et al.,, 2019). Namun sampai saat ini, dalam beberapa literatur, masih sa-
ngat sedikit penelitian mengenai penerapan dari transformasi Fourier fraksional
dalam permasalahan persamaan diferensial parsial. Sebagai contoh, transfor-
masi Fourier fraksional digunakan untuk menemukan solusi persamaan ge-
lombang (Prasad et al., 2014). Solusi tersebut dapat dianggap sebagai per-
luasan dari solusi persamaan gelombang menggunakan transformasi Fourier
klasik. Generalisasi solusi persamaan panas dan gelombang telah diselesaik-
an dengan menggunakan transformasi kanonik linier (Bahri & Ashino, 2020),
dan transformasi Fourier fase quadratik (Shah et al., 2022). Namun sejauh
ini, belum ada yang menggunakan transformasi Fourier fraksional ini untuk so-
lusi persamaan panas dan persamaan Laplace. Oleh karena itu, penelitian
ini berfokus pada penyelesaian persamaan panas dan Laplace menggunak-
an metode transformasi Fourier fraksional. Untuk mencapai hal ini, pertama-
tama diberikan definisi transformasi Fourier fraksional, serta teorema terkait,
dan membangun hubungan dasar antara teorema konvolusi untuk transforma-
si Fourier fraksional dan teorema konvolusi untuk transformasi Fourier klasik.
Kemudian, dikembangkan hasil dan hubungannya untuk mendapatkan solusi
persamaan panas dan persamaan Laplace. Beberapa contoh juga ditunjukk-
an untuk memverifikasi validitas dan penerapan pendekatan yang diusulkan,

dengan membandingkan hasil pada transformasi Fourier klasik.

Adapun alur bab ini disusun sebagai berikut. Pada Bagian 3.3 disajikan

beberapa materi pendahuluan yang akan berguna dalam penelitian ini. De-
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finisi transformasi Fourier fraksional dan sifat-sifat terkait diberikan di Bagian
3.4. Bagian 3.5 dikhususkan untuk menemukan solusi persamaan panas dan
persamaan Laplace menggunakan transformasi Fourier fraksional. Bagian 3.6
membahas penyelesaian persamaan panas dengan menggunakan sampling

formula. Bagian 3.7 berisi kesimpulan hasil penelitian.

3.3. Transformasi Fourier

Sebelum membahas tentang tranformasi Fourier fraksional pada bagian
3.4, pada bagian ini terlebih dahulu akan dibahas mengenai definisi ruang Le-
besgue dan transformasi Fourier. Pada bagian ini juga akan diberikan bebera-
pa lemma terkait transformasi Fourier dan sifat-sifat dari transformasi Fourier

yang akan digunakan dalam bagian-bagian selanjutnya.

Definisi 3.3.1 (Bahri, 2017) Ruang L*(R) dari fungsi terukur pada R didefini-

sikan sebagai

12(R) = {f JAEORTE oo}, (3.1)

17 o (/|f |dx) < oo, (3.2)

Selanjutnya, perlu diingat kembali definisi transformasi Fourier (TF) dan

dengan norm

lemma terkait.

Definisi 3.3.2 Transformasi Fourier dari fungsi f € L?(R) didefinisikan sebagai
flw) = F Uy @) = o= /R e~ (1), w € R, (3.3)
dan untuk suatu f, f € L%*(R), maka rumus inversnya ditulis sebagai
f@) = FH{f(w)} @) = \/%/Rewwf(w)dw, rER. (3.4)
Lemma 3.3.1 Transformasi Fourier dari fungsi Gaussian diberikan sebagai

F {e—pwz} (W) = ——e 17, (3.5)
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denganp > 0.

Lemma 3.3.2 Transformasi Fourier dari kernel Poisson diberikan sebagai

2 —y|w
;{\fmiyg}@:e ) (36)

Teorema 3.3.3 Diberikan f € L?(R). Misalkan operator translasi, modulasi dan

dilatasi dari fungsi f dinyatakan sebagai berikut

Tﬁf (.1?) = f (.13 - K:)7 Mﬁf (J)) = ei’izf (.13), D)\f (33) = f (/\m)7 (37)

dimana x € R dan A € R — {0}, maka berlaku

1. ]:{Tnf (33‘)} (W) = M*Kf(w)i
2. F{M,.f (v)} (w) = f(w — k),
8. FAD:f (@)} (@) = 7/ (%)

Definisi 3.3.3 Misalkan f, g € L*(R), konvolusi dari fungsi f dan g yang dilam-

bangkan dengan f * g didefinisikan sebagai

1
()@ =—= [ rg-na. (3.8)
dan
(f9)(@) = FH{F {1} @) Flg} (@) }@). (3.9)

3.4. Transformasi Fourier Fraksional dan Sifat-sifatnya

Berikut ini, diberikan definisi transformasi Fourier fraksional (TFFr), ser-
ta teorema dan sifat-sifat terkait. Untuk lebih jelasnya dapat dilihat pada be-
berapa referensi terkait (Bernardo, 1994; Ozaktas & Aytir, 1995; McBride &
Kerr, 1987; Almeida, 1994; Zayed, 1996; Zayed, 1998, Shi et al., 2012; Bah-
ri & Karim, 2023; Bahri & Ashino, 2022; Pei, 2001;Chen et al., 2021; Sahin
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et al., 1998; Kutay et al., 1997;Benediks, 1985;Anh et al., 2017; Guanlei et

al., 2010).

Definisi 3.4.1 Transformasi Fourier fraksional satu dimensi dengan sudut 6 dari
f € L*(R) dilambangkan dengan F° { f} (w) = f®(w) dan didefinisikan sebagai

FfHw / K%(z,w)
dengan kernel K% (x,w) diberikan oleh

00 i@ +w?) L —izw cscl g #nm

K%(z,w) = oz —w), 0 =2nm
oz +w), 6=02n+1)m, ne”z
dan
% = (2misin @) /22 = $.

Rumus invers dari TFFr diberikan oleh

f@) = FH{F @)} @) = [ Bow)f )

dengan

cot 6
2

m — Wefi(x2+w2) +izwescl _ K*G(

x,w),

Relasi antara TF dan TFFr adalah

2cot9

F{r}wcsch) = (2m’sin€)%e_% T FOLA N (W),

dengan

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Beberapa sifat-sifat yang berguna dari TFFr dirangkum dalam hasil beri-

kut.

Teorema 3.4.1 (Sifat translasi) Jika ¢ € L?(R), maka untuk setiap konstanta

tak nol r € R, berlaku

]:9 {¢(CE _7,,)} (UJ) _ ei(r sin 20 —4wrsin 6 )]:9 {(b )} (UJ — rcos 6 ) )

(3.15)
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Teorema 3.4.2 (Sifat modulasi) Jika ¢ € L?(R) danm € Z, maka

e%(4wmcos0 —m? sin 29)f9 {(Z5 (iE)} (w — msin 9) (31 6)

F{o(x)e™} (w)

Teorema 3.4.3 (Sifat dilatasi) Jika ¢ € L? (R), maka untuk setiap konstanta tak
nol k € R, berlaku

Fo o (kx)} (w) = c? 6#0_(%))%”” F {6 (2)} (ksece ) ,

kC0 sec 6
(8.17)
6 = cot™! (CC;;G ) .

Teorema 3.4.4 (Sifat momen) Jika ¢ € L?(R), maka berlaku

dengan

Fap}(w) =wsecd (F'{o}) (w)+ éﬂ’ {dd;i,x)} (w). (3.18)

Definisi 3.4.2 (Definisi Konvolusi) Misalkan ¢, € L?(R). Operator konvolusi

yang terkait dengan TFFr didefinisikan sebagai

CEXAX /QS (x —1t) H ;COtH it(t—a)cot 0 gy (3.19)

Sebagai konsekuensi langsung dari Definisi 3.4.2, diperoleh teorema be-
rikut.

Teorema 3.4.5 (Teorema konvolusi) Dengan menggunakan notasi di atas, di-

peroleh

—iw? cotf)

F(¢x o) Hw) = FHo}Hw)F{p}(w). (3.20)

Definisi 3.4.3 Ruang Schwartz S(R) dari fungsi rapidly decaying didefinisikan

sebagai koleksi dari fungsi-fungsi bernilai kompleks yang memenuhi

S= {(b(x) € C*°(R) : sup [z D™ ¢p(x)| < o0, Vm,n € N} , (3.21)
TzeR

dimana D =
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Definisi 3.4.4 Ruang Schwartz Sy(R) dari fungsi rapidly decaying yang terkait
dengan TFFr didefinisikan sebagai koleksi dari fungsi-fungsi bernilai kompleks
yang memenuhi

Sp = {(b(x) € C*(R) : sup

z€R

:I:’”EZ(;S(%)’ < 00,Vm,n € N} )
dengan D, = - — iz cot 6.

Teorema 3.4.6 Misalkan K°(x,w) adalah kernel dari transformasi Fourier frak-

sional dan D,, = (< — iz cot§)", maka Vr € Ny diperoleh

1. DK% (z,w) = (—iwcesc0) K (x,w),

2. fy (DK (2.w)) f(@)da = [y K*(@,0)(D,)" f (w)da,
3. F{DL) f(0) } () = (~iwese0) FO {f(a)} (w),
dengan

D, =— (d + iz cot 9> . (3.22)
' dx

Bukti.

1. Dengan perhitungan langsung diperoleh

d 0 _ d 0 i(w2+w2)°°t97iww csc
(K (x,w)) = — (CP : )

_ C0 i ei(:v2+w2) cot® _jzw csc o
dz

— 00 (ei(12+w2)%7imwcsce) i (.f cot 6 — wesc 9)
= K%(z,w)(iz cot § — iw csc h).
Ini berarti bahwa

d
<d — iz cot 0> K%(z,w) = (—iwesc0) K (x, w).
x
Lebih lanjut, diperoleh

<CZC — iz cot 9> K%(z,w) = (—iwcsc§)" K% (0, w).
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2. Pertama, perhatikan bahwa

/]R (EIKQ(.’L‘, w)) f(z)dx

= /R <<di —i:ccot@) Ka(x,w)) f(x)dx
:/R<<dcil(9(x,w)) f(x)) dﬂc—/RixcotQKe(x,w)f(x)dm
= —/RKQ(x,w) ((ijf(x)) dx—/RixcotHKe(x,w)f(x)dx
= —/RK9(x,w) (jx +ixcot0) f(z)dx
:/Kg(x,w)ﬁj;f(x)dx.
R
Lebih lanjut, didapatkan
/E;Ke(x,w)f(x)dx :/K(’(:nw)(ﬁi)rf(x)dx. (3.23)
R R
3. Dengan menggunakan hasil sebelumnya, maka diperoleh
PO @)} @) = [ K@) (DL fa)da
- [ DiK @ fa)da
= (—iwcsc@)’"/RKe(x,w)f(x)dx

= (—iwcsc )" F {f(2)} (w).

3.5. Transformasi Fourier Fraksional untuk Persamaan Panas Satu Di-

mensi dan persamaan Laplace

Pada bagian ini digunakan transformasi Fourier fraksional (TFFr) untuk
menyelesaikan persamaan panas dan persamaan Laplace. Pertama, akan

dirumuskan persamaan panas satu dimensi dalam domain TFFr. Lebih lanjut,
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pada bagian ini juga disajikan beberapa contoh untuk mengilustrasikan TFFr

yang diusulkan.

3.5.1. Transformasi Fourier fraksional untuk persamaan panas satu di-

mensi

Sekarang mari kita perhatikan persamaan panas satu dimensi dalam do-

main transformasi Fourier fraksional (TFFr) sebagai berikut

8u(a? H_ A(D,)u(x,t), —oo <z <oo,t>0. (3.24)

Dalam kasus ini, syarat awalnya yaitu u(z,0) = f(z) € L?(R), dan D,, didefini-
sikan pada (3.22) dengan ¢ adalah suatu konstanta tak nol.

Dengan mengalikan kernel dari TFFr di kedua sisi persamaan (3.24) ke-

mudian mengintegralkannya terhadap x, diperoleh

/Ke 8uxt /Kexw 2u(z, t)dx.
Persamaan ini dapat dinyatakan sebagai
-0
di’(w,t) =c? /(ﬁ;)QKe(t,w)u(m7t)d:v
ot R
= —w?esc? 00 (w, t). (3.25)

Oleh karena itu,
ﬁ@( ) C@ —c%w? csc” G)t’ (326)

dengan C adalah suatu konstanta.

Selanjutnya, dengan menggunakan syarat awal u(z,0) = f(z), didapatkan
bahwa
(w,0) /K%w x)dx = C. (3.27)

Substitusi persamaan (3.27) ke persamaan (3.26) diperoleh

= (/ K%x,w)f(x)dx) e(—cfw? esc? O)t. (3.28)
R
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Dengan mengaplikasikan invers dari TFFr dalam (3.28), dapat dilihat bahwa
u(z,t) = F{a (w,t) }(z,1). (3.29)
Berdasarkan persamaan (3.12), lebih lanjut diperoleh

u(z, t)
= }"_9{ (/ Kz, w)f(x)dx) e(—w? esc® G)t}(x, t)
R
/e—i(x2+w2)¥+ichsc0 (/ Kg(x,w)f(m)dx) 6(_02‘*’2 csc? Q)tdw
R R
CG

0
0

|
Q

Q

efi(:DQerQ)%Jrizwcsce (/ ei(z2+w2)c"2teizwcsc9f(x)dx> 6(7c2w2 csc? G)tdw
R

B 1
"~ 27sinf

(2 1,2\ ot | 2 2\ cot® s 202 2
/6 i(z"4w?) €GC fizw csc O (/ 67.(:6 +w?) g zrwcscef(x)dx> 6( c“w® csc G)tdw
R R

—iz?2 cot 6

- iz2 cot . P
6271- — \/Rez:rwcsce </]R st 9€’L$wCSCOf(x)dx) 6(762"‘)2 csc? O)td )
(3.30)

R

Misalkan
W (x) = =5 f(a), (3.31)

dan
wescl =w. (3.32)
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Maka persamaan (3.30) di atas menjadi

—iz2 cot 0

€ 2 iTv —c v2t —ixvy, 0
u(z,t) = Sromd Slnﬁ/ clv/]R hY(x)dx
7L122C0t8
_ 67/eixwe—CQUztdv/e—ixth(l,)dw
2 R
711 cot9 1
_ iTv —c 2t e—iwva T d.’L‘) dv
i G G Gl
711 Cot&
_ iTv e ¢ 2v t]: h@ dv. (333)
ke )
Berdasarkan persamaan (3.5), didapatkan
1 z2 2 2
F e acZ p = e ¢ U, 3.34
{ V22t } ( )

Substitusi persamaan (3.34) ke persamaan (3.33) dihasilkan

—zz cot 6

w(z, t) = f / { NS ii}f{h"(z)}emdv

711. (,ot 6

Fle 4C2t F he i"“’dv 3.35
= | Pl R ) (335
Aplikasikan persamaan (3.9) pada persamaan (3.35), didapatkan

—iz2 cot 0

e

_ \/;Tt]-“l{]-"{e_i;t}F{he(x)}}

—ix? cot 6

-¢ (e_fgt * he(:v))

u(z,t)

2c¢2t
6M —z2 iz2 cot 6
= 7(6@ * eff(x)>
A COte _@=»? iy2coto
- [ . (3.36)

Dalam kasus khusus, ketika # = 7, maka persamaan (3.35) di atas men-

jadi

u(zx,t) =

1 _(e=)?
m/ﬂ{ 4c%t f( )dy7 (337)
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yang merupakan solusi persamaan panas dengan menggunakan transformasi

Fourier klasik.
Untuk mengilustrasikan hasil di atas, disajikan contoh berikut.
Contoh 3.5.1 Tentukan solusi u(z,t) dari persamaan (3.36) dengan ¢ = 1 dan

1, Jz| <1
f(z) = (3.38)

0, « lainnya.

Solusi. Substitusi persamaan (3.38) ke persamaan (3.36), diperoleh

—’L’I‘ cot 6

—(w y) zy2 cot 6
u(z,t) = T 2 Y

—ix“ cot 6 cot 0
. 1/ +“/2 cot o + 2xy —a2
— e it it e 4t (

Vart / Y

—iz? cot o __ :c

€ cot § 2zy
= P C i e 3.39
T Vam / v (8:39)

Lebih lanjut, persamaan (3.39) dapat ditulis kembali menjadi

_iz2 cot 0 2 i 2 2
pidete g2 o f%ﬂ%)(y *m
u(z,t) = ——— e t dy

V4t -1
—iz2cot0 _ 22 1
2 4z cot zy
- ET / e 1 9)( 1—1‘,22tcote)dy, (340)
vV -1

Kemudian, persamaan di atas menjadi

—iz2 cot 0 _ z2

22
u(z,t) = %/1 oGt (e )~ (=t ))

—tx cot® 1
e 3 1% 1 cotf 2 1 cotd 2
— 7/ e_(ﬂ_lcog (1—7‘,2fcot9_y) e(ﬂ_zcoﬁ )(1—i2fcot9) dy
—1

4t
— t 6 2 1 ce
e S 7%“’»(@710% 1 L2tcot9 2
_ e (1 T3t oot D y) dy
vVt -1
2
—io2cotf _ 22 | (1 _icotd o) 1 Vi —tgtla Tooto,
e 2 7E+(27 2 1 12tcot9 1— unme \/4 T2
= e dy.
Vart -1

(3.41)



Jika kita menyatakan bahwa

1 i cot 8
E_m;t €z 1  icot@
= =\~ 2
1—142tcotd 4t 2

Oleh karena itu, didapatkan

u(z,t)

—11:!:2 co 72 i co x 2 i 1cot6 1.Cco
e%_ﬁ"'(%ﬁ_ - '2”)(1—712{@:9) 14f12f(‘0t0 +\/4 —tegtl
= 7(‘0 e

N 25— 25t /L i
1 72f(‘ot€
—11:!:2 co :c2 i co x 2
e%‘ﬂ"‘(ﬁ—%e)(m) wow
B /At zcotG 2 1 — thcotH
zcot@
orf / zcot9
1 — z?t cot9
Oleh karenanya, diperoleh
u(x,t)
—iz? co z2 ico x 2 i
6%*@%%*%)(%) L icotly
o0 /At M 1 —142tcotd
1 icot 6 -
orf - z icot @
1—142tcotd
Disini,

erf(w / - dz,
T m

untuk setiap w.

36

dz

1 _ dicoth
4t 2

icotf

(3.42)

icot

(3.43)

(3.44)

Simulasi dari persamaan (3.43) untuk sebarang 6 dan ¢ = 1 ditunjukkan pada

Tabel 3.1.
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Re u(x,1), 6=11/4

MRS
|1y Y hilai x

20

i V]

Gambar 3.1 Grafik solusi (bagian real dan imaginer) dari Contoh 3.5.1
untuk 7 dan t=1, 2, 5, 10.
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Gambar 3.2 Grafik solusi (bagian real dan imaginer) dari Contoh 1 untuk

— . T T T T
t=tdan6=73,5,7,5 -
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Tabel 3.1 Solusi yang diperoleh dari Contoh 3.5.1 untuk sebarang ¢ dan

c=1
[0 ]c] u(x,t)
g 1 1) _ r—1
5 |1 2 3 erf(wz) erf( \/>
. o~ VA N Vot ) _ N
3 |1 2,/ 302t [erf (\/12t—i8\/§t2 TV ) erf <\/12t—i8\/§t2 43t )]
x LS a+(1—i2t)\ o—(1—i2t)
1|1 , 2y/1—i2t [erf ( V/4t—i8t2 ) erf ( VAt—i8t2 ﬂ
_ _ 3tz
T |9 e 1-i2V3t f x 1—i2v38t | x _[1-4i2v/3t
6 2v/1-i2v/3t er V4t—i8/3t2 + 4t erf V4t—i8/3t2 4t
Pada tabel 3.1, dapat dilihat bahwa untuk ¢ = 7 persamaan (3.39) meng-
arah ke

1 T+ rz—1
,t erf — erf , 3.45
et =3 o (57) - (57 49
yang sama dengan solusi persamaan panas klasik menggunakan transforma-
si Fourier seperti yang ditunjukkan pada Gambar 3.3. Gambar 3.1 dan 3.2

menampilkan solusi dari Contoh 3.5.1 untuk sebarang 6 dan t.

Sekarang, perhatikan persamaan panas dengan koefisien tidak konstan

sebagai berikut

aug;t) =t(D.)u(z,t), —oco<z<o0, t>0 (3.46)
dengan syarat awal u(z,0) = f(z), dan D, = — (L + iz cot(0)).
Dengan menggunakan prosedur yang sama, diperoleh
= / U ) (3.47)
ul(x, 212 2 . .
tv2m v

3.5.2. Transformasi Fourier fraksional untuk persamaan Laplace

Perhatikan persamaan Laplace satu dimensi pada domain TFFr berikut

(Dy)2u(@,y) +uyy =0, —oo <z <00,y >0, (3.48)
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[——Re u(x,1), 8=1/2 -~ Re u(x,2), B=T1/2 — — Re u(x,5), 6=T1/2 — — Re u(x,10), 6=11/2]

r 1
-20 -10 20

Gambar 3.3 Grafik solusi dari contoh 3.5.1 untuk t=1, 2, 5, 10 dan ¢ = 7.

dengan syarat batas
u(z,0) = f(xr) € L*(R), —oco <z < o0

lim u(z,y) =0, lim wu(x,y)=0.

Selanjutnya akan dicari solusi dari persamaan laplace yang disebutkan di

atas. Pertama, perhatikan bahwa

F? {(bi)zu(z,y)} (w,y) = —w? csc? 9@9(w,y) (3.49)
dan -
0°1° (w,
FO fuy,) = “a;“;y). (3.50)

Dengan aplikasi TFFr di kedua sisi (3.48) terhadap =, kemudian mema-
sukkan persamaan (3.49) dan (3.50) ke dalam persamaan (3.48), maka dapat

dilihat bahwa
i’ (w,y)

5,2 = w?esc? 0l (w, ). (3.51)
Y
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Solusi umum dari persamaan (3.51) yaitu
a? (w,y) = A(w)ecsc(g)wy + B(w)e~ ese(@)wy (3.52)

untuk suatu fungsi koefisien A(w) dan B(w). Untuk memperoleh koefisien ter-

sebut, digunakan syarat batas berikut

lim u(z,y) =0

y*)OO
dan

lim 4% (w,y) = 0.

Y—r 00

Ini menunjukkan bahwa A(w) = 0 untuk w > 0 dan B(w) = 0 untuk w < 0.
Oleh karena itu,
W% (w,y) = C(w)e™ Ol (3.53)

dengan C(w) = A(w),w < 0 dan C(w) = B(w),w > 0.

Selanjutnya, berdasarkan syarat awal u(z,0) = f(z), diperoleh
¥ (w,0) = / K%(z,w)f(x)de = C(w). (3.54)
R

Dengan mengaplikasikan invers dari TFFr yang didefinisikan oleh persamaan
(3.12), maka didapatkan

u(e,y) = FO{ flw)em cOllv}

(e

/ —i(224w )cot9+zzw0509 </ K9 .’L‘ w)f(:c)dx) e—csc(@)\w\ydw
R

C«é‘/e—i(z +w2)%+ifcwcsc0
R

/ei(m2+w2)%7izw cscef(x)dx> e~ oscO)lwly g,
R

I
J

Q

VR

(3.55)
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_ 1 e*i(z2+w2)%+irw csc @
2msin € Ji

(/ ei(z2+w2)c"2"9—ichscef(x)dx> e~ csc(@)\w\ydw
R

—iz2 cot 0
2

— € izw csc 6 ie2cot0 i cscd —csc(0)|wly
5 d /Re </Re 2 e f(ac)dx)) e dw.
Berdasarkan persamaan (3.31) dan (3.32), diperoleh

—iz2 cot 0
2

e
— 0 iTv —|v\yd / —z;cth dr
u(z,y) Srsmg sin / v A (z)

—iz2 cot 0

%/ezwv —\v|ydv‘/]Re—izvh9(x)dx

—LL (,ot [

W / izve=lvly <\/127r/ei”he(x)d:c> dv

= \ﬁ / Ve IPWE IR (2)} dv. (3.56)

Selanjutnya aplikasikan persamaan (3.6) ke persamaan (3.56), maka persa-

maan di atas menjadi

g COES 0 v
u(z,y) \/7 / {\/71‘2—1—34 }]:{h (z)} e dv. (3.57)

Dengan menerapkan persamaan (3.4) dan (3.9), dihasilkan

u(z,y) = ew-}:l {}-{\/Zﬁy—i—yQ} }—{he(x)}}
= (V2 ) et
s () )

—iz2 cot 0

5 0
_ye / ho(s) .o
G R (T —5)% 4y

—iz2 cot 0 is2 cot 0
2 2

_ye e
e /R( sl (s (3.58)

x— )

Dalam kasus khusus, untuk 6 = %, persamaan (3.58) menjadi

u(z,y) = Q/Rﬁf(s)ds. (3.59)

T 5)?
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yang merupakan solusi persamaan Laplace klasik dengan menggunakan trans-

formasi Fourier (lihat Asmar, 2000).

Contoh 3.5.2 Misalkan akan dicari penyelesaian dari masalah Dirichlet pada
setengah bidang atas (upper half plane) dari persamaan (3.58) di atas dengan
fungsi Gauss

flx)y=e"". (3.60)

Solusi. Dapat diverifikasi bahwa

52 coth
187 =5~

R (ico2t,9_1)82
— € % ds = — s
/R(I*S)2+y2 /R(I*S)2+y2

T (2 2)_iy?coto / . _ ;
e (z®—y*) 5 (6 i2xy mycot9_622my+xycot0>.

Y

Substitusi persamaan di atas ke persamaan (3.58), didapatkan
'I_L((L‘, y) :ef(w27y2)7 iy? cot 0 (efﬂmyfzy cotf et2zytay cot 9) . (361 )

Simulasi dari persamaan (3.61) untuk nilai # sebarang ditunjukkan pada Tabel
3.2.

Tabel 3.2 Solusi yang diperoleh dari Contoh 3.5.2 untuk nilai § sebarang

[ 0] u(x,t) ‘
T ie— @7y g
7 —2ie sin(ay)
(22 _qy?)_ y> —3 _zy ; zy
g e (z%—y*) 273 (6 2xy 5 _ ez2my+\/§)
22y iy2 . . o
% —e (z=—y~)—*% (6 2xy—xy __ 61,2xy+acy>
i3y . ’
% —6_(12_112)_# (6—12ry—\/§my _ ezZry+\/§ry>

Pada Tabel 3.2, terlihat bahwa untuk 0 = 7 persamaan (3.61) di atas menjadi

u(z,y) = —2je~ (" ~v") sin(xy). (3.62)
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Gambar 3.5 menampilkan solusi dari Contoh 3.5.2 untuk nilai # sebarang.

Dari Tabel 3.2, dapat disimpulkan bahwa persamaan (3.61) lebih fleksibel di-

bandingkan persamaan (3.62) karena adanya parameter tambahan 6.

SONNZN
7

7N

Im u(x.,y), O=m/4 |

7

Gambar 3.4 Bagian real dan imaginer dari grafik solusi Contoh 3.5.2
untuk ¢ = 7.

Sekarang, perhatikan permasalahan (3.58) pada strip berikut ini

(D) ?u(,y) + uyy =0, —co<z<o0, a<y<b, (3.63)



Re u(x.,y), 0=/2 |

Gambar 3.5 Grafik solusi dari Contoh 3.5.2 untuk 6 = 7.

dengan syarat batas
u(x,a) = f(z), u(z,b)=g(z),

dengan f,g € L*(R).

45

(3.64)

Dengan penerapan TFFr pada kedua ruas persamaan (3.63) dan (3.64)

terhadap x, didapatkan

’l]‘g(w’y> = A(w)ewaSC9 4 B<w)e—ywcsc97

dengan
Alw) = f&(w)e—iubcsc(e) — gé)(w)e—wacsc(g)7
2sinh(w(a — b) csc(0))
dan
B(w) = _fg(w)e“bcsc(a) — §0 (w)ewaese(®)

2sinh(w(a — b) csc(0))
Perhatikan bahwa

2ot 0 iz? cot 0

wcsc@zv,hf(m):emf flx),h(x) =e" 2" g(x),

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)
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maka diperoleh

fo=cte™ cotg/Re_””h?(a:)dx:Cgmengowf{h?(x)}(U)’ (3.69)

dan

e /R e R () da = COVme FE F {hg(x)} (v).  (3.70)

Substitusi persamaan (3.69) dan (3.70) ke (3.66) and (3.67), masing-masing

dihasilkan
VIR <]—"{h9 )} (v)e —b“—]-'{hg(x)}(v)e‘““)
Alw) =0 Ssih(v(a b)) @71
Jame i (]—‘{h9 1) (e v_f{hg(x)}(v)eav>
B(w) = -C* (3.72)

2sinh(v(a — b))
Dengan menerapkan invers dari TFFr yang didefinisikan pada persamaan (3.12),

maka didapatkan

u(z,y)
=F? {A( e’ + B(w —vy}
poisieone € (f {h{(2)} (v)e? =) — F {nf(x)} (v)ev(y—a)>
T Var ke 2sinh(v(a — b)) dv

_im22co:9 ety (]—' {h‘l’(g;)} (v)ev(b*y) 4+ F {hg(x)} (,U)ev(ay)>

e
NG /R 2sinh(v(a — b)) dv
B e —iz2 cot 0
V2

dv

/ i SF RS (z)} () (ev@=Y — e=v@=0)) — F{nf(z)} (v) (e?W=) — e~v(=a))
2sinh(v(a — b))

o I / ww F AR (x)} (v) sinh(v(y — b)) — F {hf(x)} (v) sinh(v(y — a))
Nors

sinh(v(a — b)) dv.

(3.73)
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Sekarang perhatikan bahwa

inh — ) v(y=b) _ pu(b—y) |
/ sinh(v(y = b)) ive g, _ / e e ST gy
r sinh(v(a — b)) g eva=b) _ gv(b—a)

dv.

ev(y7b+ix) _ e'u(bfy+i:1:)
- /]R ev(a=b) _ cv(b—a)

Misalkan p = y—b+iz, ¢ = b—y+ix,r = a—b, dan s = b—a, maka persamaan

di atas dapat ditulis kembali menjadi

ePV — v e(P—mv _ glg—r)v
v = d
/]R erv — SV v »/R 1 —e(r—s)v v
e~ (TP _ g (r—a)

:/R — (3.74)

Misalkan ¢t = (r — s)v, dapat dilihat bahwa

/ 67(%)'5—67(%)15 dx 1 / 67(%)15—@7(::2)'5
R R

1—et r—s r—s 1—et
) (). o
r—35 r—s r—s
dengan
B eftm—eitn 7a—2b+y—lx 7a—y—l.'L'
¥(n) =¥ (m) /Rl_ietdt’m* 2a-b) " 2a-b)
(3.76)

Ini berarti bahwa

f{ mr ((msy) () }

1 sinh(v(y — b))

= V2rsinh(v(a—b)) (3.77)
Dengan menggunakan prosedur yang sama maka diperoleh
1 1 2a —b—y—ix b+y—ix
f{mmb) () e (o ))}
_ 1 sinh(v(y — a)). (3.78)

V27 sinh(v(a — b))
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Oleh karena itu,

—iz2 cot 0

e = oy L[ () o (2

o - [ o (Rt

b+y—i(zx—s) s cot 6
_y ( g e > ]e o(s)ds. (3.79)

3.6. Teorema Sampling untuk TFFr

Pada bagian ini, pertama-tama diperkenalkan band limited untuk trans-
formasi Fourier fraksional. Diperoleh hasil berikut, yang akan berguna untuk

menyelesaikan versi diskrit dari persamaan panas.

Definisi 3.6.1 Signal f(t) disebut band limited yang terkait TFFr, jika terdapat

bilangan positif o yang memenuhi F°{ f}(w) = 0 untuk setiap |w| > o.

Lemma 3.6.1 (Zhao & Li, 2023; Zayed, 2021) Misalkan f(t) adalah band limi-

ted pada o dalam domain transformasi Fourier fraksional, yaitu,

10 = [ P Rt

maka

o 53 o . e(t*tn))
1) = i(t° cot 0)/2 i(t; cot 0)/2 tn SIH(O'CSC )
Fy=e > e s ALY

n=—oo

_ sin @
dengant, = nm>>>.

Sebagai konsekuensi langsung dari lemma 3.6.1, diperoleh hasil penting
berikut.
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Teorema 3.6.2 Berdasarkan asumsi pada lemma 3.6.1, maka berlaku

FO{f} @) =CPe =5 (Uy(w + om) — Ul — o)) 2220
(o2
Z f 7z t cot 0)/2 7””“"’ (381)
dengan
1, —om<w<orm

Up(w+onm) —Up(w—om) =
0, yang lain.

Bukti. Substitusi persamaan (3.80) ke persamaan (3.10), didapatkan

FAS} )
foe/f (% +w?)

:00/672"5 cot 6 Z efi(ticot0)/2f(tn)sinc(o_csce(t7tn))ei(t2+w2)%7itwcscedt
R

9 _jtw csc Odt

—Ce/ Z eIt C0“9)/2]”( tn)sinc(o cscO(t — ty,))e’ wzmse‘““’cscedt.
Persamaan di atas dar;at ditulis kembali menjadi
F L} w)
= el / Z e~ cot0/2 £, )sinc(o csc Ot — t,))e =t

n=—oo

- w? cot ; . i
= 05" Z f(tn)e_l(ti cot 0)/2 / sinc(o cscO(t — t,))e " escfqt
R

n=—oo

0 isteoie - —i(t2 cot0)/2 [ & (t—tn)y =ite
=(C"" 2 Z flt,)e n smc(aw - )e smo dt
R msinf

n=—oo

©© sin 9T )t — ( g7y )77) _
_ Ceeiwz c2.ot9 f(tn)e_i(ti cot 8)/2 ((Trsme) 72 sin 6 e;;t{u; dt
oo t orty
n=-—o00 R (7rsin0) - (7r2sin9>7r

w2 cotp sin 6

(Uo(w + om) — Up(w — om))

00 » B
S F(ta)e etz =5

n—=—oo

_Cez

g
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Dengan demikian, teorema terbukti. |

Hasil di atas akan menghasilkan teorema berikut.
Teorema 3.6.3 Misalkan syarat awal f(x) adalah band limited pada o dalam

domain TFFr. Maka, solusi dari persamaan (3.24) diberikan oleh

u(zx,t)
it2 cot @ + tc? f;c 6 — ,7t 9
:62—4 (erf ( tesch + comVtcse 9) — erf ( eel comVitcsc
20 2c 2c
7’Lt cot o
Z f(tn (3.82)

Bukti. Dari persamaan (3.12) and (3 29) disimpulkan bahwa
u(e,t) =F O { F{fHw) e o0}

:@/ f@{f}(w)efczwz Cscetefi(t2+w2)%+itw csc Hdw’
R

Dengan memasukkan persamaan (3.81) ke persamaan di atas, diperoleh

—7 iw? o sin 6
(e, t) =C0 / CPe T (Up(w + o) — Uolw + o)
Z f —itpcotf wt 0 —inTw e—c2w2 csc te—i(t2+w2)¥+itw csc de
n=—oo
ie? co 7 sin 0
:|C’9|2/ - (Uo(w + om) — Up(w + o)) .
R
Z f —incotf o —02w2 cscGte—i“‘2 got ¢ 6_7“}250” plitw csc de
n=—oo
9271'81116 _it2cot @ > __itp cot @
=[C"| Te 2 Z f(tn)e 2

n—=—oo

/ (UQ(W + 0'71') — Uo(w + 0-77-)) 6_02w2 csc Ot+itw csc de.
R

Persamaan di atas dapat ditulis menjadi

927TS1H9 _it?coth ad _ it cote
u(a, t) =|COP—=—=e™TET Y f(ty)em
g

n=—oo

/ (Uo(w + 0_7_() _ Uo(w + 0'71')) €_C2 cscGtch-l-itcscOwdw.
R
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Lebih lanjut, diperoleh

7TSin9 it2 cot O e s coQ
u(x,t) :‘00‘276 12 cot Z f(tn)e it,, <ot

75 csc 0 tw?+it cscewd

n=—oo

c®cscht

—c Cbcet( —%Z;?S?Q w)dw

0 27T'Sil’19 it2 cot 6 > it cote
=|C”| e =z Z fltn)e "
ag

— 00

—c csc@t(( ; 4( )dw

927T'Sil’19 it2 cot 6 > —ity, cote
BRI SR
g
=—0c0

n=

c2csco f
TacZ

:‘CO‘QW@W E f(tn)efitnwtg/ —c csc@t( _%)dw
o
—)e

: om
:‘Ce‘zﬂsm@e“zgote/ e_(, CbCQt(
g

—OT

Oleh karena itu,

u(z,1)
: oo o )
27TSH196“2 got9+c2zi§9t Z f(tn)e_it" cot 6 —(7‘/052“69“—*/Cscatw)
g
n=—00

=|C? dw

e

—OoT

0 271'81119 it? rot6+fr e it cot
=|C7|"—— 1e? Z f(tn)e 2
g n=-—o0o

teschi tcschi
ert( V10T onvicscd ) — erf[ VL0 o icscd
Cc

Cc

Teorema telah terbukti. [ |

3.7. Kesimpulan

Dalam bagian ini, diperoleh solusi persamaan panas satu dimensi dan per-
samaan Laplace dengan menggunakan transformasi Fourier fraksional. Solu-
sinya diperoleh dengan menggunakan sifat-sifat transformasi Fourier fraksional
dan hubungan antara teorema konvolusi untuk transformasi Fourier fraksional
dan teorema konvolusi untuk transformasi Fourier. Solusi persamaan panas
dengan menggunakan sampling formula dalam transformasi Fourier fraksional

juga diselidiki secara rinci dalam penelitian ini.
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BAB IV

METODE TRANSFORMASI FOURIER FRAKSIONAL
COUPLED DALAM MENYELESAIKAN PERSAMAAN PANAS
DUA DIMENSI

4.1. Abstrak

Pada bab ini, transformasi Fourier fraksional coupled digunakan dalam
menyelesaikan persamaan panas dua-dimensi. Pertama-tama, konsep trans-
formasi Fourier fraksional coupled dan relasinya dengan transformasi Fourier
dua-dimensi akan ditunjukkan. Selanjutnya, operator turunan dan teorema
yang bersesuaian dengan transformasi ini dirumuskan, untuk digunakan da-
lam penyelesaian persamaan panas dua-dimensi. Setelah itu, disajikan contoh
untuk menggambarkan perbandingan solusi yang diperoleh dengan hasil pada

metode transformasi Fourier dua-dimensi.

Kata Kunci: transformasi Fourier; transformasi Fourier fraksional coupled; per-

samaan panas dua-dimensi.

4.2. Pendahuluan

Transformasi Fourier fraksional (TFFr), yang merupakan generalisasi dari
transformasi Fourier, telah mendapat banyak perhatian karena penerapannya
yang penting dalam analisis sinyal, optik, dan pemulihan sinyal dan juga ka-
rena kemampuannya untuk menangani beberapa masalah matematika yang
tidak dapat ditangani oleh transformasi Fourier standar (Ozaktas et al., 1999).
Transformasi Fourier fraksional muncul secara implisit dalam karya N. Wiener

pada tahun 1929 sebagai cara untuk menyelesaikan jenis persamaan diferen-
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sial biasa dan parsial tertentu yang timbul dalam mekanika kuantum (Mendlo-
vic et al., 1998). Tidak menyadari karya Wiener, V. Namias pada tahun 1980
memperkenalkan transformasi, yang disebutnya TFFr, juga untuk menyelesai-
kan persamaan diferensial biasa dan parsial yang timbul dalam mekanika ku-
antum dari kuadrat klasik Hamiltonian. Karyanya kemudian disempurnakan
oleh McBride dan Kerr (Namias, 1980).

Kajian tentang transformasi Fourier fraksional terus berkembang. Trans-
formasi Fourier fraksional telah diperluas ke n-dimensi menggunakan produk
tensor dari n salinan transformasi satu-dimensi (Zayed, 2018). Baru-baru ini,
telah diperkenalkan varian baru dari transformasi Fourier fraksional dua dimen-
si yaitu transformasi Fourier fraksional coupled (TFFrC). Transformasi ini bukan
merupakan produk tensor dari dua transformasi satu dimensi yang telah dike-
nal sebelumnya. Dalam transformasi baru ini, variabel-variabelnya tidak dapat
dipisahkan (Zayed, 2019 dan Shah et al., 2022).

Sebagaimana penelitian-penelitian terdahulu yang banyak mengkaji ten-
tang penerapan transformasi Fourier maupun transformasi Fourier fraksional
dalam penyelesaian persamaan diferensial parsial, maka penelitian ini akan
mengkaji tentang mengeksplorasi solusi persamaan panas dua dimensi meng-
gunakan transformasi Fourier fraksional coupled. Bab ini ini diuraikan sebagai
berikut. Bagian 4.3 berisi definisi dan hasil yang terkait dengan transformasi
Fourier fraksional coupled. Hubungan antara transformasi Fourier fraksional
coupled dan transformasi Fourier juga disajikan pada bagian ini. Bagian 4.4
dikhususkan untuk menurunkan solusi persamaan panas dua dimensi meng-
gunakan transformasi Fourier fraksional coupled. Bagian ini juga menyajikan
contoh untuk memvalidasi hasilnya. Terakhir, bagian 4.5 berisi kesimpulan dari

apa yang telah dilakukan.
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4.3. Transformasi Fourier Fraksional Coupled

Pada bagian ini, konsep transformasi Fourier fraksional coupled (TFFrC)
diperkenalkan secara singkat. Beberapa sifat-sifat yang akan digunakan pada
bagian selanjutnya juga dibahas. Untuk rincian lebih lanjut tentang TFFrC,
dapat dilihat pada referensi ( Shah et al., 2022 dan Zayed, 2018).

Definisi 4.3.1 (Debnath & Shah, 2015) Untuk 1 < p < oo, ruang L*(R?) dari

fungsi terukur pada R? didefinisikan sebagai

r@) = {1 [ 116opaxc< oo}, (@.1)

dengan norm

15 = ( [ 1500pax) " 42

dimanax = (r1,12) € R?, dx = dxidx,.

Definisi 4.3.1 (Zayed, 2018)
Misalkan v = (“:2) dan § = (°52), dimana « + B # 2nr, transformasi Fourier

fraksional coupled dari suatu fungsi f € L?(R?) didefinisikan sebagai

fa,ﬁ(whwz) = Fap(x1, T2, w1, wa) {f} (w1, w2)

= / Ka,g(l‘l,xg,wl,UJQ)f($1,1‘2)dl‘1d1‘2 (43)
R2
dimana

Ka,,B('T17 $2,W1,WQ)

= J(W) exp (—i (d(ﬁ + 25 4wl + wj) — wl(éwl + Cwa) — 152(?)0-12 — éwl)))a

N o : R =1y
d:cot77b:c.c>55’é:s.1n5’d(7): ze. . (4.5)
2 sin 7y sin 7y 27 sin vy
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Definisi 4.3.2 (Zayed, 2018) Fungsi invers dari transformasi Fourier fraksional

coupled (persamaan 4.3) adalah

f(.]?l,xz):/ K(Xﬁ(l‘l,$2,W1,W2)]‘—a75(wl,LUQ)dwldWQ. (46)
R2
dimana

Ka,ﬁ(x17m27wl7w2)
= cf(—'y) exp (z (d(w% + 22 +w? +uwd) - wl(éwl + éws) — xg(l;o.)g — éwl))).
(4.7)

Selanjutnya untuk penyederhanaan, J(v) akan ditulis sebagai d.

Adapun relasi antara transformasi Fourier dua-dimensi dengan transfor-

masi Fourier fraksional coupled yaitu :

((i)_l efia\/m}'aﬁ {f} (wi,w2) = F{g} (—=b (w1 — wa) — & (w2 —w1)),

(4.8)
dimana
oot za) = flon, m)e” VAR (4.9)
dan
(@1, @2)] = |f (21, 22)e @V 423
= |f(z1,22)|. (4.10)

Disini F {f} adalah transformasi Fourier dari suatu fungsi f € L?(R?) yang

didefinisikan oleh
}—{f}:/ fwy, wo)e (e te202) gy oy (4.11)
R2

Selanjutnya, akan dideskripsikan sifat turunan dari transformasi Fourier

fraksional coupled.
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Definisi 4.3.3 (Operator Turunan) Operator turunan yang bersesuaian dengan

transformasi Fourier fraksional coupled didefinisikan sebagai

d d
Afﬂl = — 4 12ax, dan Am2 = — +1i2axs. (412)
dxy dxo

Selanjutnya untuk penyederhanaan, K, g(z1, z2, w1, w2) akan ditulis seba-

gai Ko .
Teorema 4.3.4 Misalkan K, g adalah kernel dari transformasi Fourier fraksio-

nal coupled, maka

1. Jika A, = = (4 —i2az,) dan A, = — (4 — 24w, ) maka
/ (Ax1)2 Ka’gf(wh l‘g)dﬂ?ldl‘g = / Ka’ﬁ (A;I)Q f($1, l‘g)dﬂ?ldl‘g
R2 R2
dan

/ (sz)Z Kaﬁf(ib'l,xz)dxldxg = / Ka’ﬁ (A;2)2 f(l'l,xz)dxld{l?g.
R2 R2

2 ]—“aﬁ{(A;;l)Q} w1, wa) ( i+ (bwy + cws) ) a8 {f} (Wi, w2)
dan F, 3 {(A )2} (w1, wsy) = 2ia + (bw2 - cw1)2> Fas{f} (w1, wa).
Bukti.

1. Dengan menggunakan definisi (4.3), diperoleh
/ (Ag,)? Kapf(@1, 22)daydas
]RQ

d 2
:/ (+21ax1> Ka’ﬁf(fﬂl,xz)d.fldxg

dl‘l

d? d
= /2 (de + 4mx1d—1 — 46%x ) Ka,ﬁf(xlva)dmld‘TQ
R 1

’ d
B /R < R cZ:%Kaﬁf(f”hf@)dffl + 4id/ 71 gy Kaopf (21, 22)dry

R

— 442 / x%Kaﬁf(:cl, xg)dos1>dz2
R
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d? d
= _— —4'/\ B —
/R</H{Ka7ﬁdm%f($17$2)d$1 ZGAKa,Bxldxlf($17$2)d$1

— 44° / Ka,gx%f(xl, :rg)d:r1>dx2
R

2 d
B /]R </]RKa’ﬁ (dxl B 42%1@ - 4a2x%> fla1, x2)d$1)dx2
d 2
R d:cl

= / Kop (A2 f(21, 20)dwydas. (4.13)
R2

Dengan prosedur yang sama, diperoleh:
/ (Asy)? Kopflar, xo)dridas = / Ko p (A;Z)Q J(x1, 20)dx1ds.
R2 R2

2. Dengan menggunakan turunan dari kernel (4.4) yaitu

dKa . ~ 7 ~
dxl’ﬂ = —q (anl — bwy — cwg) Ko
- <721‘d171 _ (im + ch)) (4.14)
dan
d*Ka ( . 2)
== —2¢a — 2&371 — bw1 — éWQ Ka”@
dxz? ( )

~ N 2
_ (—Qi& — 48222 + dax, (bw1 + éwg) - (bw1 + éw2) > Ko s,
(4.15)

maka diperoleh

d 2
(A$1)2 KOAB = <d$ +22aa:1) Ka,ﬂ(wlyx%WLWQ)
1

d? Lo d ~2 92
= d—x%—l—@axld—xl—ﬁla 27 | Kap
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- < (—m — 46222 + dazy (bwy + éws) — (bwy + éw2)2)
+ diay (—2iawy — i(hor + &wn)) - 4&2:,;%)}(&,5
= ( — 2ia — 4a%2? + daxy (bwy + éws) — (bwy + éws)? + 8a2x?
— daxy (bwy + éws) — 4&%%) Kop
= — (21 + (bwr + @w2)?) Kays. (4.16)
Selanjutnya dengan menggunakan hasil sebelumnya, diperoleh
Fap {(AL)Q f($17$2)} (w1, w2)
_ /R Kop (A5)? f(a1, m2)dy dans
_ /]R (An))? Ko f (21, 22)dayds
- /]R - (Qi& + (bwy + éwQ)Q) Ko pf(21,12)dzydos
= = (20 + (b + 2)?) /}R Ko pf (21, 2)dzdas
= — (20 + (b + &wn)?) Fap {(@1,22)} (w1, w2). (4.17)
Selanjutnya dengan menggunakan prosedur yang sama akan diperoleh
(B0)” Kays = = (204 (bws — @w1)?) Koy (4.18)
sehingga

Fus {(A;z)z} (w1, w2) = — (m + (bws — éwl)Q) Fap 1F} (w1, wn).
(4.19)
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4.4. Penyelesaian Persamaan Panas Dua-Dimensi

Pada bagian ini, transformasi Fourier fraksional coupled diterapkan untuk

memperoleh penyelesaian panas dua-dimensi.

Pandang masalah persamaan panas dua-dimensi sebagai berikut

%u(ml,xg,t) = k? ((A;l)2u(m1,x2,t) + (A;Q)Zu(xl,xg,t)) ,t >0, (4.20)

dengan kondisi awal u(z1,22,0) = f(z1,22) € L'(R?), A dan A% seperti

didefinisikan sebelumnya, dan k adalah sebarang konstanta.

Dengan menerapkan TFFrC pada kedua ruas persamaan (4.20), diperoleh
0
Ko pg—u(z1, 2, t)dr1des
R2 ot

— kz/ (Ka,ﬁ (A2 ) w(y, w0, 1) + Ko g (AZ) u(ml,xg,t)) dridzy. (4.21)
R2
Selanjutnya dengan menggunakan teorema 4.3.4, diperoleh

&aa”@(u}l,wg, t) = —k? (4i& + (Bwl + éw2)2 + (ng - éw1)2)aa75(w1,w2, t).

(4.22)

Persamaan (4.22) adalah persamaan diferensial biasa, yang penyelesaian umum-

nya adalah

(w1, wa, 1) = Ak (10t ot =), (4.23)

Selanjutnya dengan menggunakan kondisi awal u(z1, z2,0) = f(z1, z2), dipe-
roleh

aaﬁ(wl,WQ,O) = / Kaﬁf(xl,xg)dxldmg = A. (4.24)
R2

Dengan mensubstitusi persamaan (4.24) ke dalam persamaan (4.23) diperoleh

hasil

aa,ﬂ(w17w27t) = </z Ka,ﬁf(xlva)dxldx2) €7k2 (4id+(BWI+éwz)2+(éw27éwl)2)t.
R:
(4.25)
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Selanjutnya diterapkan invers TFFrC ke dalam persamaan (4.25), diperoleh
u(zy, x2,t) = f;}j{aayg(whwg,t)}(xl,x27t). (4.26)

Lebih lanjut, dengan mensubstitusikan persamaan (4.25) ke persamaan (4.26),

diperoleh

u(z1, z2,1t)
=F ! — k2 (it (bwr +éwn) 4 (bon —ew1)? ) ¢
- fa,ﬁ Ka,ﬁf(fl, xQ)diLjdéEQ e
RQ
R2 R2
e_k2 (4id+(l;w1+éw2)2+(6w2_éwl)Z)tei&(””%""wg'f‘w%‘*‘wg)—i(wl(5w1+6w2)+w2(5w2—éw1))

dwidws

_ |J|2€ia(x’;‘+m§)
/ (/ 6i&(m?Jra:g)ei(11(5w1+éw2)+x2(5w2éwl))f(xl’zQ)dxldz2>
R2 R2

ok (4ia+(13w1+m2)2+(8w2—éw1)2)t€—i(zl(iml+éw2)+x2(8w2—éw1))dwldw2

— |J|26—i&(4k2t—m§—;r§)

/ / e—id(w?—&-x%)ei(11(l;leréwz)Jra:g(lA)wgféwl))f(xl fEQ)deldeQ
R2 R2 ’

E_kz ((l;w1+éw2)2+(l;w2—éwl)2)te—i(ajl(i}wl—‘réwg)—‘rzg(éw'g—éwl)) dUJldUJQ. (427)
Misalkan
ho (21, 32) = e 0@ f(gy 9), (4.28)

V] = — (Ewl + éwz) dan vy, = — (l;wg — éwl) (4.29)
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Akibatnya,

u(xzy, x2,t)

~ _ain 2, 2 .2
_ ‘d‘ge Z/t\l(4]€ t—zy wz) / e—ka (v%+v§)t6i(w1v1+l’2v2)
b2 4 ¢2 R2

(/ hfy(xl,xg)ei(mlvﬁ“”?)dxlde) dvidvg
R?

‘d‘Qe—id(élkzt—m?—zg)

B2 + 62 /RQ e—kz (v%+v§)t6i(z1v1+rzv2)]:{hry(lj,xg)}dvldeQ.

(4.30)

Dengan menggunakan definisi dari b, ¢ dan d, persamaan (4.30) dapat dieksp-

resikan
—i&(4k2t—$f—:cg) )
u(gjl’ T2, t) = eT / e_k2 (v%-“v%)t@z(amm-l-wzvz)]:{h’y(mh LL’Q)}dUld’UQ.
R2
(4.31)

Perhatikan bahwa dengan menggunakan transformasi Fourier dua-dimensi,

akan diperoleh

f{];te?f;f } — ¥ (U%Mg)t. (4.32)

Oleh karenanya, dengan mensubstitusi persamaan (4.32) ke dalam persama-

an (4.31), diperoleh solusi

u(xy,x2,t)
e—id(4k2t—mf—z§)

472

I
T
N
—N

>~
S
~

w2 4ad )
B e } f{hv(ﬂch x2)}€z(w1v1+mv2) dvidvs

e—ia(4k2t_x§—m§) 24l o
- ZthQt/Rg}—{e arze }}-{hw(ﬂﬁ,xg)}e ( 11t z)dvldvg

A 2 2 2 .
efw(4k tfaslfzrz) 7(1%“%)

= W <e T4kt % hv(xl,x2)>

—ia(4k’t—a]—z3) (21-vy1)2+(zg—y2)2 N
6— / ei ( 1 1 — ) efm(y?ryg)f(yl’ y2)dy1dy2.
47Tk2t R2

(4.33)
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Dalam kasus khusus, yaitu ketika a = g = 7, maka persamaan (4.33) akan

menjadi

1 B (<w1*y1>2+(m27y2)2>
u(wy, x2,t) = P /]R2 e ax7e f(y1, y2)dy1dys. (4.34)

yang merupakan penyelesaian persamaan panas menggunakan transformasi

Fourier dua-dimensi.

Untuk mengilustrasikan hasil yang telah diperoleh, disajikan contoh beri-
kut.

Contoh 4.4.1 Tentukan penyelesaian u(x1, x2,t) dari persamaan 4.20 dengan

fz1,x2) = e~ i35 (4.35)

Solusi. Substitusi persamaan (4.35) ke persamaan (4.33), diperoleh

u(z1,T2,1)
e—i&(4k2t—x%—x§) _((w%+y%*2m1y1)+(m%+y§*21’2y2)) —ia(y+y2) —y?—y?
- 4rk2t ¢ e e TR e T TR dyy dys
R2
. 12+12>)
—ia(4k?t—2?—23) —( L
e ( 1 e 4k2t i 1 2, .2\ —2(@1y1+woy2)
= e / e_(za+4k2t+1)(y1+y2)e ak2t dyldyQ
Tkt R2
—iadk>t
e (.2 2 PP (a1 2 2zjy3
:We (£1+x2)(“l+4k2t)/e (1a+ g +1)wi = 7 dyy
k=t R

(A 1 2 _ 2z2y3
/e (m+4m2t+1)y2 1k2¢ dy2
R

—iadk2t —(ia+—-L—+1 <y2_ 2z Y1 )

2 2 PN 2 Y1 27 - 1

e —(w1+x2) (m_,_ 4k12t) . ( 152t ) 2 Gy b1 dy,
4kt R

2ao

. 1 2 y2
7(za+44k2t+1) (yzf 1K1 i&Jr%Jrl)
e 4k“t dy2
R

Misalkan
1 T

Uy =4/10+ —5 +1 —
! k2t (yl 4k2t(i&+4k12t+1)>
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dan
\/ia+ LI 2
U9 = 1a —_— —
? 4kt P02 (6 + g 1)
maka
du1
__ —dy (4.36)
i+ g + 1

dan

d
Ry, (4.36)
Vi + g + 1

sehingga diperoleh

u(wy, T2,t)
e*id‘lk%

"~ ank?t (ia+ g + 1)

1

— id+#——)(w2+m2)
4k2 N o 2 12 2 2
e ( P oaekte?(iat ghe 1) /efuldul/e*%duz
R R

—iadk?t —| o+ ——r L | (22 422)

T4kt (ia+ g + 1) "

4.5. Kesimpulan

Pada bab ini, masalah persamaan panas dua-dimensi diselesaikan de-
ngan menerapkan metode transformasi Fourier fraksional coupled. Untuk mem-
peroleh penyelesaian, terlebih dahulu didefinisikan operator turunan yang ber-
sesuaian dengan transformasi Fourier fraksional coupled serta menyusun teo-
rema yang bersesuaian. Pada kasus khusus, yaitu ketika o = 8 = 7, penye-
lesaian yang diperoleh bersesuaian dengan penyelesaian persamaan panas

menggunakan transformasi Fourier dua-dimensi.
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BAB V

KESIMPULAN

5.1. Kesimpulan

Tulisan ini membahas tentang transformasi Fourier fraksional dan pene-
rapannya dalam penyelesaian masalah persamaan diferensial parsial. Berda-

sarkan pembahasan dari bab-bab sebelumnya dapat disimpulkan:

1. Transformasi Fourier fraksional (TFFr) merupakan generalisasi dari trans-
formasi Fourier (TF), karenanya sifat-sifat dari transformasi Fourier frak-
sional seperti pergeseran, penskalaan, modulasi, konvolusi, dan prinsip
ketidakpastian, dapat diperoleh dari sifat-sifat pada transformasi Fourier
dengan menggunakan relasi antara dengan TF dan TFFr. Salah satu sifat

baru yang diperoleh dari relasi ini adalah prinsip ketidakpastian Nazarov.

2. Metode transformasi Fourier fraksional digunakan untuk menyelesaikan
masalah persamaan panas satu dimensi dan persamaan Laplace. So-
lusinya diperoleh dengan menggunakan sifat-sifat transformasi Fourier
fraksional dan hubungan antara teorema konvolusi untuk transformasi
Fourier fraksional dan teorema konvolusi untuk transformasi Fourier. Da-
lam kasus ketika § = 7, solusi yang diperoleh sama dengan solusi de-

ngan menggunakan transformasi Fourier klasik.

3. Metode transformasi Fourier fraksional coupled (TFFrC) digunakan untuk
menyelesaikan masalah persamaan panas dua-dimensi. Untuk mempe-
roleh penyelesaian, terlebih dahulu didefinisikan operator turunan yang

bersesuaian dengan TFFrC serta menyusun teorema yang bersesuaian.
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Pada kasus ketika o = 8 = 7, penyelesaian yang diperoleh bersesua-
ian dengan penyelesaian persamaan panas menggunakan transformasi

Fourier dua-dimensi.

5.2. Masalah Terbuka

Beberapa masalah yang masih terbuka untuk pengembangan penelitian

selanjutnya, yaitu:

1. mengembangkan prinsip ketidakpastian Nazarov pada transformasi Fou-

rier fraksional di ruang £™ (ruang Lebesque dimensi n).

2. mengembangkan metode transformasi Fourier fraksional maupun trans-
formasi Fourier fraksional coupled untuk penyelesaian masalah persa-

maan diferensial parsial lainnya.

3. mengembangkan metode sampling formula yang bersesuaian dengan
transformasi Fourier fraksional coupled untuk digunakan sebagai metode

pembanding untuk hasil yang telah diperoleh.
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