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ABSTRAK

ANDI NURKIFAYAH. FUNGSI AMBIGUITI FRAKSIONAL DAN SIFAT-SIFATNYA (di-
bimbing oleh Mawardi Bahri, Amran Rahim).

Fungsi ambiguiti fraksional merupakan perluasan dari fungsi ambiguiti standar de-
ngan mengaplikasikan kernel transformasi Fourier fraksional. Penelitian ini memba-
has tentang sifat-sifat fungsi ambiguiti fraksional. Sifat Konjugasi kompleks, translasi,
modulasi, dan rumus rekontruksi dibuktikan secara rinci. Selanjutnya ditunjukkan
relasi antara transformasi Fourier dengan fungsi ambiguiti fraksional. Kemudian di-
berikan juga beberapa teorema ketaksamaan dasar untuk fungsi ambiguiti fraksional
yang merupakan bagian dari sifat-sifat fungsi ambiguiti fraksional.

Kata Kunci: fungsi ambiguiti fraksional, fungsi ambiguiti, transformasi Fourier, trans-
formasi Fourier fraksional.
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ABSTRACT

ANDI NURKIFAYAH. Fractional ambiguity functions and their properties (Super-
vised by Mawardi Bahri, Amran Rahim).

The fractional ambiguity function is an extension of the standard ambiguity function
by applying a fractional Fourier transform kernel. This research discusses the prop-
erties of the fractional ambiguity function. The properties of complex conjugation,
translation, modulation, and reconstruction formula are proven in detail. Furthermore,
the relationship between the Fourier transform and the fractional ambiguity function
is demonstrated. Additionally, several fundamental inequality theorems for the frac-
tional ambiguity function, which are part of the properties of the fractional ambiguity
function, are also provided.

Keywords: fractional ambiguity function, ambiguity function, Fourier transform, frak-
sional Fourier transform.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Transformasi Fourier (Fourier Transform atau FT) mempunyai peranan penting
dalam banyak teori dari ilmu pengetehauan dan teknik [Wei D. et al., 2012]. Dalam
bidang matematika terapan, transformasi Fourier telah berkembang menjadi teknik
matematika yang penting, terutama sebagai metode yang sering digunakan untuk
menyelesaiakan persamaan diferensial [Bahri M., 2022]. Transformasi Fourier juga
digunakan untuk menganalisis fungsi atau sinyal dalam domain frekuensi. Transfor-
masi Fourier fraksional (Fraksional Fourier Transform atau FrFT) adalah generalisasi
dari transformasi Fourier biasa dengan parameter orde ¢ [Sutrina I. et al., |2019].
Transformasi Fourier fraksional memberikan perspektif berbeda dalam menganalisis
sinyal atau fungsi. Transformasi Fourier fraksional (FrFT) telah menyediakan kerang-
ka kerja yang fleksibel untuk menganalisis dan memanipulasi sinyal-sinyal baik dalam
domain waktu maupun domain frekuensi [Song Y. E. et al., 2014]. Teknik matemati-
ka yang digunakan untuk menganalisis dan mengukur tingkat seberapa ambigu atau
tidak pasti suatu sinyal dalam domain waktu-frekuensi dikenal sebagai fungsi am-
biguiti (Ambiguity Function). Fungsi ini sering digunakan dalam teori pemrosesan
sinyal dan komunikasi untuk mengidentifikasi dan memahami sifat-sifat sinyal, seper-
ti resolusi waktu dan frekuensi, serta kemampuan untuk memisahkan sinyal-sinyal

yang tumpang tindih [Bahri M. et al., [2017].

Dalam beberapa tahun terakhir, telah banyak minat yang signifikan dalam mem-
pelajari generalisasi dan sifat-sifat transformasi Fourier dan FrFT, terutama dalam
kaitannya dengan fungsi ambiguiti. Sebagai contoh, [Tian-Wen C. et al.| |2012/meng-
generalisasikan fungsi ambiguiti dalam domain transformasi kanonik linier. Trans-
formasi ini diperoleh dengan menggantikan kernel Fourier dengan kernel tranformasi
kanonik linier dalam definisi fungsi ambiguiti. Selanjutnya, Bahri M. et al., [2017|dalam
penelitian mereka mengembangkan beberapa sifat dan penerapan dari transformasi
ini. |Li Y. G. et al., 2014/juga menggeneralisasikan fungsi ambiguiti dalam ruang trans-

formasi kanonik linier, dalam transformasi ini diperoleh prinsip ketidakpastian untuk



fungsi ambiguiti yang terkait dengan transformasi kanonik linier. Terinspirasi dari ba-
hasan fungsi ambiguiti kanonik linier,|Sahay P. et al., [2020/telah menggeneralisasikan
fungsi ambiguiti ke dalam transformasi Fourier fraksional, yang disebut sebagai fung-
si ambiguiti fraksional (Fractional Ambiguity Function atau FrAF). Mereka menyelidiki

fungsi ambiguiti fraksional dan menerapkannya dalam pemrosesan sinyal.

Dari bahasan sebelumnya, telah banyak dikembangkan fungsi ambiguiti kanonik
linier. Namun, Fungsi ambiguiti fraksional yang baru diperkenalkan dan dikembangk-
an oleh|Sahay P. et al., 2020 bersama dengan hasil yang diperoleh dapat digunakan
untuk memberikan dasar dalam menggeneralisasikan ke sinyal termodulasi freku-
ensi tingkat tinggi. Oleh karena itu, tulisan ini akan membahas relasi antara fungsi
ambiguiti fraksional dan transformasi Fourier, dan membangun beberapa sifat dalam
fungsi ambiguiti fraksional berdasarkan sifat-sifat transformasi Fourier. Selanjutnya,
akan diturunkan beberapa sifat ketaksamaan pada fungsi ambiguti fraksional. Fungsi
ambiguti fraksional adalah generalisasi dari fungsi ambiguiti dengan basis transfor-
masi Fourier fraksional. Adapun relasi yang diperoleh, sifat-sifat dan ketaksamaan
yang diturunkan merupakan bahasan baru atau pengembangan dari fungsi ambiguti
fraksional. Ketaksamaan juga merupakan sifat dari sebuah transformasi, sehingga
judul yang dihasilkan dalam penelitian ini adalah Fungsi Ambiguiti Fraksional dan
Sifat-Sifatnya.

1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang diuraikan sebelumnya, diperoleh rumusan ma-

salah yaitu:

1. Bagaimana relasi antara fungsi ambiguiti fraksional dan transformasi Fourier?
2. Bagaimana membuktikan sifat-sifat pada fungsi ambiguiti fraksional?

3. Bagaimana membuktikan teorema ketaksamaan pada fungsi ambiguiti fraksio-

nal?

1.3. Batasan Masalah

Batasan masalah pada penelitian ini hanya akan membahas fungsi ambiguiti

fraksional dengan beberapa sifatnya yaitu konjugasi kompleks, translasi, modulasi



dan formula rekontruksi.

1.4. Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah yang telah diberikan sebelumnya, maka tujuan

dari penelitian ini yaitu untuk:

1. Membuat relasi antara fungsi ambiguiti fraksional dan transformasi Fourier.
2. Membuktikan sifat-sifat pada fungsi ambiguiti fraksional.

3. Membuktikan teorema ketaksamaan pada fungsi ambiguiti fraksional.

1.5. Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari tugas akhir ini yaitu diharapkan dapat memberikan penge-
tahuan baru sekaligus menjadi litaratur tambahan bagi penulis dan pembaca terkait

fungsi ambiguiti fraksional dan sifat-sifatnya.

1.6. Sistematika Penulisan Tesis
Sistematika penulisan tesis ini adalah sebagai berikut:

BAB | PENDAHULUAN
Bab ini berisi latar belakang masalah, rumusan masalah, batasan masalah, tujuan

penelitian, dan sistematika penulisan.

BAB Il TINJAUAN PUSTAKA
Bab ini berisi konsep dasar dan penelitian relevan yang terkait dengan fungsi ambi-
guiti fraksional dan sifat-sifatnya.

BAB Ill METODOLOGI PENELITIAN
Bab ini berisi metodologi penelitian yang digunakan dalam penelitian ini, meliputi:
jenis penelitian, waktu dan tempat penelitian, prosedur atau tahapan penelitian, dan
diagram alur penelitian.

BAB IV HASIL DAN PEMBAHASAN

Bab ini berisi hasil-hasil dari kajian yang telah dilakukan, dan pembahasannya.

BAB V KESIMPULAN

Bab ini berisi kesimpulan dan saran berdasarkan hasil bab-bab sebelumnya.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bagian ini dibahas beberapa teori yang mendasari tulisan ini, pembahasan
yang ada akan menjadi landasan dasar untuk fungsi ambiguiti fraksional dan sifat-
sifatnya. Pada tulisan ini, dibahas terlebih dahulu tentang ruang L? untuk transfor-
masi Fourier, transformasi Fourier dan sifat-sifatnya, transformasi Fourier fraksional,

dan fungsi ambiguiti.

2.1. Ruang L?

Ruang L? adalah ruang fungsi matematika yang penting dalam teori analisis
fungsional. Ruang L? terdiri dari himpunan fungsi yang memenubhi sifat-sifat tertentu
dalam konteks norma LP. Pada bagian ini, akan didefinisikan ruang L? dengan 1 <

p < o0.

2.1.1. Ruang L}(R)

Definisi 2.1.1 (Ruang L' (R)) Misalkan f fungsi yang terintegralkan pada R, maka ru-
ang L*(R) didefinisikan sebagai himpunan semua fungsi f yang terintegralkan mutlak

pada R, yaitu
LY(R) = {f:/|f(t)dt<oo} (2.1)
R
[Rusdin. et al.,|2013].

Ruang L!(R) dilengkapi dengan norm [[-[l1 =) yang dirumuskan
s = [ 1) 2)
Contoh 1. Diberikan fungsi

f) =1+t 0<t<5. (2.3)

Tunjukkan bahwa fungsi f(¢) termasuk dalam ruang L*(R).

Penyelesaian. Berdasarkan definisi fungsi ruang L' (R), maka

5 3 5
t 5 140
t)|dt = 1+t3|dt=t+—=0=(54+=)=—
/le()\ /0\+\ + 5l (+3> 3



maka f(t) ada dalam ruang L' (R).
Contoh 2. Diberikan fungsi f(t) = e~** dimana ¢ € R. Tunjukkan bahwa fungsi f(t)
termasuk dalam ruang fungsi L!(R).

Penyelesaian. Berdasarkan Definisi 2.1.1, diperoleh

[1rwide= [~ e a
:/_o:o(e_tz)dt

- /7.

Karena /7 < oo, maka fungsi f(t) = e=*" ada dalam ruang L*(R).

2.1.2. Ruang L*(R)

Definisi 2.1.2 (Ruang L?(R)) Misalkan f adalah fungsi yang terintegralkan pada R,
maka ruang L?(R) didefinisikan sebagai himpunan semua fungsi f yang kuadratnya

terintegralkan mutlak pada R, yaitu

L2(R) = {f: / f<t>|2dt<oo} (2.4)

[Rusdin. et al.,|2013].

Ruang L?(R) dilengkapi dengan norm ||.HL2(R) yang dirumuskan

e = f<t>|2dt>é. (25)

Jika L?(R) dilengkapi dengan inner product dengan aturan jika f,g € L?(R) didefi-
nisikan

)= [ e, 2.6)
dengan normanya ditulis sebagai

o = (7.5 = [ 170Par 2.7)

Contoh 3. Diberikan fungsi rectangular pulse

_T T
£t) = {1’ A (2.8)

0, selainnya,



dengan T > 0. Tunjukkan bahwa fungsi f(¢) termasuk dalam ruang fungsi L?(R).
Penyelesaian. Berdasarkan Definisi[2.1.2] maka diperoleh

2 [~ 2
/R\f(t)I dt—/_oolf(t)l dt

,% g oo
:/ \0|2dt+/ |1\2dt+/ |0]%dt
oo -% -1

Karena T sebarang bilangan konstan 7" > 0 maka integral f(t) berhingga, maka
fungsi f(t) termasuk dalam ruang L?(R).

Contoh 4. Diberikan fungsi f(t) = e~ dimana ¢ € R. Tunjukkan bahwa fungsi f(t)
termasuk dalam ruang fungsi L?(R).

Penyelesaian. Berdasarkan Definisi 2.1.2, diperoleh

[irora= [
- /_ Z(e‘2t2)dt

=1/3

Karena /% < oo, maka fungsi f(t) = e~*" ada dalam ruang L2(R).

Definisi 2.1.3 (Ruang L?(R?)) Misalkan f adalah fungsi yang terintegralkan pada R?,
maka ruang L*(R?), didefinisikan sebagai himpunan semua fungsi f yang terinte-

gralkan mutlak pada R, yaitu

@) ={s: [ 1r0Pa <o), (2.9)

Maka norm dari f dalam L*(R?) dilengkapi dengan
e = ([ 1501 at) 2.10)

Contoh 5. Diberikan fungsi f(t) = ¢~t* dimana t € R2. Tunjukkan bahwa fungsi f(t)

termasuk dalam ruang fungsi L?(R?).



Penyelesaian. Berdasarkan Definisi 2.1.2, diperoleh

o0 o0 2
[rwpa= [ [ jetpa
- / h / (e gy
== /oo eizt?dtl /Oc 672t§dt2

I
o3
(G
=

Karena % < oo, maka fungsi f(t) = e~ ada dalam ruang L2(R2).

2.1.3. Ruang L”(R)

Definisi 2.1.4 (Ruang L?(R)) Misalkan f : R — R adalah fungsi terukur bernilai real.
Koleksi kelas fungsi dari fungsi-fungsi terukur yang diintegralkan p pada R dengan

1 < p < o didefinisikan sebagai

L7(R) = {f i< oo} @.11)

|Peetre J.,|1969].
Ruang L?(R) dilengkapi dengan norm ||.||L,7(R) yang dirumuskan

T ( / If(t)l”dt> g 2.12)

2.2. Transformasi Fourier
Transformasi Fourier adalah transformasi integral linier yang mengubah suatu
sinyal dari domain waktu (space domain) menjadi domain frekuensi (frequency do-

main). Transformasi ini umumnya digunakan pada bidang pemrosesan sinyal digital

atau analisis sinyal.

Definisi 2.2.1 (Transformasi Fourier) Misalkan f € L'(R), transformasi Fourier dari f
didefinisikan oleh

F{f} (w) = /Rf(t)e*“’tdt, (2.13)

dengan e=“! = cos(wt) — isin(wt) [Bracewell R.,|2000].



Karena e~ ™! = cos(wt) — isin(wt) maka Persamaan (2.13) dapat ditulis kembali

menjadi
F{f}w) = / f()(cos(wt) — isin(wt))dt
R
= / f(¢) cos(wt)dt — / f(t)isin(wt)dt.
R R
Contoh 6.
Diberikan fungsi rectangular pulse
1, —L<t<Z
f(t) = 2 2 (2.14)
0, selainnya,
dengan T > 0.

Penyelesaian.
Berdasarkan Definisi[2.2.1, maka tranformasi Fourier dari f(¢) yaitu

oo

F{f}w) = / F(tye et

:/ @www+/
é -
= / e tdt

vlN

oo

(l)e*i“’tdt—i—/ (0)e ™™t

T
2

N

T
2
= —.ieiwtéz
() 2
]. iwT iwT
:—_—(67 2 —e 2 )
w

Jadi F{f} (w) = % (sin (%))
Sifat-sifat transformasi Fourier adalah sebagai berikut [Bahri M. & Zulfajar R. A.,
2014].

1. Linieritas
Misalkan f € L'(R) dan untuk setiap w € R maka

Ff+ b (W) = F{f} (W) + F{g} (w)- (2.15)

Bukti. Dari definisi transformasi Fourier, diperoleh



FU+ae) = [ (¢ +a0e
:[m f(t)eii“mdt—&—/ioo g(t)eiiwtdt
= F{f} (W) + F{g} ().

Jadi, F {f + g} (w) = F{f} (w) + F {g} (w).

. Perkalian konstanta
Misalkan f € L'(R) dan untuk setiap k € C maka

FAkf}H (W) = kF{f} (w). (2.16)

Bukti. Dari definisi transformasi Fourieg, diperoleh
FAkf} () = j (kf(t))e™""dt.

Karena k adalah sebuah konstanta, m;:a
Flefy @) =k [ et
kP (S} @),
Jadi, F {1f} (@) = KF {f} ().

. Translasi
Misalkan f € L'(R) dan translasi (7. f)(t) = f(t — k), maka

Finef} (W) = e P F{f} (w). (2.17)
Bukti. Dari definisi transformasi Fourjgr, diperoleh

FU} ) = / (ri f)e "t

_ /OO F(t — k)e~™tdt.
Misalkan v =t — k,t = u + k,dt = du_.ooSehingga diperoleh
Fipe) = [ e =0
_ / T (u)e- ek gy
= gk / " fu)erdu
O} (2.18)

Jadi, F {7/} (w) = e “*F {f} (w).
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4. Modulasi
Misalkan f € L'(R) dan wy € R. Jika (M, f)(t) = e™°! f(t), maka
F M, f} (w) = F{f} (w — wo). (2.19)
Bukti. Dari definisi transformasi Fourier, diperoleh

F Moy f} (w) = / (M., fe-“"dt

— 00

T

/ f —z(w wo)tdt

= F{f} (w—wo).
Jadi, F{M., [} (w) = F{f} (w —wo).
5. Translasi dan modulasi
Misalkan f € L'(R) dan k,wy € R. Jika M, 74 f(t) = e™°t f(t — k) maka
F{Muy i f ()} (w) = @7 F{f} (w — wo). (2.20)
Bukti. Dari definisi transfomasi Fourier, diperoleh

Y e

= / f(t —k)e @ wotgy,

Ambil u =t — k,t = u + k, dt = du, diperoleh
F Moyl (0} ) = [ fwe ey
_ / f(u)efi(wfwo)uefi(wfwo)kdu

_ e—i(w—wo)k / f(u)e—i(w—wo)udu

= e TR E {1} (@ — )

Jadi, F {M,, 7 f (1)} (w) = e @)k F L1 (w — wp).

Teorema 2.2.1 (Invers Transformasi Fourier) Misalkan fungsi f € L'(R), maka invers

dari transformasi Fourier ditulis sebagai

SUE / F{f} (@) dw (2.21)

[Sutrina I. et all,|2019].
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2.3. Transformasi Fourier Fraksional

Transformsi Fourier fraksional adalah sebuah generalisasi dari transformasi Fo-
urier biasa dengan sebuah parameter 6. Transfromasi Fourier yang berorde 6 adalah
sebuah pangkat ¢ dari operator transformasi Fourier. 6 = 5 adalah orde transformasi

Fourier fraksional dari transformasi Fourier biasa.

Definisi 2.3.1 Diberikan fungsi f € L'(R), Transformasi Fourier fraksional dengan

parameter 6 didefinisikan berikut

PR @) = [ 10K w0, 2.22)
R
dengan kernelnya K*(t,w) didefinisikan

C«eei(t2+w2)¥—7ﬂtwcs097 0 ?é nw
K%(w,t) ={ 6(t—w), 0 = 207 (2.23)
ot +w), 0=02n+1)m,neZ,

[Bahri M. & Abdul Karim S. Al,[2023].

Dimana ¢ adalah fungsi Direc Delta dan

1
o = 1—2";’53 z _ (sinf —icos® %_ cos@ +isin6 3
o= o - 27 sin 0 ~ U 27isind

i0 3 i ) 1
— (27r§sin9> = (27r;sin 9)% =e2 (2misinf)” 2
— ei(5-%) |1 —icotf
V2rsing or
Ini mengakibatkan
€y = - = Ve (49) 20

Hal ini jelas bahwa

(o R A Lo N Y L. L S (2.25)
27 27 sin 0

Contoh 7. Diberikan fungsi dalam bentuk f(t) = ¢~*, maka bentuk transformasi

Fourier fraksional dari fungsi f(t¢) adalah

1—icotf w2 (;eotg_esc2o
F{IW} @) = | g omge ™ Gt =in), (2.26)
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%ﬁ‘ekﬁi' Perhatikan bahwa, berdasarkan definisi transformasi Fourier fraksional dipe-

oo

F L0} (@) = /

—00

2 042
e—t (Ceet(t +w

2\ cot 6
2

—itw csc G)dt

[eS)
icot@ 2 icote 242
— C@/ e t+ w—t ztwcscﬁdt

:Ceeuu cotQ/ 1(‘01:6 1)t27’LtUJC§C6'dt
[eS)
ZCQBM (‘otﬁ/ (’2+l°°t9)t2—itwcsc9dt
o)
—2 0 .
:Cgew cute/ ( +7c0t )( —Z(ﬁ)mc“e)dt
00
t 6 > —2+1 t9 2
ico
:Cgew co / )(t 7(2i+cot9)twcsc9)dt
[eS)
t 0 > 2+icot 6 2 2t 0
’LCO
e / NE (1~ (2ot
[eS)
_o 9
_ Ceezw 200t9/ +1rot ((t_2‘:ﬁzgt99)2(2?$§;t99)2)dt
00
-2 9 2 —2+4i 0 2
= Che™ " 5“9/ 59000 (b gpieets ) — (TR ) (5355eits)? gt
[eS)
2 0 sc 0 —2+4i 0
_Ceezw cot 6 _( +L2<:ot )(27_;2;9 / ( 2+'L200t )(t_ﬁ)—:gfe)zdt
S 21 9 2 0
Ot (B (st ) / Bhiget) (et gy

Karena integral gaussian [~ e *“du = /%, maka
— 00

0 iw? cot9 ’L( w7ca(‘c0 6 ) T
FO{I(0)} () = Coe stasty) [T
2
—ZCOt9 iw? cot9 —( w? csc? 0 ) 2
2(2—i cot 0) =
2 —1cotf

, /1 —1C0t0 o2 (reor-pesley)
fzcotﬁ

2.3.1. Sifat-sifat transformasi Fourier fraksional

Sifat-sifat transformasi Fourier fraksional dapat dibuktikan dengan definisi trans-

formasi Fourier fraksional [Pratami |.A.; |2023].

Teorema 2.3.1 Misalkan f,g € L*(R) dan untuk setiap w € R, maka sifat linier dari

transformasi Fourier fraksional adalah

=F{f} (w) + F* {g} (w). (2.27)

Ff+g} W)



13

Bukti. Berdasarkan definisi transformasi Fourier fraksional, diperoleh

FHf+9} W)

Z/OO (f(t)+g(t) (cgei<t2+w2> ztefitwcsc0> it

— 00

= /°° (f(t)caei(t2+w2)cor:e,itwcsce + g(t)Caei(t2+W2)Cozte*itWCSCG> gt

— 00

co

= / f(t)Cgei(t2+w2)°°59—itwcsc‘gdt -‘rg(t)Cgei(tz""Wz) ﬁe—itwcscedt

= F{f} W)+ F {g} (w).
Jadi, Teorema [2.3.7] terbukti.

Teorema 2.3.2 Misalkan f € L(R) dan translasi . f(t) = f(t—k), maka sifat translasi

dari transformasi Fourier fraksional adalah

Fo {mef}(w) = ¢4 (K sin20—4wksin 6) 76 {f}(w—Kkcosb). (2.28)

Bukti. Berdasarkan definisi transformasi Fourier fraksional, diperoleh

o0
co

ka(t)CQGi(t2+""2) L0 —itw csc 0 d¢
oo

FO{mf) (w) = /
= [ gy ey,
Misalkan v =t — k,t = u + k, du = dt, maka

FoAmef} (W)

00
= / f(u)ceei((u+k)2+“2)#—i(u-i-k')w esch g,
—o0

[e'e] | A
= / f(u)ceei(u2+2mc+k2+“’2)%*Wfit’é“’“ du
— 00
[e'e] . , . ]
:/ f(U)Cgem(u +2uk+k"+w”) cos 972(wk+wu)du
— 00

oo .
— / f(u)C’gem (u? cos 0+2uk cos 0+k? cos 0+w? cos 9—2wk+2wu)du.
—00
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Kemudian misalkan v = w — k cos 6, dan w = v + k cos #, sehingga diperoleh

FOAmf} ()

)
— / f(U)Cgef Siiu 5 (u2 cos 042u((v+k cos 6)—k cos 0)+k:2 cos 0+ (v+k cos 0)2 cos 0—2k(v+k cos 9))du
—o0
o d 24,2 i 2 2 3 2
:/ f(u)Cee2s;n9((u +v°) cos 0—2uv) , 55fg (20k cos® 04k cos® 0—2vk—k” cos 0) 7,
—o0
— em@vkcos2 0+k? cos® —2vk—k? cosG)/ f(u)ceem((u2+v2)cos@—2uv)du
—o0
) )
_ 6725;119(721)]6(17C0S2 6)—k? cos 6(1—cos? 9))/ f(u)ceei(ungwz)%fqucsc@du
—o0
— em(fm)k sin? —k? cos 6 sin? 9)‘/—"9 {f} (1))
— ei'(k2 sin 20 —4wk sinG)f-G {f} (w — kcos 0)
Jadi, Teorema [2.3.2) terbukti.

Teorema 2.3.3 Misalkan f € L*(R) danwy € R. Jika M, f(t) = et f(t), maka sifat
modulasi dari transformasi Fourier fraksional adalah

FO Mo, f} (w) = e (wwo cos—wisin20) 76 £ £y (1 _ (0 5in 6). (2.29)
Bukti. Berdasarkan definisi transformasi Fourier fraksional, diperoleh

cot @

‘Fe {Mwof} (w) = / MwOf(t)Oeei(t2+w2) P} itwcsc&dt

_ /oo eiwotf(t)ceei(tz—i-wz)coge—itwcsc@dt

— 00

/OO f(t)cﬂei(t2+w2) 208 _jt(w—wp sin ) csc Odt (230)

Misalkan © = w — wp sinf dan w = u + wg sin 6, maka

‘Fe {Mwof} (w) = / f(t)c’eei(t2+(u+wo sin 0)?) <%0 —jtu csc Gdt

oo
_ / f(t)chei(t2+u2+2uwg sin 0+Wc2) sin? 0) C°2° 9 _jtucsc Gdt
—o0o
oo
— ei(2uw0 sin 0+wg sin® 0) <2t / f(t)COei(tz—&-uz)%—itu csc Gdt
—c0

— i(2uwo sin 04w sin® ) <3¢ ¢ {f} (w)

_ ei(4wwo cos f—w? sin 20) 0 {f} (w — wosin 9)

Jadi, Teorema terbukti.
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Definisi 2.3.2 Misalkan fungsi f € L'(R) dan F° {f} € L*(R). Maka invers transfro-
masi Fourier fraksional dari fungsi f adalah

f@) = (F)"NF s
z/]R]:g{f}(w)K,g(w,t)dw

_ / ]_-9 {f} (w)@e—i(tz-‘rwz)“’;e+itwcsc9dw. (2_31)
R

2.4. Fungsi Ambiguiti

Fungsi ambiguitas didefinisikan sebagai transformasi Fourier dari fungsi korelasi
silang dari sinyal dengan versi yang bergeser dalam waktu. Ini adalah konsep yang
berguna dalam berbagai aplikasi yang melibatkan analisis sinyal dalam domain waktu

dan frekuensi.

Definisi 2.4.1 (Fungsi Ambiguiti) Misalkan diberikan dua fungsi f,g € L?(R). Fungsi

ambiguiti dari f dan g didefinisikan sebagai

Afg(z,w) = /Rf (t + g) g (t - g)e_mdt (2.32)

[Tian-Wen C. et al.,|2012].

Beberapa sifat dasar dari fungsi ambiguiti dirangkum sebagai berikut. Misalkan
lambang 7, adalah operator translasi yang didefinisikan sebagai 7. f(¢t) = f(t — k),
dan M,,, adalah operator modulasi yang didefinisikan sebagai M,,, f(t) = et f(¢t).
Maka sifat-sifat berikut berlaku [Bahri M. et al., [2017]:

1. Konjugasi kompleks

Apg(w,w) = Ag (=2, —w). (2.33)

2. Sifat translasi
Ary prg(T,w) = e 7R AL (2, w0). (2.34)

3. Sifat modulasi
AMWULMWOQ(Q:, w) = e‘“"tf(t)Aﬁg(x, W — wp). (2.35)

4. Formula Moyal

1 1 /. N ——
%/R/RAfum(:E,w)Afmgz(CC,w)dmdw: (f1, f2)(91, g2). (2.36)
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5. Sifat formula rekontruksi

1 T )
_ A = uuwd 5 237
2 27g(0) /]R Too <2 w) ‘ ¢ ( )

dengan ¢(0) # 0.

2.5. Fungsi Ambiguiti Fraksional

Fungsi ambiguiti fraksional (FrAF) dapat didefinisikan dengan cara menggantik-
an kernel dari transformasi Fourier dengan kernel dari transformasi Fourier fraksional

kedalam definisi fungsi ambiguiti.

Definisi 2.5.1 Jika dua fungsi f,g € L*(R), maka fungsi ambiguiti fraksional dapat
didefinisikan berikut
0 _ z TN 0
Af,g(x,w)_/Rf(H 2o (- 5) K (twar (2.38)

co

dengan K°(t,w) = Cye!(t*+e) =5 —itwesed [Sanay P et all,|2020].

Diasumsikan

hig(t,z)=f (t + g) @, (2.39)

maka Persamaan (2.38) dapat ditulis kembali

Af (2, w) = / hyg(t,w) K (w, t)dt. (2.40)
R

2.6. Ketaksamaan Cauchy-Schwarz

Ketaksamaan Cauchy-Schwarz adalah salah satu ketaksamaan fundamental da-
lam analisis dan aljabar linier, memberikkan batas atas untuk nilai absolut dari produk

dalam dua vektor dalam hal norma-norma vektor tersebut.

Ketaksamaan Cauchy-Schwarz menyatakan bahwa untuk semua vektor x dan y

dalam ruang hasil kali dalam

[z, )l < Ml {lyll (2.41)

dimana (z,y) adalah hasil kali dalam dan untuk ||z||* = (z,z) [Kittaneh F. & Moradi
H. R [2020].
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2.7. Ketaksamaan Holder

Ketaksamaan Hélder adalah generalisasi dari ketaksamaan Cauchy-Schwarz
dan berlaku untuk integrasi fungsi-fungsi yang diambil dari ruang LP. Ketaksama-
an ini memberikan batas atas untuk integral dari produk dua fungsi dalam hal norma

LP dan L7 dari fungsi-fungsi tersebut.

Misalkan f dan g adalah fungsi nilai real yang dapat diintegrasikan pada interval
tertentu dan 1 < p,q < oo adalah dua bilangan yang memenuhi ; + ¢ = 1. Maka,
integral f dan ¢ memenuhi ketaksamaan Holder [Chen G. & Chen Z.,2011]:

[iswstna< ([ |f(t)|pdt>; (/ |9(t)|th>é

< fllzo gl za - (2.42)



