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ABSTRAK

Misalkan G adalah suatu graf terhubung dan W adalah suatu sub himpunan
dari himpunan titik V pada G. Himpunan W disebut himpunan penentu pada G jika
untuk setiap titik pada G memiliki representasi yang berbeda terhadap W. Himpunan
penentu dengan banyak anggota minimum disebut himpunan penentu minimum atau
basis dari G dan kardinalitas himpunan penentu minimum menyatakan dimensi
metrik pada graf G. Dan dinotasikan dengan dim(G).

Pada skripsi ini membahas mengenai dimensi metrik graf jam pasir yang
dimodifikasimHg, yang dikontruksi dari graf lengkap K; dengan graf C,.
Berdasarkan hasil pembahasan diperoleh bahwa dim (mHg,) dengan m > 3 dan
3 < n < 5 adalah 2m.

Kata kunci: graf G, himpunan penentu, basis, dimensi metrik, graf jam pasir yang
dimodifikasi.
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ABSTRACT

Suppose G is a connected graph and W is a subset of the vertex set VV of ¢. The set
W is called a resolving set of G if every vertex in G has a unique representation with
respect to W. A resolving set with the minimum number of element is called a
minimumresolving set or basis of G, and the cardinality of the minimum resolving set
is a metric dimension of the graph G, denoted by dim(G).

This thesis discusses the metric dimension of a modified hourglass graph mHg,,
constructed from the complete graph K; with the cycle graph C,. Based on the
discussion, it is found that dim (mHg,) withm >=3and3 <n <5is 2m.

Keyword: graph G, resolving set, basis, metric dimension, modified hourglass graph.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori Graf merupakan salah satu cabang ilmu dalam Matematika yang pertama
kali diperkenalkan oleh Leonhard Euler Pada tahun 1736. la menyelesaikan
permasalahan jembatan Konigsberg di Rusia dalam karyanya “Solutio problematis
ad geometrian situs pertinentis”. Pada permasalahan ini Euler ingin mencoba
membuktikan melintasi tujuh jembatan yang menghubungkan empat daratan dalam
sekali lintasan [1], Permasalahan ini ia gambarkan dengan menjadian ke-empat
daratan menjadi sebuah titik dan tujuh jembatan yang menghubungkannya menjadi
sebuah sisi. Hal ini yang menjadi cikal bakal terlahirnya konsep Teori graf.

Graf G didefinisikan sebagai himpunan tak-kosong dan berhingga V(G) dengan
anggotanya disebut titik serta E(G) adalah himpunan sisi (mungkin kosong) yang
anggota-anggotanya terdiri atas pasangan tak-terurut dua titik berbeda yang
merupakan elemen V(G) yang disebut sisi/garis. Dalam teori graf terdapat berbagai
konsep, dimana salah satunya adalah Dimensi Metrik. Dimensi metrik pertama kali
diperkenalkan oleh Slater pada tahun 1975, kemudian secara terpisah oleh Harary
dan Melter pada tahun 1976 [2]. Misalkan V(G) adalah himpunan titik-titik pada Graf
G, jarak antara dua titik yang dinotasikan dengan d(u,v) adalah Panjang lintasan
terpendek dari u ke v. Untuk himpunan terurut W = {w;, w,, ws, ..., w, } dari titik-titik
graf terhubung G dan titik v € V(G), representasi dari v terhadap W adalah k-vektor
(pasangan k-tuple) r(v|W) = (d(v,w,),d(v,wy,), ..., d(v,w;)). Jika r(v|W) untuk
setiap titik v € V(G) berbeda, maka W disebut himpunan pembeda dari V(G).
Himpunan pembeda dengan kardinalitas minimum disebut himpunan pembeda
minimum (basis metrik), dan kardinalitas dari basis metrik tersebut dinamakan
dengan dimensi metrik dan dinotasikan dengan dim(G) [3].

Penelitian tentang dimensi metrik sudah banyak dilakukan oleh peneliti-peneliti
sebelumnya, seperti contohnya penelitian tentang dimensi metrik pada graf umum
yang dilakukan oleh Klein, D.J.)Yi, E (2012) yang meneliti tentang perbandingan
dimensi metrik suatu graf dengan graf baru bentuknya, Kousar, I. dkk (2010) meneliti
tentang graf-graf yang memiliki dimensi metrik yang sama, dan Glen G Chappel
adalah peneliti yang memiliki peranan penting dalam pengembangan dimensi metrik
secara khusus, terutama untuk penelitian dimensi metrik dari graf khusus. Dalam
teori graf terdapat banyak jenis graf khusus, diantaranya adalah graf lintasan, graf
siklus, graf lengkap, graf bipartit dan graf bintang. Sebagaimana dalam matematika
secara umum, dalam teori graf dikenal juga operasi dua graf. Operasi pada graf
menggunakan istilah yang sama dengan operasi pada aljabar, antara lain, gabungan,
penjumlahan, perkalian, lebih lanjut terdapat juga operasi corona dan amalgamasi
pada suatu graf.



Graf jam pasir (hourglass) yang dinotasikan dengan (H g,,) merupakan graf jenis
baru yang diperkenalkan oleh Syamsuddin dalam penelitiannya "Bilangan Ramsey
Multipartit Ukuran untuk Graf Lintasan Versus Graf Jam Pasir." Graf jam pasir Hg,
adalah graf hasil operasi tambah graf K; dengan graf 2C,, (k; + 2C,,). Namun disini
peneliti memodifikasi graf jam pasir dengan menambahkan C,, sebanyak m-kopian.
Karena graf ini terbilang graf baru, sehingga peneliti tertarik untuk melakukan
penelitian terkait Dimensi metrik pada graf Jam Pasir yang dimodifikasi dengan judul
“Dimensi Metrik Graf Jam Pasir yang dimodifikasi.”

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan uraian dari latar belakang di atas, penulis ingin mengetahui
berapakah dimensi metrik pada graf jam pasir yang dimodifikasi (mHg,,).

1.3 Batasan Masalah

Pada penelitian ini penulis hanya membahas tentang dimensi metrik pada graf
jam pasir yang dimodifikasi dengan notasi mHg,, dengan m =3 dan 3 <n < 5.

1.4 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan dimensi metrik pada
graf jam pasir yang dimodifikasi (mHg,,)

1.5 Manfaat Penelitian

Untuk mengetahui dimensi metrik graf jam pasir yang dimodifikasi (mHg,,) serta
dapat digunakan sebagai rujukan untuk peneliti lain terkait dimensi metrik.

1.6 Landasan Teori
1.6.1 Graf

Beberapa definisi dari skripsi ini dikutip dari buku “Pengantar dan Jenis-jenis
Graf” oleh Prof. Dr. Hasmawati, M.Si

Definisi 1.6.1.1 Graf adalah pasangan himpunan (V, E), dimana V adalah himpunan
diskrit yang anggota-anggotanya disebut titik, sedangkan E adalah pasangan
anggota-anggota V yang disebut sisi. [4]

Berdasarkan definisi 1.6.1.1 himpunan V disebut himpunan titik (vertex set)
dan E disebut himpunan sisi (edge set). kadang-kadang ada yang menyebut titik
sebagai noktah dan sisi sebagai point, busur, rusuk, atau garis. Secara Matematika,
Definisi 1.6.1.1 dapat ditulis sebagai berikut: Graf G = (V(G),E(G)) dengan
V(G) = {u:u disebut titik} dan E(G) = {(u,v):u,v € V(G)} dengan (u,v) disebut
sisi, namun pada pembahasan ini, selanjutnya sisi (u, v) akan ditulis uv.



Definisi 1.6.1.2 Kardinalitas dari suatu himpunan adalah banyaknya anggota dari
suatu himpunan tersebut, kardinalitas biasanya dinotasikan dengan "| |".

Orde (order) dari graf G adalah banyaknya anggota dari V(G) dan dinyatakan
dengan p(G) sedangkan ukuran (size) adalah banyaknya sisi pada graf G dan
dinotasikan dengan q(G). Jadi apabila p(G) adalah orde graf G dan g(G) adalah
ukurannya, maka p(G) = |V(G)| dan q(G) = |E(G)|.

Definisi 1.6.1.3 Derajat suatu titik v; dalam suatu graf G, dilambangkan dengan
“d(v;)”, adalah banyaknya sisi yang terkait dengan titik v; atau d(v;) = [N;(v;)|.
Contoh 1.6.1.1 Misalkan suatu Graf G dengan V(G) = {vy,v,,v3,v,,vs} dan

E(G) = {el, ez, 63, 64, 85} dimana 61 = 171175, ez = vaS, 63 = U1U4_, 64 = v2v3,
€5 = VyVUs.
Vi V2
e €
e &
Vs
€s
Vs V3

Gambar 1.6.1.1 Graf G

Dari Gambar 1.6.1.1 di atas dapat dilihat bahwa terdapat empat titik
berderajat dua, yakni v,, v,, v;,v,, dan satu titik berderajat empat yakni vs, dan graf
di atas memiliki orde p(G) =5 dan size q(G) = 6.

Definisi 1.6.1.4 Graf lintasan adalah graf yang terdiri dari suatu barisan titik dan sisi
V1,64,V €5, ..., 6h_1,V, dengan e; = v;v;,4,i = 1,2,...,n — 1 dan dinotasikan dengan
P,.

Berikut akan diperlihatkan graf lintasan pada gambar 2 di bawah:

*—0o ® ® ® ® ® @ ®
P. P, P,

Gambar 1.6.1.2 Graf Lintasan

Dari Gambar 1.6.1.2 di atas merupakan contoh dari graf lintasan P,, P;, P,



Definisi 1.6.1.5 Graf siklus (cycle) dengan n titik dan n sisi dimana n > 3 dan
dinotasikan dengan C, adalah graf dengan himpunan titik V(C,) = V(B,) dan
himpunan sisi

E(Cy) = E(Py) U {vyv,}.

selanjutnya akan ditunjukan beberapa contoh graf siklus di bawah ini:

Gambar 1.6.1.3 Graf Siklus

Dari tiga gambar di atas dapat dilihat beberapa graf siklus Cs, C,, Cs.

Graf G dikatakan graf terhubung jika setiap dua titik u dan v selalu terdapat
lintasan yang memuat titk u dan v. Berdasarkan pengertian ini, graf siklus
merupakan graf terhubung.

Definisi 1.6.1.6 Graf G dikatakan Graf Lengkap jika setiap dua titik pada graf G
bertetangga. Graf lengkap dengan n titik dinotasikan K.

Graf lengkap memiliki ciri khusus yakni berderajat sama, graf yang setiap
titiknya berderajat sama disebut graf regular. Jika derajat graf regular adalah r,
dinotasikan r — reguler , maka graf lengkap K,, = (n — 1) — reguler, karena setiap
titik pada graf K,, berderajat n — 1. [4].

Berikut diberikan gambar graf lengkap :

Gambar 1.6.1.4 Graf Lengkap



Definisi 1.6.1.7 Distance dari titik u ke titik v pada graf G dinotasikan dengan d(u, v)
adalah Panjang lintasan terpendek dari u ke v, d(u,v) = 0 untuk semua pasangan
titik u, v di graf G dan d(u, v) = 0 jika dan hanya jika u = v. Jika tidak terdapat lintasan
dari u ke v, maka d(u,v) = . [5]

Definisi 1.6.1.8 Graf jam pasir (Hg,,) adalah graf jumlah antara graf lengkap K,
dengan gabungan dua graf sikel dengan n titik pada satu sikel dan r titik pada sikel
lainnya. Jika n =r maka graf jam pasir Hg,, dapat dikatakan graf jam pasir
seimbang, dan dinotasikan dengan Hg,,. [6]

Berikut akan ditunjukan representasi dua contoh graf jam pasir, yaitu Hgs ¢
dan Hgs:

Gambar 1.6.1.1 Graf Hgs ¢ dan Graf Hgs

Dari gambar 5 di atas titik graf lengkap K; pada graf jam pasir Hg, , sebagai titik
pusat. Titik pusat Hg,, , berderajat n + r, n pada titik C, berderajat 3 dan r pada C,
juga berderajat 3. Jika n =r graf jam pasir disebut seimbang, dan dinotasikan
dengan Hg,.

Selanjutnya akan didefinisikan graf Hg, dalam bentuk matematika sebagai
berikut:

V(Hgy) = {x,y[1<i<2,0<j<n-1)}
E(H‘gn) = {xijy’ xijxi(j+1) mod n|1 <i< 2;0 S] <n-— 1};::;

1.6.2 Basis dan Dimensi Metrik

Berikut ini akan dijelaskan definisi basis dan dimensi metrik pada graf:



Definisi 1.6.2.1 Misalkan G graf terhubung dan terdapat himpunan terurut
W = {w,,w,, ws, ..., w,} € V(G), representasi dari titik v € V(G) terhadap W adalah
pasangan terurut k-tupel, yaitu r(v|W) = (d(v,wy), d(v, wy), ..., d(v, wy,)).

Definisi 1.6.2.2 Himpunan W disebut himpunan penentu jika untuk setiap dua titik
x,y € V(G) yang berbeda memenuhi r(x|W) # r(y|W). [7]

Definisi 1.6.2.3 Himpunan penentu yang mempunyai kardinalitas paling minimum
disebut himpunan penentu minimum (minimum separated set). [7]

Definisi 1.6.2.2 Basis dari suatu graf G adalah himpunan penentu minimum dari G.[7]

Definisi 1.6.2.3 Dimensi metrik dari graf G adalah banyaknya kardinalitas dari
himpunan penentu minimum (basis) dan dinotasikan dim (G). [7]

Contoh 1.6.2.1

Misal G adalah graf dengan himpunan titik V(G) = {vy,v,,vs,v,,v5} dan
E(G) = {v1v,, v1Vs, V51, UsV3, V31, }. Bentuk graf G dapat dilihat pada gambar berikut:

Vi Vs

\/) V3

Gambar 1.6.2.1 Graf G

Misalkan dipilih W, = {v,, v3}, representasi setiap titik pada graf G terhadap
W, adalah:

r(v W) = (0,2) r(v, W) = (1,1) r(vs|Ws) = (2,0)
r(uWy) = (2,1) r(vs|W1) = (1,1)

Karena terdapat representasi yang sama vyakni r(v,|W;) = r{vs|W;) =
(1,1). maka W, bukan himpunan penentu pada graf G.

Misalkan dipilih W, = {v,,v,} representasi setiap titik pada graf G terhadap
W, adalah

r(v1|W) = (0,2) r(v,[W,) = (1,2) r(v3|W,) = (2,1)

r(valW2) = (2,0) r(vs|W,) = (1,1)



Karena tidak terdapat representasi yang sama maka dapat disimpulkan
bahwa W, merupakan himpunan penentu di graf G. Selanjutnya akan diselidiki
apakah W, merupakan basis dari graf G, dengan menghitung representasi sebarang
titik elemen V(G) yang mempunyai kardinalitas kurang dari W,. Seperti yang tertera
pada tabel berikut:

Tabel 1.6.2.1 Tabel representasi setiap titik pada graf ¢ terhadap himpunan W
dengan |W| < |W,]|

r(wi|W) r(@.|W) r(ws|W) (s W) r(ws|W)
W=wv 0) €Y 2) 2) €Y
W=wv, M 2) 2) €Y )
W = v, (2) @ M ) M
W=, (2) €Y ) @ (2)
W =vs ) 0) €Y €Y (2)

Dari Tabel 1.6.2.1, dapat dilihat bahwa semua himpunan bagian dari V(G)
yang mempunyai banyak anggota kurang dari |W,| bukan merupakan himpunan
penentu karena setiap titik pada graf G memiliki representasi yang sama terhadap
W . Jadi W, adalah himpunan penentu minimum. Sehingga W, = {v,, v,} adalah basis
pada graf G,dan dim G = 2.

Teorema 1.6.2.1 Misalkan G adalah graf terhubung dengan ordo n > 2, maka
dim(G) = 1 jika dan hanya jika G = B,.

Teorema 1.6.2.2 Jika C,, adalah graf siklus dengan n titk dan n >3, maka
dim (C,) =2

Bukti:
Misalkan v,, v,, vs, ..., v, adalah titik-titik pada siklus dengan n > 3 pada graf G.
i Untuk siklus dengan n ganijil.

Misalkan W = {u,_4,u,} akan dibuktikan W himpunan penentu. Representasi
setiap titik pada Graf C,, terhadap S adalah
r(v W) = (2,1)
r(v,|W) = (3,2)
r(vs|W) = (4,3)

0-E2)

r (Un—B
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r(Wn—2 W) = (1,2)
r(Wn-1 W) = (0,1)
r(v|W) = (1,0)

karena untuk setiap u, v € V(C,,),u # v berlaku r(u|W) # r(v|W), maka
W = {v,,_1,v,) adalah himpunan penentu.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa W = {v,_;,v,) adalah himpunan
penentu dengan kardinalitas minimum. Karena graf C, adalah graf siklus,
berdasarkan Teorema 1.6.2.1, maka dim(C,) # 1, sehingga tidak ada
himpunan penentu dengan kardinalitas kurang dari 2. Oleh karena itu,
[W| =2 merupakan himpunan penentu dengan kardinalitas minimum,
sehingga dim(C,,) = 2 untuk n ganjil.

i. Untuk siklus dengan n genap
Misalkan W = {v(,_y),v,}. Akan dibuktikan bahwa W adalah himpunan
penentu. Representasi setiap titik pada graf C,, terhadap W adalah
r(v W) = (2,1)
r(v,|W) = (3,2)
r(vs|W) = (4,3)

A|w) = G")
() = ()

0 C55)

r(vn-,IW) = (1,2)
r(vp—1|IW) = (0,1)
r(v, W) = (1,0)

karena untuk setiap u,v € V(C,),u # v berlaku r(u|W) # r(v|W), maka
W = {v,,_;,v,) adalah himpunan penentu.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa W = {v,_,,v,) adalah himpunan
penentu dengan kardinalitas minimum. Karena graf C, adalah graf siklus,
berdasarkan Teorema 1.6.2.1, maka dim(C,) # 1, sehingga tidak ada
himpunan penentu dengan kardinalitas kurang dari 2. Oleh karena itu,

r (Un—z
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[W| =2 merupakan himpunan penentu dengan kardinalitas minimum,
sehingga dim(C,,) = 2 untuk n genap.

Berdasarkan | dan ii, terbukti bahwa graf siklus (C,) dengan n ganijil
dan n genap maka dim(C,) = 2m



