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ABSTRAK

Telah dilakukan penurunan solusi modifikasi persamaan medan gravitasi Einstein
dengan pendekatan teori gravitasi f (R). Teori gravitasi f (R) adalah perluasan dari
teori gravitasi Einstein. Modifikasi diperoleh dengan menambah suku invarian
dengan orde lebih tinggi pada skalar Ricci pada teori gravitasi Einstein dalam
bentuk fungsi f(R). Dengan mengambil kasus khusus R = R, diperoleh solusi
vakum simetri bola untuk lubang hitam bermassa m dan tidak berotasi, disebut
lubang hitam Schwarzschild termodifikasi. Solusi tersebut menunjukkan adanya
suku tambahan yaitu konstanta kurvatur R, pada metrik Schwarzschild

termodifikasi dalam teori gravitasi f(R).

Kata Kunci: Persamaan Medan Gravitasi Einstein, Teori Gravitasi f(R), Metrik

Schwazschild Termodifikasi



ABSTRACT

We have investigated the solution to the modification of Einstein's gravitational
field equations has been carried out through the f(R) theory of gravity approach.
The f(R) theory of gravity is a generalization of Einstein's theory of gravity. The
modification was obtained by adding a higher-order invariant term into the Ricci
scalar within Einstein's theory of gravity in the form of a function f(R). By
considering a special case R = R, we found that the solution of spherically
symmetric vacuum for a non-rotating black hole with mass m, that was known as
the modified Schwarzschild black hole. This solution shows that there is an
additional term, the constant curvature f(R) in the modified Schwarzschild metric
in the f(R) theory of gravity.

Keywords: Einstein's gravitational field equations, f(R) theory of gravity,

modified Schwarzschild metric.
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BAB I
PENDAHULUAN
I.1 Latar Belakang

Teori relativitas umum adalah teori fisika yang dikembangkan oleh Albert
Einstein pada tahun 1915. Teori ini merupakan pengembangan dari teori relativitas
khusus, yang dikemukakan oleh Einstein pada tahun 1905. Sedangkan teori
relativitas khusus adalah pengembangan teori gravitasi Newton. Teori gravitasi
Newton sangat berhasil di dalam menerangkan sifat gerak benda berkelajuan
rendah. Namun, gagal untuk benda yang kelajuannya mendekati laju cahaya [11].

Teori relativitas umum menyatakan bahwa gravitasi adalah efek dari
kelengkungan ruang-waktu yang disebabkan oleh distribusi massa-energi. Dalam
teori relativitas umum, massa-energi dapat mempengaruhi geometri ruang-waktu
yang dinyatakan dalam bentuk persamaan matematis yakni persamaan medan
gravitasi Einstein. Persamaan medan gravitasi Einstein di ruas kirinya adalah suku
gravitasi dan diruas kanannya adalah suku kontribusi materi-energi [11].

Mencari solusi dari persamaan medan gravitasi Einstein pada dasarnya
sangatlah sulit karena persamaannya dalam bentuk persamaan diferensial parsial
non linier. Einstein sendiri tidak yakin dapat diperoleh solusi eksak terhadap
persamaan medan gravitasinya. Akan tetapi, cukup mengejutkan solusi eksak
pertama berhasil ditemukan oleh Karl Schwarzschild pada tahun 1916, kurang dari
setahun setelah publikasi teori relativitas umum. Solusi Schwarzschild atau biasa
disebut metrik Schwarzschild merupakan solusi vakum untuk lubang hitam statik
atau tidak berotasi dan diitinjau menggunakan elemen garis simetri bola. Statik
artinya dalam sistem koordinat yang digunakan, turunan tensor metrik terhadap
waktu sama dengan nol atau dengan kata lain tensor metriknya tidak bergantung
waktu [1,2].

Selain solusi persamaan medan Einstein yang diaplikasikan pada lubang
hitam, persamaan medan Einstein juga dapat diaplikasikan dalam ranah kosmologi
dan astrofisika. terdapat solusi lain yakni dengan memodifikasi persamaan medan
Einstein. Dalam penelitian beberapa dekade terakhir, untuk menjelaskan
pengamatan galaksi spiral memunculkan konsep dark matter atau materi gelap dan



pengamatan pergeseran merah dari supernova memunculkan konsep dark energy
atau energi gelap. Energi gelap diperkenalkan untuk menjelaskan percepatan dari
pengembangan alam semesta. Menurut hasil pengamatan, komposisi alam semesta
diisi oleh materi tampak (ordinary matter) sekitar 4%, sekitar 23% materi gelap
(dark matter) dan 73% energi gelap (dark energy) [3]. Akan tetapi, teori dan
pengamatan haruslah saling berkaitan satu sama lain. Salah satu model teoretis yang
berkembang untuk menjelaskan hasil pengamatan tersebut adalah modifikasi
gravitasi. Seiring berjalannya waktu, modifikasi gravitasi dilakukan dengan
mengesampingkan kehadiran materi gelap dan energi gelap [4].

Salah satu modifikasi paling sederhana pada teori gravitasi Einstein adalah
dengan menambah suku invarian dengan orde yang lebih tinggi dari kurvatur dalam
aksi Einstein-Hilbert standar yang disebut teori gravitasi f(R) . Modifikasi
dilakukan pada ruas kiri persamaan medan gravitasi Einstein ditinjau melalui teori
gravitasi f(R) yang diperkenalkan oleh Hans Adolph Buchdahl pada tahun 1970
[5]. Dalam teori gravitasi f(R), skalar kelengkungan Ricci berubah bentuk dimana
rapat Lagrangian f adalah fungsi arbitrer dari skalar Ricci. Sehingga dengan
menggunakan prinsip aksi, ketika f(R) = R maka persamaan gravitasi f(R)
kembali menjadi persamaan medan gravitasi Einstein standar [14-18].

Motivasi mempelajari teori gravitasi f(R) adalah teori ini dapat diperoleh
penyelesaian dari masalah evolusi alam semesta tanpa memunculkan konsep dark
matter dan dark energy. Sehingga, akan menarik jika teori gravitasi f(R)
digunakan untuk mempelajari lubang hitam. Penelitian sebelumnya telah
ditemukan solusi lubang hitam Schwarzschild dalam teori gravitasi f(R) [5].
Berdasarkan uraian diatas, maka penelitian ini akan dilakukan penelusuran kembali
untuk mencari solusi persamaan medan gravitasi Einstein dalam modifikasi teori
gravitasi yakni teori gravitasi f(R) dengan menggunakan formalisme metrik.
Adapun Formalisme metrik hanya bergantung terhadap tensor metrik g, .
Pencarian solusi tersebut ditinjau tanpa adanya kehadiran massa dan energi atau
biasa disebut sebagai solusi vakum dengan menggunakan elemen garis simetri bola
dan tidak berotasi.



1.2 Rumusan Masalah

Adapun rumusan masalah dalam penelitian ini yaitu bagaimana solusi
persamaan medan Einstein pada modifikasi teori relativitas umum menurut teori
gravitasi f(R). Sehingga, akan diperoleh solusi Schwarzschild termodifikasi dalam
teori gravitasi f(R).

1.3 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan penelitian dalam penelitian ini yaitu memperoleh solusi dari
modifikasi persamaan medan Einstein dalam teori relativita umum yang

direpresentasikan oleh metrik Schwarzschild termodifikasi dalam teori gravitasi

f(R).



BAB |1
TINJAUAN PUSTAKA

I1.1 Persamaan Medan Einstein Standar

Sebelum perumusan teori relativitas umum mengenai gravitasi oleh Albert
Einstein, orang mengenal sedikitnya tiga hukum gerak yaitu mekanika Newton,
relativitas khusus dan gravitasi Newton. Teori Newton tentang gravitasi
menerangkan fenomena gerak benda-benda langit yang dipengaruhi oleh interaksi
gravitasi antarbenda tersebut dengan ketelitian tinggi. Namun, sayangnya teori
gravitasi Newton tidak konsisten dengan teori relativitas khusus. Teori gravitasi
Newton memenuhi persamaan Poisson dengan distribusi materi p, yang menjadi

sumber gravitasi [7, 9].
Vi =4rGp , (2.1)

dengan ¢, G, dan p masing-masing adalah potensial skalar, konstanta gravitasi
Newton dan rapat massa sumber medan gravitasi.

Berdasarkan asas kesetaraan, pada tahun 1915 Einstein berhasil merumuskan
kembali teori gravitasi Newton dalam teori relativitas umumnya dengan berasumsi
bahwa gravitasi tidak seperti gaya-gaya lainnya, melainkan gravitasi merupakan
efek dari kelengkungan ruang-waktu yang diakibatkan oleh distribusi materi dan
energi [8]. Objek dengan massa yang besar melengkungkan ruang-waktu lebih
besar dibanding objek yang massanya lebih kecil, akibatnya objek dengan massa

yang lebih kecil akan bergerak relatif terhadap objek yang massanya lebih besar.

Selain asas kesetaraan, teori relativitas umum juga dibangun dari asas
kovariansi umum yang menyatakan bahwa semua sistem koordinat yang digunakan
dalam mengungkapkan hukum-hukum fisika sama baiknya dan berlaku sama, serta
harus memiliki bentuk yang kovarian [8]. Atas dasar itu, Einstein kemudian
merumuskan persamaan medan gravitasi menggunakan ruang-waktu 4 dimensi
yang melengkung (ruang Riemann) untuk mendeskripsikan kontribusi materi-

energi dalam ruang, yang umumnya dikenal sebagai persamaan medan Einstein.



Dengan menggunakan analisis tensor, diperoleh bentuk umum persamaan medan
Einstein sebagai berikut [7,8,10,11]

1
Gy = Ry — EguvR = Kk*Tyy , (2.2)

dimana G, ,

momentum yang mendeskripsikan distribusi dalam ruang-waktu 4 dimensi, dan

T,v, dan k* masing-masing adalah tensor Einstein, tensor energi-

tetapan medan gravitasi Einstein. R,, merupakan tensor kelengkungan dari

geometri ruang yang dikenal sebagai tensor Ricci, yakni:

g, arg,
W oxe pxk

+ T T — Tiplhy (2.3)

Adapun R dalam persamaan (2.2) adalah skalar Ricci, dengan R = g*'R,,,, ,
dan Ty, dalam persamaan (2.3) merupakan simbol Christoffel jenis kedua yang

diberikan oleh

1
r;ofv = Egaﬁ(augvﬂ + avgﬁu - aﬁguv) > (2.4)

dengan g,,, dan g*V masing-masing adalah tensor metrik dalam bentuk kovarian

dan kontravarian. Indeks u dan v berjalan dari 1 sampai 3.

Selanjutnya, untuk menentukan nilai dari x?, maka persamaan medan
Einstein dapat direduksi menjadi hukum gravitasi Newton. Reduksi persamaan
medan Einstein dalam limit nonrelativistik dan medan gravitasi lemah serta dalam
medan statik akan diperoleh nilai k? = 8G/c* [9], sehingga persamaan medan

Einstein secara lengkap dapat dituliskan sebagai

1 8nG
GMV = R,uv - Egle = TTPW , (25)

dengan ¢ adalah kecepatan cahaya yang nilainya dalam konsep relativistik dapat

dipilih sama dengan 1 (A = ¢ = 1).



11.2 Prinsip Aksi Einstein-Hilbert

Selain melalui analisa tensor, persamaan medan Einstein dapat diturunkan
kembali dari prinsip aksi yang digagas oleh David Hilbert pada tahun 1915
berdasarkan pekerjaan Einstein sebelumnya, yang kemudian dikenal sebagai aksi
Einstein-Hilbert. Perumusan medan Einstein dengan aksi Einstein-Hilbert akan
dapat diperoleh hubungan sistematis antara tensor energi-momentum dengan
Lagrangian materi [8]. Dimana Lagrangian materi ini sangat ampuh dalam

menjabarkan dinamika dan energi sistem serta dapat dipahami dengan baik.

Dalam mekanika klasik benda titik, besaran aksi merupakan integral dari

Lagrangian sistem terhadap waktu, yang dinyatakan sebagai
s= f Ldt . 2.6)

Sedangkan dalam teori medan klasik yang merupakan generalisasi dari mekanika
benda titik, yaitu dengan mengambil banyaknya titik-titik menjadi tak berhingga
sehingga variabel-variabel yang digunakan adalah variabel kontinu dalam ruang-
waktu, yang kemudian dinyatakan sebagai rapat Lagrangian £, dimana £ =

dL/dV, maka besaran aksi dapat dituliskan menjadi [9]

Szflldth:f\/—_ng“x : 2.7

dengan \/—_gd“x adalah integral ruang-waktu 4D, dimana \/—_g merupakan
Jacobian ruang-waktu yang diperoleh dari penggabungan komponen ruang dV =
J(x!)d®x dengan komponen waktu dt atau dx° (x°=ct, dengan ¢ =1).
Sedangkan tanda negatif disisipkan untuk menjamin agar nilainya selalu positif
karena dalam limit medan lemah, tensor metrik menuju metrik Minkowski yang

mempunyai determinan —1 [8].

Lagrangian dan rapat Lagrangian adalah skalar, dimana rapat Lagrangian

dalam aksi Einstein-Hilbert merupakan rapat Lagrangian gravitasi ditambahkan



dengan rapat Lagrangian materi sebagai sumber dari gravitasi. Rapat Lagrangian
dalam aksi Einstein-Hilbert dapat dituliskan sebagai [8]

R
L=om—Lu (2.8)

dengan L; = R/2k? adalah rapat Lagrangian gravitasi dan £, adalah rapat
Lagrangian materi sebagai sumber gravitasi. Selanjutnya, dengan memasukkan
persamaan (2.8) ke dalam persamaan (2.7) maka aksi Einstein-Hilbert dapat

dituliskan menjadi

Sgy = f\/—_g (Z%—LM) d*x . (2.9)

Berdasarkan prinsip aksi Hamilton, variasi dari suatu aksi haruslah sama

dengan nol [7]. Jadi variasi dari aksi Einstein-Hilbert dapat dituliskan sebagai.

8Sey =0 = Sf\/_ ——LM>

= z—izfd“x 6(\/—_gR)—fd4x §(J—9 Lu) - (2.10)

Selanjutnya, dengan meninjau terlebih dahulu integrasi pada suku pertama dari
variasi aksi Einstein-Hilbert pada persamaan (2.10) yang memberikan

persamaan

Jd*x 5(\/__9 R) =[d*x 5(\/__9 g’“’Rw)
= Jd“xﬁg‘“’((?Rw) +fd4x R, 6(g"/-g) . (.11

Jika menggunakan teorema Gauss, maka integral dari g#*&R,,, pada suku pertama

persamaan (2.11) akan lenyap karena berubah menjadi integral permukaan yang
variasinya adalah nol [8]. Sehingga yang tersisa adalah integral suku kedua pada

persamaan (2.11) yang jika diuraikan akan diperoleh

j d*x 5(/~gR) = f d*x =g Ruey(8g") + j d*x g" R (877) . (2.12)



Relasi dari variasi daterminan metrik §,/—g pada suku kedua persamaan

(2.12) adalah [8, 9]

1
8J—g = —E,/—g Indgh . (2.13)

Selanjutnya, dengan memasukkan persamaan (2.19) ke dalam persamaan (2.12),

maka integrasi suku pertama dari variasi aksi Einstein-Hilbert (2.11) diperoleh
1
f d*x 5(,/—gR) = f d*x.[—g <Ruv - ngR) 5g*v
- f 4% /=g Gy g™ . (2.14)

dimana Gy, = Ry, — % 9uv R adalah tensor Einstein dalam bentuk kovarian.

Selanjutnya ditinjau rapat Lagrangian materi pada integrasi suku kedua
persamaan (2.10), dan mengingat bahwa Lagrangian merupakan fungsi dari posisi
dan turunan pertamanya, Ly = Ly(g*", g%’), [8,12,13] maka integrasi suku

kedua pada persamaan (2.10) dapat dituliskan menjadi

6(\/_£M) a(\/_LM) a(ﬁfM) Sg;fzv

uv
og T

_ W=95m) o (J_g w)

o 0.(8g™) . (2.15)

Jika ditinjau kembali aturan diferensial parsial pada suku kedua persamaan (2.15),
maka persamaan (2.15) dapat dijabarkan menjadi

- (S o
t o [a(gv ) 6g””)l : (2.16)



Mengacu pada persamaan Hamilton untuk variasi dari suatu aksi stasioner,
maka suku kedua dari persamaan (2.16) menjadi lenyap atau sama dengan nol,

sehingga persamaan (2.16) dapat dituliskan menjadi

6(\/—_g£M) — a(\/__gLM)_ 0 <a(\/__gLM)

oghv. 2.17
agﬂv axa ag,l;lxv )l g ( )

Selanjutnya, dengan memasukkan persamaan (2.17) dan (2.14) ke dalam persamaan
(2.10), dan mengambil variasi total dari aksi Einstein-Hilbert, §Sz; = 0, maka
variasinya dapat dituliskan menjadi

[{om - TS - SR

>l} Sgtd*x =0. (2.18)

Dari persamaan (2.18) dan relasinya pada persamaan (2.14), dapat diperoleh

persamaan medan gravitasi Einstein (Lampiran B)
— 1 2
GMV = RHV - EgIrWR = K le . (219)

dengan T, tidak lain adalah tensor energi-momentum yang dapat dituliskan

sebagai

2 [o(/=gtw) @ <6(J-_9LM)>], (2.20)

T,, =
v —g| odg* Ox® 09"y

Tensor energi-momentum pada persamaan (2.20) di atas merupakan sajian
eksplisit untuk setiap medan materi selain gravitasi [10,11,13]. Dari persamaan
(2.20) juga dapat diperoleh,

— 2 5m
kv =g sgmv

Dimana sajian tersebut merupakan bentuk yang lebih sederhana untuk

(2.21)

tensor energi-momentum dalam bentuk kovarian, dimana T,,, memuat dinamika

suatu materi, mulai dari persamaan gerak, energi momentum dan posisi [10,11,13].



11.3 Teori Gravitasi f(R)
Teori gravitasi f(R) adalah perluasan dari teori relativitas umum Einstein

yang diturunkan dari variasi aksi Einstein-Hilbert untuk medan gravitasi linear
dalam skalar kurvatur Ricci R. Teori gravitasi f(R) diperkenalkan pada tahun
1970-an sebagai teori alternatif untuk menjelaskan pengamatan materi gelap dan
energi gelap. Dalam merumuskan teori gravitasi f(R), ada beberapa formalisme
yang dapat digunakan. Namun, dalam penelitian ini formalisme yang akan
digunakan adalah formalisme metrik yang hanya bergantung terhadapat tensor
metrik g,,,. Untuk keperluan kajian dalam teori gravitasi f(R), dapat dimulai dari
aksi [19-22]

S =Sg(Guv) + Sm(Gu ¥) (2.22)

Apabila suku aksi gravitasi ditulis dalam bentuk gravitasi f(R). Maka persamaan
(2.22) menjadi

R
S = f d*x \[—g (g};) + S ¥) (2.23)

dimana S, adalalah aksi gravitasi dan S,, sebagai aksi materi. Variasi aksi dalam

formalisme ini hanya bergantung terhadap tensor metrik g,,,,.

10



