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ABSTRAK

Dimensi metrik sisi merupakan pengembangan dari dimensi metrik titik. Dimensi
Metrik sisi berfokus pada pembahasan konsep jarak antara suatu sisi dengan titik
pada graf. Jarak yang dimaksud adalah banyaknya sisi pada lintasan terpendek yang
memuat titik yang dimaksud dengan salah satu titik ujung sisi. Dalam penelitian
skripsi ini, ditunjukkan bahwa dimensi metrik sisi pada graf roda berkepala dua
dimE(Wz’n) =n+ 1,untuk n = 3,4 dan dimE(Wz'n) =n-—1,untuk n > 5.

Kata kunci: Dimensi metrik sisi, Lintasan, Jarak, Graf roda berkepala dua.

Judul : Penentuan Dimensi Metrik Sisi Terhadap Graf Roda Berkepala
Dua

Nama : Vira Anggraeni

NIM : H011201070

Program Studi . Matematika
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ABSTRACT

Edge metric dimension is a development of point metric dimensions. Edge metric
dimensions discuss the distance between an edge and a point on a graph. The
distance is the number of edges on the shortest path that contains the point in
question with one of the edge's endpoints. In this research, it is shown that the edge
metric dimension of a two-center wheel graph is dimE(Wzln) =n+1,forn=3,4

dan dimz(W,,) =n —1,forn > 5.

Keywords: Edge metric dimension, Path, Distance, Two-center wheel graph.

Title : Determination of Edge Metric Dimension on A Two-Center
Wheel Graphs
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BAB |
PENDAHULUAN

Bab ini menjelaskan tentang latar belakang, rumusan masalah, batasan
masalah, tujuan penelitian, dan manfaat penelitian.
1.1 Latar Belakang

IImu matematika merupakan salah satu alat bantu yang digunakan untuk
mencari dan menemukan solusi serta menyederhanakan penyajian dan pemahaman
dari suatu masalah. Salah satu konsep dalam ilmu matematika yaitu teori graf. Teori
graf digunakan untuk mempresentasikan masalah yang kompleks dengan cara yang
lebih sederhana, sehingga mudah untuk dipahami, dianalisis, serta dicari solusinya.

Graf sering digunakan untuk menjelaskan objek diskrit serta hubungan antar
objeknya. Objek direpresentasikan sebagai titik dan hubungan antar objek
dinyatakan sebagai sebuah garis atau sisi. Hal ini berkaitan erat dengan konsep jarak
(metrik). Konsep metrik atau yang lebih dikenal dengan dimensi metrik merupakan
topik menarik yang telah banyak diteliti.

Dimensi metrik graf pertama kali di perkenalkan oleh Slater pada tahun 1975,
dan selanjutnya dikaji oleh F. Harary dan R. A. Melter pada tahun 1976. Setelah
itu, seiring dengan perkembangannya yang cukup pesat, banyak penelitian yang
mengkaji tentang dimensi metrik (Singh dkk., 2021). Terdapat beberapa istilah
dalam dimensi metrik, salah satunya adalah himpunan penentu. himpunan penentu
(resolving set) merupakan himpunan titik pada graf jika setiap titik pada graf
tersebut mempunyai representasi jarak yang berbeda dengan himpunan penentu
tersebut.

Saat ini, banyak peneliti yang mengkaji tentang dimensi metrik, seperti
dimensi metrik lokal (Okamoto dkk., 2010), dimensi metrik kuat (Rahmadi dkk.,
2017), dimensi metrik fraksional (Benish dkk., 2018), dan lain sebagainya. Salah
satu yang sering dibahas beberapa tahun belakangan ini ialah dimensi metrik sisi
(edge metric dimension) pada graf. Jika dimensi metrik titik menggunakan konsep
jarak antar titik, maka dimensi metrik sisi menggunakan konsep jarak antara sisi

dengan titik pada suatu graf. Sama halnya dengan dimensi metrik titik, dimensi
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metrik sisi juga memiliki himpunan penentu sisi (edge resolving set) yang disebut
generator metrik sisi (edge metric generator). Himpunan penentu sisi dengan
kardinalitas minimum disebut dimensi metrik sisi yang dilambangkan dengan
dimg(G). (Adawiyah dkk, 2021).

Dimensi metrik sisi merupakan pengembangan dari dimensi metrik yang
pertama kali diperkenalkan oleh Slater pada tahun 1975 dan pada tahun 1976 oleh
Harary dan Melter. Dimensi metrik sisi menjadi salah satu topik pembahasan
mengenai jarak dalam graf (Adawiyah & Rafiantika, 2021). Jarak yang dimaksud
adalah banyaknya sisi pada lintasan terpendek yang memuat titik yang dimaksud
dengan salah satu titik ujung sisi. Konsep awal pada dimensi metrik sisi adalah
memilih himpunan penentu sisi seminimum mungkin pada graf G, sedemikian
sehingga terdapat representasi jarak yang berbeda dari setiap sisi pada graf G.
Dimensi Metrik sisi berfokus pada pembahasan konsep jarak antara suatu sisi
dengan titik pada graf. Dimensi metrik sisi pertama kali diperkenalkan oleh Kelenc
dkk. (2017) Oleh sebab itu, kajian tentang dimensi metrik sisi terbilang baru di teori
graf.

Kelenc dkk. (2018) menemukan dimensi metrik sisi pada graf lintasan adalah
1. Adawiyah dkk. (2020) menemukan dimensi metrik sisi pada graf tangga dan
siklus untuk n > 2 adalah 2. Singh dkk. (2021) menemukan dimensi metrik sisi
pada graf French cycle windmill adalah m(n — 2). Adawiyah dkk. (2020)
menemukan dimensi metrik sisi pada graf roda W, dengann > 4 adalah n —
1. Hal ini menjadi landasan utama dalam pengembangan yang akan dilakukan
dalam penelitian ini. Karena, belum adanya penelitian tentang graf roda berkepala
dua, maka peneliti tertarik untuk menentukan dimensi metrik sisi pada graf roda
berkepala dua W, ,, dengan n > 3.

Dengan demikian, penelitian ini berjudul “Dimensi metrik sisi terhadap graf

roda berkepala dua”.
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1.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah berdasarkan latar belakang adalah sebagai berikut.

1. Bagaimana cara menentukan karakteristik sisi-sisi setara pada graf roda
berkepala dua.

2.  Bagaimana cara menentukan himpunan penentu sisi pada graf roda berkepala

dua.

1.3 Batasan Masalah
Pada penelitian ini, penulis membatasi untuk meneliti dimensi metrik sisi

pada graf W, , untukn > 3.

1.4 Tujuan Penelitian

Sesuai dengan rumusan masalah dan pemaparan latar belakang di atas,
Adapun tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut.
1. Untuk menentukan karakteristik sisi-sisi setara pada graf roda berkepala dua.

2. Untuk menentukan himpunan penentu sisi pada graf roda berkepala dua.

1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang diharapkan pada penelitian ini adalah.

1.  Berkontribusi dalam mengembangkan ilmu teori graf khususnya dimensi
metrik sehingga pada penelitian ini dapat digunakan sebagai referensi oleh
peneliti selanjutnya dalam menentukan dimensi metrik sisi pada graf,
khususnya pada graf sederhana.

2. Menambah pengetahuan penulis dan pembaca dalam menentukan dimensi

metrik sisi pada graf roda berkepala dua.
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BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan membahas tentang konsep dasar graf, graf-graf khusus,
serta definisi dimensi metrik sisi. Adapun definisi, notasi dan istilah yang
digunakan merujuk pada sumber berupa buku tentang graf oleh Hasmawati (2023)
dan Chartrand dan Zhang (2020).

Penelitian ini merupakan karya tulis tentang dimensi metrik sisi pada graf.
Oleh karena itu, subbab pertama membahas tentang konsep dasar graf. Subbab ini
bertujuan untuk menjelaskan istilah-istilah pada sebuah graf.

2.1 Konsep Dasar Graf

Definisi 2.1. Graf G adalah pasangan himpunan (V(G), E(G)), dengan V (G) adalah
himpunan diskrit yang elemen-elemennya disebut titik (vertex) dan E(G) adalah
himpunan dari pasangan elemen-elemen V(G) disebut sisi (edge). Definisi ini
menegaskan bahwa V (G) tidak boleh kosong, sedangkan E(G) boleh kosong. Graf
yang hanya terdiri dari titik tanpa sisi di sebut graf trivial. (Hasmawati,2020)

Titik pada graf dapat diberi label berupa huruf atau angka, seperti a,b,c,...,

atau dengan bilangan asli 1,2,3,..., atau gabungan huruf dan bilangan asli.
Sedangkan untuk sisi pada graf dapat dinyatakan dengan pasangan (u,v) atau
dituliskan dalam notasi uv yaitu sisi yang menghubungkan titik u dan v. Sisi uv
dinotasikan dengan e atau e;. Jadi sisi e; =uv menyatakan sisi yang
menghubungkan titik u dan titik v.
Contoh 2.1. Misalkan graf G memiliki himpunan titik V(G) = {1,2,3,4,5} dan
himpunan sisi E(G) = (12,15,23,23,34,44,45}, Maka pasangan himpunan G =
(V(G), E(G)) merupakan graf karena V(G) adalah himpunan himpunan diskrit
berhingga dan anggota E(G) adalah pasangan dari elemen-elemen V(G) yang juga
berhingga.
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Bentuk graf G dapat di lihat pada gambar di bawah.

Gambar 2.1 Graf ¢

Pada Contoh 2.1. dapat disimpulkan bahwa suatu titik dapat bertetangga dengan
dirinya sendiri melalui suatu sisi dan sisi tersebut disebut gelang (loop) atau sisi
dengan satu titik ujung. Selain itu, dua titik berbeda dapat terhubung oleh beberapa
sisi, sisi-sisi itu disebut sisi rangkap atau berganda karena sisi-sisinya memiliki dua
titik ujung yang sama. Apabila suatu graf tidak memiliki gelang dan sisi rangkap,
maka graf tersebut disebut graf sederhana.

Definisi 2.2 Graf sederhana G adalah pasangan (V(G), E(G)), dimana V(G)
adalah himpunan diskrit berhingga dan tidak kosong yang anggotanya disebut titik
(vertex), dan E(G) adalah himpunan pasangan-pasangan tak terurut dan berbeda
dari anggota-anggota V(G) yang disebut sisi (edge). (Hasmawati,2020)

Contoh 2.2. Diberikan graf sederhana G dengan V(G) = {u, u,, usz, u, } dan E(G)

Us '\
U @ \] Uy
Uz

Gambar 2.2 Graf G

={u Uy, ujuy, uuz}.




Universitas Hasanuddin

Definisi 2.3. Derajat dari suatu titik v pada graf G (disimbolkan dengan deg(v))
menyatakan banyaknya sisi yang terkait dengan titik v.

Jika graf G sederhana dan v € V(G) maka deg(v) menyatakan kardinalitas N (v).
Titik v disebut titik terisolasi jika deg(v) = 0 dan titik v disebut titik ujung jika
deg(v) = 1. Adapun sisi yang terkait dengan titik ujung disebut sisi pendan. Selain
itu, derajat maksimum dari graf G (disimbolkan A(G)) merupakan derajat tertinggi
dan derajat minimumnya (disimbolkan §(G)) merupakan derajat terendah dari
anggota-anggota V(G). Jika 4(G) = §(G), maka graf G reguler.

Contoh 2.3. Dari Gambar 2.2. diperoleh deg (u;) =2, deg (u,) =2, deg (u3)
=1, deg (uy) =1.Jadi, 4(G)=2dan &§(G)=1sehingga 4(G) # §(G). Akibatnya,
graf tersebut tidak reguler.

Definisi 2.4. Misalkan graf G dengan V(G) = {v,, vy, ..., Vk, ..., Uy} dan E(G) =
{e; : e; = v;v; untuk suatu i,;}. Jalan W pada graf G dengan panjang k adalah
barisan titik dan sisi: vy, eg, vy, €1, V2, €3, ..., €x_1, Vx dengan e; =v;v;; i € {0,1,2,
..., k= 1}. Jalan W disebut lintasan jika v; # v; untuk setiap i,j € {0,1,2, ..., k —
1}.

Contoh 2.4. Perhatikan Contoh 2.2. Berdasarkan Definisi 2.4., salah satu lintasan
yang terdapat pada graf tersebut adalah P : u,, u u,, u,, u,us, us, sedangkan salah
satu jalan adalah W: uy, uju,, uy, uyus, Us, Usly, Us.

Definisi 2.5. Graf G disebut graf terhubung jika terdapat lintasan yang
menghubungkan titik u dan v, Vu, v € V(G) Sebaliknya, graf itu tak terhubung.
Contoh 2.5. Diberikan graf G dengan V(G) = {uy, u, us, us} dan E(G)= {u u,,
Uy Uz, Uyu,} serta graf H dengan E(H)= {vy, v, vs, vy, vs} dan E(H)= {v vs,
V3V, V4 Us . Kedua graf ini dapat digambarkan sebagai berikut.

Uy
Uy

® U3

Gambar 2.3 Graf G
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[51 Vg
: 7y /.
V3 V3
Gambar 2.4 Graf H

Berdasarkan Definisi 2.5. graf G merupakan graf terhubung sebab selalu ada
lintasan yang menghubungkan setiap dua titik. Akan tetapi, graf H tak terhubung

sebab titik v; dan v, tidak dihubungkan oleh lintasan manapun.

2.2 Operasi dalam Graf

Definisi 2.6. Graf hasil operasi jumlah (+) antar dua buah graf, sebut graf G dan
graf H (dinotasikan G + H) memiliki V(G + H) =V(G) UV(H) dan E(G + H) =
E(G)VEMH)U{uv|ueV(G),v e V(H)}.

Contoh 2.6. Diberikan graf G dan H dengan V(G) = {u,,u,} dan E(G) = {u u,}

serta V(H) = {v,,v,,v3,v,} dan E(H) = {v,v,, v3v,}. Berikut gambarnya.
U4 V@ VU,

V2
Uz VU3

Gambar 2.5 (a) Graf G dan (b) Graf H

Graf G + H memiliki,
V(G +H)=V(G)UVH) = {ug, uz} U{vy,vy,v3,v4} = {Ug, up, 01, 2, 3,04}
E(G+H)=E(G)UVEH) U {uv|lu e V(G),v e V(H)}.

= {uguz} U {0204, v304} U {Uy 01, Uy Vg, Ug V3, Uy Uy, Up V3, Up Vg, Up V3, Up Vs }

= {Uy Uy, VoV, V3V, Uy V1, Uy Vg, Uy V3, Ug Vg, Up Vg, Up Vg, Up V3, Up Vs )
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Graf G + H tersebut dapat digambarkan sebagai berikut.

v
uy 1

G+H Va

V3

U, U

Gambar 2.6 Hasil operasi penjumlahan graf G dan H

2.3 Graf-Graf Khusus
Beberapa graf khusus yang dibahas pada subbab ini antara lain graf trivial,

graf kosong, graf lengkap, graf siklus, graf roda dan graf roda berkepala dua.

2.3.1. Graf Trivial dan Graf Kosong
Graf Trivial merupakan graf berorde 1 sedangkan graf kosong adalah graf
yang berukuran 0 (Chartrand & Zhang, 2020).

2.3.2. Graf Lengkap

Graf lengkap adalah salah satu graf khusus yang setiap dua titiknya
bertetangga. Akibatnya, setiap titik pada graf lengkap mempunyai derajat yang
sama. (Hasmawati, 2023). Graf lengkap dengan n buah titik dilambangkan dengan
K,,. Setiap simpul pada K,, berderajat n — 1.

K4

Gambar 2.7 Graf K,

2.3.3. Graf Siklus

Misalkan B, : v4, €1, V3, €3, ... V_1, €n—1, Uy, adalah lintasan berorde n dengan
panjang n — 1. Siklus C,, dengann > 3 adalah graf dengan himpunan titik V' (C,,) =
V(B,) dan himpunan sisi E(C,) = E(BP,) U {v,v,}. Graf yang hanya terdiri atas
satu siklus dan setiap titiknya berderajat 2 disebut graf siklus. (Hasmawati,2023)
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Vg V2

Vs Vi

Va

Gambar 2.8 Graf C,

2.3.4. Graf Roda
Graf roda adalah suatu graf yang dibentuk dari graf siklus C,, dengan
menambahkan satu titik pusat X, dengan x bertetangga dengan semua titik pada graf

siklus. Graf roda berorde n + 1 dinotasikan dengan W,,. (Hasmawati,2023)

Vi

Vg V2

Vs V3

Va

Gambar 2.9 Graf W

2.3.5. Graf Roda Berkepala Dua

Graf roda berkepala dua adalah suatu graf yang dibentuk dari graf siklus C,
dengan menambahkan dua titik pusat u,v dengan u,v bertetangga dengan semua
titik pada graf siklus. Graf roda berorde n + 2 dinotasikan dengan W, ,, atau dalam

operasi tambah dapat ditulis 2k, + C,,.
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Gambar 2.10 Graf W, 3

2.4 Dimensi Metrik Sisi Graf

Dimensi metrik adalah kardinalitas basis dari G yang dinotasikan dengan
dim(G) (Harary dan Melter, 1976). Dimensi metrik sisi merupakan pengembangan
dari dimensi metrik titik. Dimensi metrik sisi menjadi salah satu topik pembahasan
mengenai jarak dalam graf (Adawiyah & Rafiantika, 2021). Jarak yang dimaksud
adalah banyaknya sisi pada lintasan terpendek yang memuat titik yang dimaksud
dengan salah satu titik ujung sisi. Konsep awal pada dimensi metrik sisi adalah
memilih himpunan penentu sisi seminimum mungkin pada graf G, sedemikian
sehingga himpunan penentu sisi membedakan representasi jarak setiap sisi pada
graf G. Dimensi metrik sisi berfokus pada pembahasan konsep jarak antara suatu
sisi dengan titik pada graf. Dimensi metrik sisi pertama kali diperkenalkan oleh
Kelenc dkk. (2017) Oleh sebab itu, Kajian tentang dimensi metrik sisi terbilang
baru di teori graf.
Definisi 2.7. Jarak dari titik u ke titik v dalam graf dinotasikan sebagai d(u, v)
adalah panjang lintasan terpendek dari titik u ke titik v. Jika graf G tidak memiliki
lintasan dari titik u ke titik v, maka didefinisikan d(u, v) = oo. (Diestel,2005)
Contoh 2.7. Diberikan graf W,3; dengan V(G) ={x;]|1<i <3}U
{u,v}danE (G) = {x; Xi41 (moan| 1 i <3}Uf{e; =ux;vx|1 <i <
3 } berikut jarak yang terdapat pada graf tersebut:
d(xy,x) =d(xg,x3) =d(xz,x3) = d(xg,u) = d(xy,u) = dxz,u) =
d(x,,v) = d(x,,v) = d(xz,u) = 1,dan d(u,v) =2

10
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Definisi 2.8. Misalkan w, v, w € V(G) dengan sisi e = uw pada graf (W, 3). Jarak
antar titik v dan sisi e adalah s(v,e) = min {d(u,v),d(w,v)} (Kelenc dkk.,
2018)

Contoh 2.8. Diberikan graf W, ; pada contoh 2.7., maka jarak antar sisi e; dan titik

x5 adalah s(e; , x3 ) = min{d(xy, x3),d(u, x3)} = min{1,1} = 1

Definisi 2.9. (Azisah.,2023). Misalkan G graf terhubung serta e, e, € E(G). Sisi
e, dan e, disebut setara jika memenuhi:

1. e, =vadane, = vb untuk suatu a, b, v € V(G).

2.  s(e,u) = s(ey,uw); Vu € V(G)\{a, b}.

Dua sisi e; dan e; yang merupakan dua sisi setara pada graf G, ditulise; = e;.
Contoh 2.9. Misalkan suatu graf W,; dengan V(W,3)={x|1<i<3}u
{u,v}dan E(Wy3) = {xiX(s+1tmoa |1 < i < 3} U {ux;, vx|1 < i < 3}
Misalkan e; = x;x, dan e, = x,x5. Syarat (1) terpenuhi karena eksistensi x, pada

kedua sisi. Selanjutnya, akan dicek Vv € V(W5 3)\{x;, x3}.

Untuk s(eq, v),Vv € V(W2,3)\{x1,x3}, maka

s(eq, x3) = min{d(xq,x;),d(x3,x2)} = min {1,0} = 0 (2.1)

s(ey, u) = min{d(x;,u),d(x;,u)} = min{1,1} =1 (2.2)

s(e;, v) = min{d(x;,v),d(x5,v)} = min{1,1} =1 (2.3)
Untuk s(e,, v), Vv € V(W2,3)\{x1,x3}, maka

s(ez, x3) = min{d(x,, x3),d(x3,x,)} = min {0,1} = 0 (2.4)

s(ey, u) = min{d(x,,u),d(x3,u)} =min{1,1} = 1 (2.5)

s(ey, v) = min{d(x,,v),d(x3,v)} =min{1,1} = 1 (2.6)

Berdasarkan (2.1), (2.2), (2.3), (2.4), (2.5), dan (2.6), dapat disimpulkan bahwa
s(ey, v) = s(ey, V)V € V(Wy3)\{x1, x3}. Dengan demikian, syarat (2) terpenuhi
pada Definisi 2.9. Oleh sebab itu, terdapat sisi-sisi setara yakni e; dan e, pada graf
W2,3.

11
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Definisi 2.10. Diberikan suatu p — tuple titik R = (1,15, ..,1,), 1; € V(G).
Representasi sisi e terhadap R dinotasikan r(e|R) dengan r(e|R) =
(s(e,rl),s(e,rz),...,s(e,rp)). Jika Ve;e; € E(G),r(elR) # r(ej|R). Maka
himpunan titik yang anggota-anggotanya 71,73, ..., 7, Yaitu R’ = {r;|1 < i < p}
disebut himpunan penentu sisi.

Contoh 2.10. Diberikan graf W, ; pada Contoh 2.7.

Pilihw ={x;|1<i <3}u{u},x; € V(G), Maka

r(ex,|W) ={0,0,1,1}  r(xyx5|W) = {1,0,0,1} r(x;x,|W) = {0,1,0,1}
r(x,ulW) ={0,1,1,0} r(x,ulWw) = {1,0,1,0} r(xsulW) = {1,1,0,0}
r(ev|W) =1{0,1,1,1} r(x,v|W) = {1,0,1,1} r(xsv|W) = {1,1,0,1}
Diperoleh (22| W) # r(xx3|W) # r(xsx |[W) # r(xqu|W) # - #

r(xzv|W). maka W = {x;| 1 <i < 3} U {u} adalah himpunan penentu sisi.

Definisi 2.11. Dimensi metrik sisi merupakan kardinalitas minimum dari semua
himpunan penentu sisi pada G yang dilambangkan dengan dimg (G) (Adawiyah
dkk, 2021).

Contoh 2.11. Diberikan graf W, 5 pada Contoh 2.7. Himpunan titik graf W,

adalah V(Wo5) ={x;]1<i <3}V {u,v}dan himpunan sisi E (W,5 ) =

{xi Xi41 moasny)l 1 S i <3}Uf{e; = ux;,vxl1<i<3}

Misal W = {x;| 1 <i < 3} U {u}.Jika diambil W’ = W\{x;},i € {1,2,3}, maka
a. W'=W\{x1} = {x;,x3,u}

(a3 [W') = r(xgv|W') = {1,0,1}dan r(x,x, |W') = r(x,v|W') = {0,1,1}
b. W' = W\{x;} = {x1,x3,u}

(e |W') = r(xev|W') = {0,1,1} dan r(x3x, |W') = r(xsv|W') = {1,0,1}
c. W'=W\{xs} = {x1,x;u}

r(ex3|W") = r(xv|W') = {1,0,1}dan r(xx3|W') = r(xv|W') = {0,1,1}

12
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d. W' = W\{u} = {x1, x;,x3}
r(xx,|W) = {0,0,1}, r(xx3|W) = {1,0,03, r(x3x,|W) = {0,1,0},

dan

T(x1u|W) = {0;1;1}1 r(xzulw) = {1J011}I r(X3u|W) = {1P1IO}P
serta

T(xlvlw) = {0)111}’ r(xzvlw) = {1IOI1}I r(x3v|W) = {111'0}1

jadi r(xv|W') = r(xulW?"), r(xe,v|W") = r(ulW), dan r(x;v|W') =
r(xsulW'). Hal ini terjadi karena sisi x;v setara dengan sisi x;u untuk setiap
i.
Jadi, W' = W\{y}dengany = u,v, atau x; untuk suatu i € {1,2,3}, bukan
himpunan penentu sisi graf W, 3 yang dalam hal ini [W'| = 3. Hal ini mengatakan
bahwa setiap himpunan W < V(W,3) dengan kardinalitas 3 bukan merupakan
himpunan penentu sisi graf roda berkepala dua W,3;. Karenanya, diperoleh
dimg{W, 3} = 4. (A)
JikadipilihW ={x;|1<i <3}u{u}atauW ={x;|1 <i < 3} U {v}, maka
r(xx,|W) ={0,0,1,1}  r(xx3|W) ={1,0,0,1}  r(x3x,|W) = {0,1,0,1}
r(u|W) ={0,1,1,0} r(eulW) = {1,0,1,0} r(xsulW) = {1,1,0,0}
r(e,v|W) =1{0,1,1,1} r(x,v|W) = {1,0,1,1} r(xsv|W) = {1,1,0,1}
Karena Qe x,|[W) # r(xs|W) # r(xzx W) # r(xu|W) # - #
r(xzv|W). maka, W = {x;,x,,x35,u} adalah himpunan penentu sisi graf
W, 5 .Dengan cara yang serupa dapat ditunjukkan bahwa W = {x;|1 <i <
3}u{v}, juga merupakan himpunan penentu sisi graf W,s. Dalam hal ini
kardinalitas dari himpunan W adalah 4. Dengan demikian, diperoleh
dimg{Wp3} < 4 (B)

Dari (A) dan (B) diperoleh dimg{W,; } = 4. m

Dalam Contoh 2.11, pemilihan himpunan W = {x;| 1 <i < 3} U {y}dengany =

u atau v disebut himpunan penentu sisi minimum graf W, 5 .

13



Universitas Hasanuddin

2.5 Hasil Penelitian Terdahulu

Subbab ini akan menyajikan beberapa hasil penelitian sebelumnya tentang dimensi
metrik sisi. Hasil-hasilnya disajikan pada teorema-teorema berikut.

Teorema 2.1. untuk sebarang bilangan bulat n > 2, dimy (B,) = 1. (Kelenc dkk.,
2018)

Contoh 2.12. Diberikan graf P, dengan V(G) = {x;,x;,x3,x,}dan E (G) =
{1202, %2 %3, X3%4}.

Pilih W = {x,}, Maka

r(x6[W) ={0}  r(xxz|W) = {1} r(x3x,|W) = {2}

Karena 1(x;x5|W) # r(x,x3|W) # r(xsx,|W). Maka, W = {x;} adalah
himpunan penentu sisi dengan kardinalitas minimum, yakni 1 sehingga himpunan

W adalah dimensi metrik sisi. Jadi dimg(P,) = 1.

Teorema 2.2. untuk sebarang bilangan bulat n > 2, dimg (C,,) = 2. (Kelenc dkk.,
2018)

Contoh 2.13. Diberikan graf C, dengan V(G) = {xy,x,,x3,x,}dan E (G) =
{21202, X2 %3, X3%4, X421}

Pilih W = {x, x,}, Maka

r(x12,|W) = {0,0} r(x,x3|W) = {1,0}

T(xgxs W) ={1,1}  r(xx, W) ={0,1}

Karena 70 x,|W) # r(xyxs|W) # r(xszxs|W) # r(xux |W). Maka, W =
{x1,x,} adalah himpunan penentu sisi dengan kardinalitas minimum, yakni 2

sehingga himpunan W adalah dimensi metrik sisi. Jadi dimg(C,) = 2.

Teorema 2.3. untuk sebarang bilangan bulat n > 2, dimg (K,,) =n — 1. (Kelenc
dkk., 2018)
Contoh 2.14. Diberikan graf K, dengan V(G) = {x;,x;,x3,x,}dan E (G) =

{x1%2, X3%3, X34, X4%1 }.

14
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Pilih W = {xq, x5, x5}, Maka

r(x|W) ={0,0,1}  r(xx3|W) = {1,0,0}

r(x3xs|W) = {1,1,03 10 |W) ={0,1,1}

Karena 7(x x|W) # r(xax3|W) # r(xgx,|W) # r(x,x, [W). Maka, W =
{x1, x5, x3} adalah himpunan penentu sisi dengan kardinalitas minimum, yakni 3

sehingga himpunan W adalah dimensi metrik sisi. Jadi dimg(K,) = 3.

Teorema 2.4. Misalkan L,, adalah graf tangga dengan n > 2. Maka, dimg (L) =
2. (Adawiyah dkk., 2020)

Contoh 2.15. Diberikan graf Le dengan V() =
{1, %2, X3, X4, X5, Y1, Y2, V3, Yar Y5} dan E (G) =

{x1%2, X3X3, X3X4, X4 X5, V1Y2, Y23, Y3Var Ya V5 X1V1, X2V 2, X3V3, X4 V4, X5 V5 }.

Pilih W = {x, y,}, Maka

r(x1x,|W) = {0,1} r(xx3|W) = {1,2} r(x3x4|W) = {2,3}

rxs|W) = {34} r(y.IW) ={1,0}  r(ryslW) ={2,1}

r(ysys|W) = {3,2} r(YaysIW) = {4,3} r(ayq W) = {0,0}

rOoyIW) ={1,1}  r(syslW) =1{2,2}  r(aylW) = {3,3}

r(xsys|W) = {4,4}

Karena r(x;x,|W) # r(xyx3|W) # -+ # r(xsys|W). Maka, W = {x;,y,} adalah
himpunan penentu sisi dengan kardinalitas minimum, yakni 2 sehingga himpunan

W adalah dimensi metrik sisi. Jadi dimg(Lg) = 2.

Teorema 2.5. Misalkan S,, adalah graf bintang dengann > 4. dimg (S,) =n— 1.
(Adawiyah dkk., 2020)

Contoh 2.16. Diberikan graf Ss dengan V(G) = {xy, x5, X3, X4, Xs} dan E (G) =
{21202, %123, X1 204, X1 X5}

Pilih W = {x,, x,, x3, x4}, Maka

r(xx,|W) ={0,0,1,1}  r(xx5|W) = {0,1,0,1}

15
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r(xyx,|W) ={0,1,1,03  r(xyxs|W) = {0,1,1,1}
Karena r(xyx,|W) # r(xyx3|W) # r(xx,|[W) # r(xyxs|W). Maka, W =
{x1, %3, x3, x,} adalah himpunan penentu sisi dengan kardinalitas minimum, yakni

4 sehingga himpunan W adalah dimensi metrik sisi. Jadi dimg(Ss) = 4.

Teorema 2.6. Misalkan W,, adalah graf roda dengan n > 4. dimy (W,)) = n — 1.
(Adawiyah dkk., 2020)

Contoh 2.17. Diberikan graf W dengan V(G) =
{x1, x5, X3, %4, %5, X6, v} dan E (G) =

{125, X2X3, X3X4, X4 X5, XsXg, XgX1, VX1, VXo, UX3, VX4, UXs, UXg ).

Pilih W = {x4, x,, x3, x4, x5}, Maka

r(xx,|W) = {0,0,1,2,2} r(xx3|W) = {1,0,0,1,2} r(x3x,|W) = {2,1,0,0,1}
r(xaxs|W) = {2,2,1,0,0} r(xsxelW) = {1,2,2,1,0}  r(xgx,|W) = {0,1,2,2,1}
r(vx W) ={0,1,1,1,1}  r(vx,|W) ={1,0,1,1,1}  r(vx3|W) = {1,1,0,1,1}
(vxs|W) ={1,1,1,0,1} r(vxs|W) = {1,1,1,1,0} r(vxg|W) = {1,1,1,1,1}

Karena (e x,|W) # r(xgx3|W) # -+ # r(vxg |W). Maka, W =
{x1, x5, X3, x4, x5} adalah himpunan penentu sisi dengan kardinalitas minimum,

yakni 5 sehingga himpunan W adalah dimensi metrik sisi. Jadi dimg (W) = 5.

Teorema 2.7. Graf F, ,, adalah graf kipas, maka

_ n,untuk n = 2
dimg ( Fl,n) o {n —1,untukn >3

Contoh 2.18. Diberikan graf F;; dengan V(G) = {x1,x,,x3,v}danE (G) =

(Kelenc dkk., 2018)

{x1x5, X5%3, VX1, VX5, VX3 ).

Pilih W = {x;, x,, v}, Maka

r(ex,|W) ={0,0,1}  r(xx3|W) = {1,0,1} r(vx,|W) = {0,1,0}
r(vx,|W) = {1,0,0} r(vx3|W) = {1,1,0}
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Karena 1r(x;x5|W) # r(xyx3|W) # -+ # r(vxs|W). Maka, W = {xq,x,,v}
adalah himpunan penentu sisi dengan kardinalitas minimum, yakni 3 sehingga

himpunan W adalah dimensi metrik sisi. Jadi dimg (F; 3) = 3.

Teorema 2.8. Graf hasil operasi comb C, terhadap graf K; + G adalah
dimg (C, > (K; + G)) =n|V(G)| — 1). (Azisah., 2023)

Contoh 2.18. Diberikan graf C; = S; , dengan V(C3) = {x1,x;, x3} dan E (C3) =
{e1s = x1x3, €14 = X3X3,€15 = X1 X3} serta V(S14) =
{v1,v2,v3,v4, 5} dan E (51,4) = {e; = v1v5,€; = VU5, €3 = V3V5, €4 = V4 U5}
Pilih W = {v11,v15, V13, V21, V22, V23, V31, V32, V33}, Maka

r(e, (W) ={0,1,1,2,2,2,2,2,2} r(e,|W) = {1,0,1,2,2,2,2,2,2}

r(es|W) ={1,1,0,2,2,2,2,2,2} r(e, W) =1{1,1,1,2,2,2,2,2,2}

r(es|W) = {2,2,2,0,1,1,2,2,2} r(eg|W) = {2,2,2,1,0,1,2,2,2}

r(e;,|W) = {2,2,2,1,1,0,2,2,2} r(eg|lW) ={1,1,1,1,1,1,2,2,2}

r(eo|W) =1{2,2,2,2,2,2,0,1,1} r(eolW) =1{2,2,2,2,2,2,1,0,1}

r(e1IW) =1{2,2,2,2,2,2,1,1,0} r(e2IW) =1{2,2,2,2,2,2,1,1,1}

r(e;3|W) ={1,1,1,1,1,1,2,2,2} r(es|W) ={2,2,2,1,1,1,1,1,1}
T(615|W) = {1’111’2I212’11111}
Karena r(e W) # r(e,[W) # -+ # r(es|W). Maka, W =

{v11, V12, V13, V21, Va2, Va3, V31, V32, V33} adalah himpunan penentu sisi dengan
kardinalitas minimum, yakni 9 sehingga himpunan W adalah dimensi metrik sisi.
Jadl dlmE( C3 (> 51‘4) = 9

Diketahui bahwa diantara hasil-hasil yang disajikan belum ada pembahasan
mengenai dimensi metrik sisi untuk graf roda berkepala dua. Pembahasan mengenai
dimensi metrik sisi graf roda berkepala dua disajikan pada Bab IV, dan metode
yang digunakan dalam pencarian dimensi metrik sisi tersebut di sajikan pada Bab
.
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