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ABSTRAK

Graf sederhana G adalah pasangan (V(G),E(G)), dengan V(G) adalah himpunan
diskrit berhingga dan tidak kosong , yang anggotanya disebut titik, dan E(G) adalah
himpunan pasangan-pasangan tak terurut dan berbeda dari anggota-anggota V' (G)
yang disebut sisi. Misalkan G adalah graf terhubung, terdapat himpunan terurut
S ={sy,s,,..,5,} € V(G). Representasi titik v terhadap S didefinisikan sebagai
jarak dari v ke tiap-tiap elemen di S, ditulis
r(|S) = (d(v,51),d(v,s3), ..., d(v,s;)). S disebut sebagai himpunan penentu dari
V(G). Jika untuk setiap i # j € V(G) memiliki representasi yang berbeda terhadap S,
yakni berlaku r(u;]S) # r(w;|S). Himpunan penentu dengan Kardinalitas (banyak
anggotanya) minimum disebut himpunan penentu minimum atau basis dari graf G.
Kardinalitas dari basis disebut dimensi metrik dari G, dinotasikan dengan dim(G).
Pada skripsi ini akan ditentukan dimensi metrik graf hasil operasi comb dari graf
lintasan dan graf berlian. Hasil penelitian menunjukkan bahwa dim(Br,) = 2,untuk

n = 3,4,dan5, dim(Br,) =3,untuk n =6, dim(Brn,) = [?J ,untukn =7,
serta dim(P,, > Br,) = m,untukn =3 dan dim(B,, > Br;) = dim(Br,) X m,
untuk n = 4.

Kata Kunci: teori graf, himpunan penentu, dimensi metrik, graf hasil operasi comb,
graf lintasan, graf berlian.

Judul : Dimensi Metrik Graf Hasil Operasi Comb dari Graf Lintasan dan
Graf Berlian

Nama . Isramayanti Oktavia

NIM : H011191035

Program studi : Matematika
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ABSTRACT

A simple graph G is a pair (V(G),E(G)), where V(G) is a finite, non-empty discrete
set, whose members are called vertices, and (G) ) is an unordered set of pairs and
different from the members of V(G) which are called edges. Suppose G is a
connected graph, there is an ordered set S ={s;,s,,..,s5x} cV(G). The
representation of point v to S is defined as the distance from v to each element in S,
written 7(v|S) = (d(v, s1),d (v, s3), ..., d(v,s;)). S is called the determinant set of
V(G). If each i # j € V(G) has a different representation of S, that is r(u;|S) #
r(w]|S) applies. The set of determinants with minimum cardinality (number of
members) is called the minimum determinant set or basis of the graph G. he
cardinality of the basis is called the metric dimension of G, denoted by dim(G). In
this thesis we will determine the metric dimensions of graphs resulting from comb

operations from path graphs and diamond graphs. The results show that dim(Br,) =

2, forn = 3,4, and 5, dim(Br,) = 3, forn = 6, dim(Br,) = l%] ,forn =17, as

well as dim(P,, > Br,)) =m, forn =3 and dim(B, = Br,) = dim(Br,) X m,
forn > 4.

Keywoards: graph theory, determinant sets, metric dimensions,graphs resulting from
comb operations, path graphs, diamond graphs.

Title : Metric Dimensions of Graphs Resulting from Comb
Operations from Path Graphs and Diamond Graphs.

Name . Isramayanti Oktavia
Student ID : H011191035

Study Program : Mathematics
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BAB |
PENDAHULUAN

Pada bab ini akan dibahas mengenai latar belakang masalah, rumusan
masalah, batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelititan, dan sistematika

penulisan dari skripsi ini.

1.1  Latar Belakang

Matematika merupakan salah satu anggota dari ilmu eksakta yang
memiliki peranan sangat penting bagi perkembangan ilmu pengetahuan dan
teknologi. Matematika merupakan ilmu yang dapat melatih kemampuan untuk
berpikir secara kritis, logis, kreatif, cermat dan teliti sehingga dapat menjadi
pemecah masalah yang baik. Salah satu cabang dari matematika yang dapat
mendukung tercapainya kemampuan tersebut adalah teori graf (Tuhfatul &
Syifaul,2022). Teori graf yang berkembang pesat hingga saat ini berawal dari
permasalahan “Tujuh Jembatan Konigsberg” yang berhasil dipecahkan oleh
leonardo Euler melalui karya tulisnya “Solutio Problematis Geometrian Situs
Pertinentis” pada tahun 1736. Karya tulisnya menjawab teka-teki jembatan
konigsberg dengan memperlihatkan bahwa perjalanan di kota konigsberg yang
mempunyai tujuh buah jembatan, dengan syarat melalui setiap jembatan tepat satu
kali yang bertolak dan berakhir pada suatu daratan yang sama, tetapi tidak
dilakukan.  Euler  menyederhanakan  jembatan  konigsberg  dengan
merepresentasikan daratan sebagai titik dan jembatan sebagai sisi, sehingga
bentuk dari jembatan konigsberg dapat direpresentasikan melalui graf
(Hasmawati,2020). Berawal dari peristiwa itu, graf telah sering digunakan untuk
menyelesaikan beberapa permasalahan dan penggunaannya berkembang jauh
lebih luas.

Dari berbagai macam topik dalam teori graf, salah satunya ada yang
disebut dimensi metrik. Dimensi metrik diperkenalkan pertama kali oleh Slater
pada tahun 1975 dan secara terpisah oleh Harary dan Melter pada tahun 1976,
pada jurnal yang berjudul on the metric dimension of a graph. Konsep dimensi

metrik sering diaplikasikan dalam beberapa permasalahan seperti pada
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pemasangan sensor kebakaran dan penemuan sumber sebaran dalam suatu
jaringan (Tuhfatul & Syifaul, 2022).

Seiring dengan kemajuan ilmu pengetahuan dan teknologi, akhir-akhir ini
banyak penelitian mengenai dimensi metrik, seperti pada penelitian Chartrand dkk
pada tahun 2000, telah menentukan bahwa graf G yang berdimensi 1 hanyalah
graf lintasan. Kemudian Fifi Febrianti, Lyra Yulianti, dan Narwen menentukan
metrik pada graf amalgamasi tangga segitiga diperumum homogen yaitu

3,jikan =3,
4,jikan =4"

dim(Amal {Tr,, v};) = {

Penelitian tentang dimensi metrik untuk graf yang telah dioperasikan,
khususnya graf dengan operasi comb masih sedikit dikaji oleh para peneliti. Pada
tahun 2013 Saputro & Purwasih, melakukan penelitian terkait dimensi dari graf
hasil operasi comb dari graf H, dan graf B,, untuk m = 2 dan n > 3 dengan
V(Bn) ={pill <i<m} dan E(By) ={pipin1ll <i<m—1} V(Hy) =V, U
7, dimana V= {wll1 <i<n} V, ={v;|]1 <i<n}dan
E(H,) = {wy;|1 <i<j<n}u{ww]|l <i<n} diperoleh dimensi metrik dari
graf hasil operasi comb dari graf H,, dan graf B,, adalah n.

Berdasarkan penelusuran literatur oleh penulis, penelitian tentang dimensi
metrik graf hasil operasi comb graf lintasan dan graf berlian belum pernah diteliti
oleh peneliti-peneliti sebelumnya. Berangkat dari permasalah itu, pada tugas akhir
ini akan diteliti dimensi metrik graf hasil operasi comb dari graf lintasan dan graf
berlian, sebagai pengembangan penelitian tentang dimensi metrik dengan judul

“Dimensi metrik graf hasil operasi comb dari graf lintasan dan graf berlian”.

.2 Rumusan Masalah

Rumusan masalah pada penelitian skripsi ini adalah bagaimana
menentukan batas atas dan batas bawah untuk dimensi metrik graf hasil operasi
comb dari graf lintasan dan graf berlian.
1.3 Batasan Masalah

Batasan masalah dalam penelitian skripsi ini dibatasi pada graf hasil
operasi comb dari graf lintasan berorde m dan graf berlian berorde n, untuk

m > 2dann > 3.
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1.4 Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian skripsi ini adalah menentukan batas atas dan batas
bawah untuk graf hasil operasi comb dari graf lintasan dan graf berlian.
Kemudian, dari batas atas dan batas bawah tersebut akan diperoleh kesimpulan
mengenai dimensi metrik graf hasil operasi comb dari graf lintasan dan graf

berlian.

1.5 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat penelitian yang diharapkan dalam penulisan skripsi ini

adalah:

1.5.1 Menambah pemahaman tentang konsep teori graf secara umum dan secara
khusus tentang dimensi metrik suatu graf hasil operasi comb dari graf
lintasan dan graf berlian.

1.5.2 Dapat menjadi sumber rujukan atau bahan referensi baik bagi pembaca

maupun pihak yang membutuhkan dalam penelitian selanjutnya.
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BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dibahas mengenai beberapa istilah penting dalam graf
sebagai landasan dalam penyusunan penelitian ini. Bab ini juga membahas
beberapa jenis graf dan juga operasi dalam graf yang terkait dengan konsep
dimensi metrik pada graf yang akan dikaji.

.1 Dasar-dasar Graf

Pada subbab ini akan dibahas mengenai dasar-dasar yang ada pada graf,
yang meliputi definisi, notasi, dan istilah penting yang terkait dengan konsep
dimensi metrik pada suatu graf. Berikut diberikan definisi graf yang dikutip dari
buku yang berjudul “Pengantar dan Jenis-Jenis Graf”’ yang disusun oleh

Hasmawati pada tahun 2020.

Definisi 2.1.1 Graf G adalah pasangan himpunan V(G), E(G)), dengan V(G)
adalah himpunan diskrit tidak kosong yang anggotanya disebut titik (vertex), dan
E(G) adalah himpunan dari pasangan elemen-elemen V(G) yang anggotanya
disebut sisi (edge).

Pengertian graf pada Definisi 2.1.1 dapat ditulis dengan cara yang lain
sebagai berikut: Graf G = (V(G),E(G)) dengan V(G)=#®, V(G)=
{u: u disebut titik } dan E(G) = {(u,v):u,v € V(G)}. Pasangan titik (u,v)
disebut sisi, rusuk atau garis sehingga himpunan E(G) disebut himpunan sisi,
himpunan rusuk atau himpunan sisi. Pada pembahasan selanjutnya, sisi (u,v)
hanya ditulis uv.

Contoh 2.1.1 Diberikan graf Gdengan V(G) ={v;:1 <i <5}, dan E(G) =
{(v1,v2), (01, 3), (W1, v4), (V2,V4), (V3,V4), (Vs, V5), (U5, V5) }. Jika €1 =
(v1,v;), 6, = (V1,V3), 63 = (V1,V4), 4 = (V,V4), 65 = (V3,14),€6 =

(v4,V5), 67 = (vs,v5), maka himpunan sisi E(G) = {eq, e,, €3, €4, 65,66, €7}

Struktur graf G seperti pada Gambar 2.1.1.
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vl 81 UZ e
7
e, e3 e4 ( >
U3 €s Uy €6 Vg

Gambar 2. 1.1 Graf G

Pada Definisi 2.1.1 memberikan definisi graf secara umum. Dengan
memberikan syarat tambahan pada Definisi 2.1.1, maka akan diperoleh graf
sederhana (Simple Graf) seperti pada Gambar 2.1.2

Definisi 2.1.2 Graf sederhana G adalah pasangan (V(G),E(G)), dengan V(G)
adalah himpunan diskrit berhingga dan tidak kosong , yang anggotanya disebut
titik (vertex), dan E(G) adalah himpunan pasangan-pasangan tak terurut dan
berbeda dari anggota-anggota V (G) yang disebut sisi (edge).

Contoh 2.1.2 Misalkan diberikan himpunan V(G,) = {v,,v,, V3, Vs, v} dan
E(G1) = {(vy,v2), (01, v3), (01, v4), (W2, v4), (V3,V4), (4, v5)},  Jika e =
(v, v2), €2 = (W, v3), €3 = (U1, V4), €4 = (V3,14), 65 = (V3,14), €6 = (U4, V5),
maka himpunan sisi E(G;) = {e1, e,,e3,€e4,€s5,€6¢}. maka graf G; dapat dilihat
pada Gambar 2.1.2.

vl 61 UZ
ey e3 €4
o
v3 95 'U4 e6 U5

Gambar 2. 1. 2 Graf Sederhana G4

Pada Gambar 2.1.1 dapat diperhatikan bahwa V(G,) tidak kosong dan
berhingga. Untuk setiap v;v; di E(Gy),v;v; = vjv; dan v; # v; untuk i,j =

1,2,3,4,5,6. Oleh karena itu, graf G; merupakan contoh graf sederhana.
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Definisi 2.1.3 Orde (Order) dari graf G adalah banyaknya titik pada G dan
ukuran(size) graf G adalah banyaknya sisi pada G (Hasmawati,2020).
Contoh 2.1.3 Pada Gambar 2.1.1 adalah graf berorde lima dan berukuran tujuh

dan pada Gambar 2.1.2 adalah graf berorde lima dan berukuran enam.

Definisi 2.1.4 Lintasan (path) adalah jalan dimana titik dan sisi yang dilewati
tidak boleh berulang (Febrianti, Yulianti, & Narwen,2019). Lintasan pada suatu
graf adalah barisan titik dan sisi vy, e v, €5, ..., V-1, €n—-1, Vn, €5 dengan e; =
vivis, i = 1,2,...,n—1. Panjang suatu lintasan sama dengan banyaknya sisi
pada lintasan tersebut.

Apabila untuk setiap dua titik u dan v selalu terdapat lintasan yang
memuat titik u dan v maka graf G dikatakan graf terhubung. Sebaliknya apabila
terdapat dua titik u dan v dan setiap lintasan pada graf G tidak memuat titik u dan
titik v, maka graf G dikatakan graf tak terhubung.

Contoh 2.1.4 Pada Gambar 2.1.3, karena untuk setiap titik v;, v; € V(G), dengan
,j ={1,2,3,4,56,} dan i # j, terdapat lintasan yang memuat v; dan v; maka graf

G, pada Gambar 2.1.3 merupakan graf terhubung.

12 Vs

Vs Vs

Ug <9 @ v;
Gambar 2. 1. 3 Graf G, Berorde Enam

Definisi 2.1.5 Jarak dari titik u ke titik v dalam graf G dinotasikan d(u, v) adalah
Panjang lintasan terpendek dari titik u ke titik v. Jika G tidak memiliki lintasan
dari u ke v, maka didefinisikan d(u, v) = oo (Alfarisi,2017).

Contoh 2.1.5 Pada Gambar 2.1.3 memiliki lintasan terpanjang empat yang
diperoleh melalui titik v, dan v,. Perhatikan bahwa terdapat dua lintasan dari titik
v, ke titik v,. Lintasan pertama adalah v,, vs, v,, V5, v, Yang memiliki panjang
empat. Lintasan kedua adalah v,, v, yang memiliki panjang satu. Karena jarak

dari titik v; ke titik v, merupakan Panjang lintasan terpendek dari titik v, ke titik
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v, , maka jarak titik v; ke titik v, adalah d(v,,v,) = 1. Dalam hal ini, pada graf
tersebut memiliki lintasan terpanjang empat yang diperoleh melalui titik v; dan

v,, akan tetapi jarak dari titik v; ke titik v, adalah satu.

Definisi 2.1.6 Derajat suatu titik v; dalam graf G, dilambangkan "d(v;)", adalah
banyaknya sisi x € E(G) yang terkait dengan titik v; atau d(v; = |[Ng(v;)]
(Hasmawati,2020).

Derajat minimum dari graf G dinotasikan §(G), yaitu §(G) = min{deg(v);v €
V (G)} dan derajat maksimum dari graf G dinotasikan A(G), yaitu A(G) =
max{deg(v);v € V(G)}.

Contoh 2.1.6 Pada Gambar 2.1.4 di bawah mempunyai deg(a;) = 1, deg(a,) =
1, degas = 2, dega, = 3, dan deg a5 = 1. Maka untuk §(G) = 1 dan A(G) =
3.

® o
a; Qs
@ L @ .
@

Gambar 2. 1. 4 Graf G3 Berorde Lima

Definisi 2.1.7 Misalkan G adalah suatu graf dan v;,v; € V(G) serta x € E(G).
Jika x = v;v;, maka dikatakan bahwa:

1. titik v; bertetangga (adjacent) dengan titik v;

2. Sisi x terkait (incident) dengan titik v; dan titik v;

Misalkan x4, x,, dan x5 adalah sisi dari suatu graf G dan v adalah titik graf G. Jika
Xq,X,, dan x3 terkait dengan simpul v, maka sisi x4,x,, danx; dikatakan
bertetangga dengan titik v; (Hasmawati,2020).

Contoh 2.1.7 Terlihat pada Gambar 2.1.5, bahwa titik a; bertetangga dengan titik
a,,a, dan a,, tetapi titik ag hanya bertetangga dengan titik a,. Sisi a,az terkait

dengan titik a, dan titik as.
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451

s Qg

Gambar 2. 1. 5 Graf G4 Berorde 6

1.2 Jenis-jenis Graf

Pengelompokan graf selalu didasarkan dengan ciri khusus yang ada pada
graf itu. Dalam subbab ini akan dibahas beberapa jenis graf yang akan digunakan
dalam penelitian ini, diantaranya adalah graf lintasan, graf tangga, graf tangga
segitiga, graf tangga prisma, dan graf berlian. Definisi yang diberikan dikutip dari
buku yang berjudul “Pengantar Teori dan Jenis-Jenis Graf” yang disusun oleh

Hasmawati pada tahun 2023.

Definisi  2.2.1 Lintasan pada graf G adalah barisan titik dan sisi
Vi, €1,V2,€5,V3 .., Vp_1,€n-1, Uy, dengan e; = vv;q1,i=12,...,n—1. Graf
yang hanya terdiri dari satu lintasan disebut graf lintasan dan dinotasikan B,

apabila berorde n.

Contoh 2.2.1
g 51 € 2] V1 €1 vy €2 V3
(@) (b) (©

Gambar 2. 2. 1 (a) Graf Lintasan dengan Satu Titik, (b) Graf Lintasan
dengan Dua Titik, (c) Graf Lintasan dengan Tiga Titik

Definisi 2.2.2 Graf tangga (Ladder) adalah graf terhubung yang dikonstruksi dari

hasil kali graf lintasan P, dengan P,, dan dinotasikan L,,.
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Contoh 2.2.2 Graf tangga L,, dari Definisi 2.3.2, jika V(P,) = {v,,v,} dan

U1Uq, V1Uz, V1U3, V1Uy, .
V(P4) - {ulJ Uy, u3ﬁu4}ﬁ maka V(L4.) - { Vyolly, Ualy, VaUs, U2u4}' TU|IS viu =
w, dan VoU; =717 i =1,2,3,4, maka himpunan titik
V(Ly) = {wq, Wy, W3, Wy, 14,15, 13,7, }dan himpunan Sisi

E(Ly) = {(wywy), (Wows), (Wawy), (1172), (12713), (1313), (W1Ty), (Wa13), (W3T3),

(wyry),.Bentuk graf tangga L, seperti pada Gambar 2.2.2 berikut.

Wy W, W3 Wy
) T
\ \ \3 \T4

Gambar 2. 2. 2 Graf Tangga (Lg4)

Definisi 2.2.3 Misalkan L,, adalah graf tangga berorde 2n dengan himpunan titik
V(Ly) = {Wi, Wy, ., Wy, Ty, Ty, oo, T} dan himpunan sisi
E(L,) ={wwil1<is<n—-1}u{rmgl1<i<n—-1}u{wnr|l <i<n}
Graf tangga segitiga TL,, adalah graf yang juga berorde 2n dengan himpunan titik
V(TL,) =V(L,) dan himpunan sisi E(TL,) = E(L,) U{(rw; )1 <i<n-—
1}.

Contoh 2.2.3 Graf tangga segitiga TL,, diberikan V(P,) = {v,,v,} dan V(P,) =

V1lUq, V1Uy, V1Us, V1 Uy,

{u1u2u3u4}, maka V(Ls) = {V2u1;vzu2;172u3,172u4

}. Tulis v;u; =w; dan
VoU; = 1; i =1,2,3,4, maka himpunan titik graf tangga
V(TLy) = {Wi1, Wy, Wg, Wy, 1y,75,13,7, 1 dan  himpunan  sisi  E(TL,) =
{(wiwy), (Wows), (Wawy), (1173), (1213), (1373), (WeTy), (WoT3), (W3T3),

(W) (ryw2), (row3), (T3wy) }.

4] 3

Gambar 2. 2. 3 Graf Tangga Segitiga (TL,)

Dapat diketahui bahwa graf tangga segitiga mempunyai dua titik
berderajat dua dan dua titik berderajat tiga, titik lainnya berderajat empat. Apabila

9
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dilenyapkan satu titik yang berderajat dua diperoleh suatu subgraf yang diberi

nama graf tangga prisma yang dinotasikan PTL,,.

Definisi 2.2.4 Graf tangga prisma PTL,, adalah graf yang dikontruksi dari graf
tangga segitiga dengan cara melenyapkan satu titik yang berderajat dua. Graf
tangga prisma adalah graf dengan orde 2n —1, yaitu graf terhubung yang
memiliki satu titik yang berderajat dua, dua titik yang berderajat 3, dan yang
lainnya berderajat 4.

Contoh 2.2.4 Misalkan diberikan graf tangga segitiga TL, dengan himpunan titik
V(TLy) = {wy, Wy, ., W51, T2, ., T} dan himpunan sisi
E(TLy) = {(wows), (Wawy), (1172), (1273), (1374), (W212), (W3T3), (Wyty),

(rywz), (raws), (T3wy)}.

Berikut ini adalah contoh graf tangga prisma PTL,, dengan cara melenyapkan

titik wy pada graf TL,. Dapat dihitung jumlah titik PTL, yakni sebanyak 7.

T 4

Gambar 2. 2. 4 Graf Tangga Prisma (PTL,)

Graf tangga prisma memiliki dua lintasan yang independen. Satu lintasan
berorde n — 1. Dengan mengaitkan setiap titik pada lintasan P, di PTL,, dengan

satu titik K; akan diperoleh graf berlian berorde 2n yang dinotasikan dengan Br;,.

Definisi 2.2.5 Misalkan PTL,, adalah graf tangga prisma berorde 2n — 1, dengan
himpunan titik V(PTL,) = {w;|]1 <i<n—-1}U{r|1 <i <n} dan himpunan
sisi

E(PTL,) = {wiwj 11 <i<n—-1}U{nrn 1 <i<n-1}U{wn|l

<isnju{(nwidl<isn-—1}

10
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Graf berlian Br, adalah graf yang berorde 2n, yang dapat dikontruksi melalui graf
tangga prisma (PTL,,), sehingga himpunan titik V(Br,) = V(PTL,) U {x} dan
himpunan sisi E(Br,) = E(PTL,) U {(r;x):i =1,2,...,n}.

Contoh 2.2.5 Graf berlian berorde 8 dengan notasi Br,. Misalkan himpunan titik
V(PTLy) = {Wp, W3, Wy 11,75, 73, 14} dan himpunan sisi
E(PTL,) = {(wyry), (W313), (Wary), (rwy), (ows), (swy)} Seperti pada
Gambar 2.3.4, penambahan satu titik x pada graf tangga prisma PTL,, dan
mengaitkan setiap titik pada lintasan P, di PTL, dengan titik x akan diperoleh

graf berlian Br,.

) T3
n s

X

Gambar 2. 2. 5 Graf Berlian (Bry)

Sehingga himpunan titik dan himpunan sisi graf berlian Br, secara berurut
adalah sebagai berikut:
V(B1y) = Wy, W3, Wy Ty,7,13,1;
E(Bry) = {(waws3), (Wawy), (1173), (1213), (r372), (Wo132), (W3Ts), (WaTy),
(riwy), (r,w3), (r3wy), (r1x), (px), (13x), (r,x)}. Titik x pada graf berlian Br,

dipilih sebagai titik tetap.

1.3 Operasi dalam Graf

Terdapat operasi dalam teori graf yang telah umum dikenali, beberapa
diantaranya adalah operasi gabung, operasi jumlah, operasi Kkali, operasi
amalgamasi, operasi corona, operasi subdivisi (subdivision), dan operasi comb.
Namun, untuk penelitian skripsi ini, operasi yang akan digunakan hanyalah

operasi kali dan operasi comb. Pembahasan operasi kali pada graf ini merujuk

11
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pada buku yang disusun oleh Hasmawati pada tahun 2020 dengan judul
“Pengantar dan Jenis-Jenis Graf”.

Definisi 2.3.1 Misalkan G adalah graf dengan himpunan titik V' (G) dan himpunan
sisi E(G) dan H adalah graf dengan himpunan titik VV(H) dan himpunan sisi
E(H).Maka graf kali G x H adalah graf dengan himpunan titik V(G x H) =
V(G) x V(H) dan himpunan sisi E(G X H) adalah himpunan {xy|x = wv;,y =
U,Vy; Uy = Uy dan vyv, € E(H) atau v, = v, dan uyu, € E(G)}.

Contoh 2.3.1 Misalkan graf G adalah graf dengan V(G) = {1,2,3} dan E(G) =
{12,23}, serta H adalah graf dengan V(H) ={a,b,c,d,e} dan E(H) =
{ab, bc, cd, de, ea}. Maka gambar graf G dan graf H adalah sebagai berikut.

G: H:
la
1 2 3 ' o’
—eo—o
.ld

Gambar 2. 3. 1 Graf ¢ dan Graf H

Graf kali G x H adalah graf dengan himpunan titik V(G X H) =
{1a,1b,1c, 1d, 1e, 2a, 2b, 2¢, 2d, 2¢,3a,3b,3c,3d,3e}, dan himpunan sisi
E(G x H) = {(1a,1b), (1a,1e), (1b,1c), (1¢, 1d), (1d, 1e), (1a, 2a),
(2a,3a),(1e,2e),(2e,3e),(1b,2b), (2b,3b), (1c, 2¢), (2¢,3¢), (1d, 2d),
(2d,3d), (2a,2b), (2a,2e),(2b,2c), (2c,2d), (2d, 2e), (3a,3b), (3a, 3e)
,(3b,3c), (3¢,3d), (3d,3e)}.

12
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3c

Gambar 2. 3.2 Graf Kali 6 x H

Karena beberapa operasi menggunakan suatu titik dengan nama titik tetap,
maka terlebih dahulu diberikan pengertian titik tetap. Titik tetap pada suatu graf
adalah titik yang dipilih secara khusus untuk kepentingan tertentu atau untuk
mempermudah dalam membahas terkait graf, misalnya kepentingan dalam
membahas operasi graf atau kepentingan lain.

Definisi 2.3.2 Misalkan G dengan himpunan titik V(G) = {v;|i = 1,2, ...,n} dan
H adalah sembarang graf terhubung . Hasil operasi comb dari graf G dan H
dinotasikan G = H adalah graf yang diperoleh melalui penggandaan graf H
sampai banyaknya graf H sama dengan kardinalitas titik pada graf G yaitu
Hy, Hy, ..., Hyy ), dan memilih satu titik tetap u; pada graf H;, kemudian
melekatkan titik tetap u; Vi, pada titik v; di graf G.

Contoh 2.3.2 Diberikan dua graf sederhana dengan graf pertama adalah graf G
yang memiliki himpunan titik V(G) = {x;, x,} dan himpunan sisi (G) = {x;x,} ,
dan graf kedua graf H dengan V(H) ={a,b,c,d,e} dan
E(H) = {ab,ac,ad, bc, cd, ce, be,de}. Bentuk graf G dan graf H dapat dilihat
pada Gambar 2.2.3 berikut.

13
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(a) (b)
Gambar 2. 3. 3 (a) Graf G dan (b) Graf H

Karena graf G memiliki titik sebanyak 2, maka graf H akan digandakan
sampai banyak graf H sama dengan kardinaltitas titik pada graf G, sehingga
diperoleh satu buah graf G dan graf H,, H,, Setelah itu penulis memilih dan
menetapkan satu titik tetap dari H yaitu V(H) = {e} kemudian melekatkannya
pada setiap titik yang ada pada graf G dan kemudian disimbolkan dengan x; .
Hasil comb dari graf G dan H dapat dilihat pada Gambar 2.3.4 berikut.

la 2a

Gambar 2. 3.4 Graf Comb G > H
Pada Gambar 2.3.4 himpunan titik dan himpunan sisinya secara berurut

adalah:
V(G = H) = {1a,1b, 1c, 1d, 2a, 2b, 2¢, 2d, x1, x,}
E(G > H) ={(1a,1b),(1a,1¢), (1a,1d), (1b, 1¢), (1c,1d), (1b, x),

(1¢,x¢),(1d, x;), (2a, 2b), (2a, 2¢), (2a, 2d), (2b, 2¢), (2¢, 2d),

(2b, x3), (2¢,x3), (2d, x3), (x1, X2)}-
Contoh 2.3.3 Diberikan graf lintasan P, dengan V(P,) = {x;,x,} dan E(P,) =
{x,x,} dan graf berlian Br; dengan
V(Br3) = { vq, V5, Wy, Wy, w3, X}
E(Br3) = {(v1v,), (Vywy), (0iwy), (V,w,), (Vsws), (Wiws), (Waws),

(w1x), (W7x), (W3x)}.

Bentuk graf P, dan Bry dapat dilihat pada Gambar 2.2.3 berikut.

14
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L4 V2

wy W3

Xy X2

(a) (b)
Gambar 2. 3.5 (a) Graf P, dan (b) Graf Br;

Hasil comb graf lintasan B,, > Brn, dengan m = 2 dan n = 3 dapat dilihat
pada Gambar 2.3.4 berikut.

Vi1 V12 V21 V22

W11 Wiz Wy Wa3

X X2

Gambar 2. 3. 6 Graf Comb P, = Bry

1.4 Dimensi Metrik
Pada subbab ini akan dibahas beberapa definisi terkait dengan konsep
dimensi metrik. Beberapa definisi terkait dimensi metrik yang dikutip dari hasil

penelusuran beberapa jurnal.

Definisi 2.4.1 G adalah graf terhubung, misalkan terdapat himpunan terurut
S ={sy,5,,..,5} € V(G). Representasi titik v terhadap S didefinisikan sebagai
jarak dari v ke tiap-tiap elemen di S, ditulis
r(wl|S) = (d(v, s1),d(v,s,), ..., d(v, sk)) (Angraini & Welyyanti,2018).

Contoh 2.4.1 Diberikan graf G seperti pada Gambar 2.4.1 berikut

15
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vy Vs

vy Vs

Gambar 2. 4. 1 Graf G dengan Empat Titik dan Sisi

Berdasarkan Gambar 2.4.1, diperoleh himpunan titik V(G) = {v,, v,, v3, v,}. Pilih
S = {v,,v,,v,}. Representasi untuk setiap v € V(G) terhadap S ialah sebagai
berikut.

. r(v1|S) = (d(vy,v1),d(vq,v,),d(v1,v4) ) = (0,1,2)

° r(v,18) = (d(v,, v1),d(vy, 1), d(vy, v4)) = (1,0,1)

o 1(W3lS) = (d(v3,v1),d(vs,v,),d(v3,v4)) = (2,1, 1)

o T(WlS) = (d(Vs, v1), d(Vs, 1), d(vg, 1)) = (2,1,0)

Definisi 2.4.2 S disebut sebagai himpunan penentu dari V(). Jika untuk setiap
i #j € V(G) memiliki representasi yang berbeda terhadap S, yakni berlaku
r(u;|S) # r(uj|5).

Contoh 2.4.2 Berdasarkan Contoh 2.4.1,untuk setiap titik yang diperoleh
memiliki representasi yang berbeda terhadap S, maka S = {v,, v,, v,} merupakan

himpunan penentu bagi graf G dengan Empat Titik dan Sisi tersebut.

Definisi 2.4.3 Himpunan penentu dengan Kkardinalitas (banyak anggotanya)
minimum disebut himpunan penentu minimum atau basis dari graf G. Kardinalitas
(banyaknya anggota) dari basis (himpunan penentu minimum) disebut dimensi
metrik dari G, dinotasikan dengan dim(G).

Contoh 2.4.3.1 Berdasarkan Contoh 2.4.1 S = {v,, v,, v,} merupakan himpunan
penentu dari V(G).

Selanjutnya, akan ditunjukan bahwa S merupakan basis dari graf G dengan
kardinalitas 3.

Ambil sebarang S,dengan|S| = 1.

S, = {v;}, representasi setiap titik pada G terhadap S, adalah sebagai berikut.
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o r(11]S2) = (d(vy,v1)) = (0)
° r(v21S2) = (d(vy,v1)) = (1)
o r(w3]S2) = (d(vs, 1)) = (2)
o 1(04lS2) = (d(vy, v1)) = (2)
Karena r(vs|S,) = r(v,|S,), maka S, dengan Kkardinalitas 1 bukan himpunan
penentu.
Kemudian Dengan memilih S; = {v,,v3}, representasi setiap titik pada G
terhadap S, adalah sebagai berikut.
* r(v11S3) = ((d(v1,v1),d(v4,v3)) = (0,2)
° T(v,1S3) = ((d(vp, v1),d(v,v3)) = (L,1)
i r(v3|S3) = ((d(v3»v1):d(v3:v3)) =(2,0)
o T(0lS3) = (d(vyvy),d (v, v3)) = (2,1)
Karena Vu,v € V(G),u#v dan r(v|S;) #r(v|S;), maka S; dengan
kardinalitas 2 adalah himpunan penentu. Dapat diperhatikan bahwa S; memiliki
kardinalitas dengan kardinalitas minimum, maka S; = {v;, v3}, merupakan basis,
sehingga dim(G) = 2.
Contoh 2.4.3.2 Dari Gambar 2.3.5 Graf P, = Br; akan ditentukan dimensi metrik
dari graf tersebut. Pilih S = {w;;,w,,} .Representasi untuk setiap v € V(P, >
Brs3) terhadap S ialah sebagai berikut.
o r(v1118) = (11, Wi1), d(V11, Wo1)) = (1,4)
o 7(v12]S) = (d(v12, w11), d(V12,W21)) = (2,4)
o r(wy1lS) = (d(wyq, wiqp), d(Wyi1,Ws1)) = (0,3)
o r(wyizlS) = (d(wyy, wiqp), d(Wia, Waq)) = (1,3)
o r(wi3lS) = (d(W13»W11)):d(W13'W21)) =(2,3)
o 7(x1]S) = (d(x, w11),d (1, W21)) = (1,2)
o 7(12115) = (d(Wz1, w11), d(V21, W21)) = (41)
o 1(15,218) = (d(vye,Wwy1),d(Vy2, Wy1)) = (4,2)
o 1(w1lS) = (d(wzy, wi1), d(Wz1, w21)) = (3,0)
o r(Wy3|S) = (d(Wyz, Wyig), d(Way, way)) = (3,1)
o r(wylS) = (d(Wzs»Wn));d(Wzs’Wzﬂ) =(3,2)
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o 1(x2]8) = (d(xz, wi1),d(x2,w21)) = (2,1)

S = {w;1,w,1} merupakan himpunan penentu. Selanjutnya akan ditunjukkan
bahwa basis dari V (P, = Brs) memiliki kardinalitas sedikitnya 2. Misalkan suatu
himpunan penentu dari V(P, > Br;) dengan |S,| =1, sehingga diberikan
S, = {wy,} bukan himpunan penentu dari V (P, > Br3) karena representasi S,
pada P, > Br; menghasilkan representasi yang sama, vyaitu r(v{1]S;) =
r(wi21S,) = r(x]S,) = 1, kontradiksi dengan pemisalan S, sebagai himpunan
penentu. Oleh karena itu, S merupakan himpunan penentu minimum (basis) dari
P, > Br; dengan kardinalitas S adalah dua. Maka diperoleh, dimensi metrik dari
graf P, > Bry adalah dim(P, > Bry) = 2.

Tabel 2.4 Hasil Penelitian Dimensi Metrik pada Suatu Graf

Graf Dimensi Metrik Keterangan
dim(G) = 1 jika dan hanya Chartrand, dkk,
G=h jika G = P, (2000)
G = Ry, graf jaring dim(G) =3 Janan, T., & Janan,
laba-laba S., (2022)
G = (Amal{Tr,, v},), . _(3,jikan =3, Febrianti & Narwen,
graf ar(nalgamasi tar}lgga Ami@) = {4’jika n=4 (2019)
segitiga diperumum
homogen
G = (LG2), graf dim LG?) Antonius Sidang
lingkaran ganda, _ {Z,jika n Ganjil, Ponglangi (2015)
dengan n > 3 3,jika Genap

dengan W, = {Vf, Vier }dan
2

_ 2 172 72
W, =2 v |
masing-masing merupakan
basis bagi LG2 untuk n ganjil

dan n genap
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Graf Dimensi Metrik Keterangan
G =H,> B, , dim(G) =n Saputro &
untuk m > 2 dan Purwasih,(2013).

n = 3 dengan V(B,) =
{pi|1 <i <m}dan
E(Py) = {pipi+111 <
i<m-1},V(H,) =
V1 UV, dimana
Vo ={ull <i<n}
V,={yl1<i<
n}dan E(H,) =
{uiuj|1 <i<j< n}U

{fuiv;|1 <i<nj}

Teorema 2.4. (Chartrand dkk, 2000) Jika G suatu graf terhubung dengan orde n,
maka dim(G) = 1 jika dan hanya jika G = B,.

11.3  Definisi Dua Titik Setara
Diberikan G adalah graf terhubung dan u, v € V(G). Titik u dan v disebut

titik-titik yang setara dalam graf G apabila memenuhi salah satu sifat berikut :
1 d(v,w) untuk setiapw € V(G)/{u, v}.
2 Terdapat titik ¢ sehingga d(u,c) + d(c,s) = d(v,c) + d(c,s) untuk
setiap s € V(G) /{u, v}.
Contoh 2.5 diberikan graf Br, dengan himpunan titik
V(Br,) = {fvowj,x:1<i<3,1<j<4}.

dan himpunan sisi

E(Br,) ={vjv;;1:1 <i<2}U {ijj+1: 1<j<3}u fviw;, viwj;1:1 <

i<3tufxwpl<j<4fufxw;1<j <4}

Seperti pada Gambar 2.5 dibawah
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(21 1] V3

W3 W3
Wl W4

x
Gambar 2. 5. 1 Graf Br,
Untuk i,j = 1,2,3 (v; # v)) titik v; v,,dan v; adalah titik setara karena
terdapat titik x sehingga d(v;,x) +d(x,¢) =d(v;,x) +d(x,c) untuk
setiap x € V(Br,)/{v;, v;}.
Untuk i,j = 1,2,3 (w; # wj) titik wy, w,, ws, w, adalah titik setara karena
terdapat titik x sehingga d(v;,x) +d(x,c) = d(vj,x) + d(x,c) untuk
setiap x € V(Br,)/{w;, w;}.
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