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ABSTRAK 

 

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan bentuk trace dan anti trace dari 

matriks Toeplitz K-tridiagonal 3 × 3  berpangkat integer. Penentuan trace dan anti 

trace pada penelitian ini dilakukan dengan menentukan bentuk umum matriks 

Toeplitz K-tridiagonal untuk pangkat integer positif dan integer negatif yang 

diperoleh dengan menggunakan metode diagonalisasi. Adapun untuk menentukan 

matriks yang mendiagonalkan matriks Toeplitz K-tridiagonal diperoleh dengan 

mencari basis dari vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen. Penentuan 

trace diperoleh dengan menjumlahkan entri diagonal utama dan penentuan anti 

trace diperoleh dengan menjumlahkan entri anti diagonal dari bentuk umum matriks 

Toeplitz K-tridiagonal 3 × 3  berpangkat integer yang diperoleh. 

 

Kata kunci: Matriks Toeplitz tridiagonal, Matriks Toeplitz 2-tridiagonal, Trace, 

Anti Trace, Diagonalisasi.
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ABSTRACT 

 

This research aims to determine the trace and anti-trace form of the integer 

rank 3×3 K-tridiagonal Toeplitz matrix. Determination of trace and anti-trace in this 

study is done by determining the general form of K-tridiagonal Toeplitz matrix for 

positive integer and negative integer powers obtained by using diagonalisation 

method. As for determining the matrix that diagonalises the K-tridiagonal Toeplitz 

matrix, it is obtained by finding the basis of the eigenvector corresponding to the 

eigenvalue. The trace determination is obtained by summing the main diagonal 

entries and the anti trace determination is obtained by summing the anti diagonal 

entries of the general form of the obtained integer-ranked 3×3 K-tridiagonal 

Toeplitz matrix. 

 

 

Keywords: Tridiagonal Toeplitz Matrix, 2-tridiagonal Toeplitz Matrix, Trace, Anti 

Trace, Diagonalisation.
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Salah satu materi dasar dalam mempelajari ilmu matematika adalah aljabar. 

Aljabar adalah cabang matematika yang menggunakan simbol dan operasi 

matematika seperti penjumlahan, pengurangan, perkalian, dan pembagian untuk 

menyelesaikan suatu masalah. Salah satu pembahasan dalam bidang aljabar yang 

terus berkembang adalah aljabar linear. Aljabar linear adalah bidang matematika 

yang mempelajari matriks, vektor, transformasi linier, dan persamaan linier. 

Salah satu pembahasan dalam aljabar linear yang menarik untuk dibahas 

adalah matriks. Matriks juga sudah sering dijumpai pada cabang ilmu lain 

diantaranya bidang ilmu teknik informatika, ilmu biologi, kimia, ekonomi, dan 

masih banyak lagi. Secara umum, matriks dapat dikatakan sebagai suatu kumpulan 

angka-angka yang juga sering disebut elemen-elemen yang disusun secara teratur 

menurut baris dan kolom dengan ukuran tertentu. 

Dalam teori matriks juga terdapat berbagai jenis matriks, salah satunya 

matriks Toeplitz. Pada dasarnya matriks Toeplitz mempunyai operasi yang sama 

dengan matriks biasa hanya saja matriks Toeplitz mempunyai struktur dan sifat 

yang khusus. Matriks Toeplitz adalah matriks simetris dimana setiap unsur pada 

diagonal utamanya sama dan setiap unsur pada subdiagonal yang bersesuaian 

dengan diagonal utama juga sama.  

Pembahasan mengenai matriks Toeplitz telah dikaji sebelumnya. Pada tahun 

2014, (Siregar, Tulus, & Sawaluddin) dalam penelitiannya membahas tentang 

bentuk umum invers dari matriks Toeplitz menggunakan metode adjoin. Pada tahun 

2018, (Slowik) dalam penelitiannya juga membahas tentang invers dan determinan 

dari matriks Toeplitz-Hessenberg. Pada tahun 2020, (Sukmawati) dalam 

penelitiannya yang berjudul “Sifat Nilai Eigen dan Invers Matriks Toeplitz” 

membahas mengenai sifat khusus nilai eigen dan syarat cukup invers matriks 

Toeplitz. Kemudian pada tahun 2021, (Rasmawati, dkk) dalam penelitiannya 

membahas tentang bentuk umum dari determinan matriks Toeplitz k-Tridiagonal. 
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Dalam matriks terdapat beberapa operasi matriks, diantaranya yaitu trace 

matriks. Trace matriks adalah penjumlahan elemen-elemen diagonal utama pada 

suatu matriks. Trace dari matriks berpangkat sering digunakan pada beberapa 

bidang matematika, khususnya Analisis Jaringan (Network Analysis), Teori 

Bilangan, Sistem Dinamik, Teori Matriks, dan Persamaan Differensial. (Brezinski, 

Fika, & Mitrouli, 2012). 

Pembahasan mengenai trace telah diteliti oleh peneliti sebelumnya. Pada 

tahun 2008, Higham dalam bukunya yang berjudul “Functions of Matrices : Theory 

and Computation” membahas salah satu cara untuk menghitung trace dari matriks 

berpangkat 𝑛 adalah dengan menjumlahkan semua nilai eigen matriks berpangkat 

𝑛.  Selanjutnya pembahasan mengenai trace matriks berpangkat 𝑛  telah dibahas 

oleh (Pahade & Jha, 2015) dalam penelitiannya yang berjudul “Trace of Positive 

Integer Power of Real  2 × 2 Matrices”, dimana penentuan trace pada matriks 

berpangkat ini didasarkan pada perkalian matriks dan diperoleh bentuk umum dari 

trace berpangkat integer positif. Pada tahun 2018 Gormantara dalam penelitiannya 

yang berjudul “Penentuan Trace dan Anti Trace Pada Matriks 2 × 2 Berpangkat 

Integer Positif ”, yang membahas bentuk umum trace dan anti trace matriks 2 × 2 

dan perluasannya pada matriks blok. Kemudian (Prajapati & Thadani, 2018) dalam 

penelitiannya yang berjudul “Trace of Negative Integer Power of Real  2 × 2 

Matrices”, yang membahas mengenai bentuk umum dari  trace matriks berpangkat 

integer negatif. Selanjutnya penelitian mengenai trace diteliti lagi dengan 

menggunakan jenis matriks lainnya. Pada tahun 2019 (Rahmawati, dkk) dalam 

penelitiannya membahas bentuk umum trace dari matriks Toeplitz simetris 3 × 3 

dengan pangkat bilangan bulat positif . Kemudian pada tahun 2019 (Aryani, dkk) 

dalam penelitiannya membahas bentuk umum dari trace matriks Toeplitz 

tridiagonal 3 × 3 dengan pangkat bilangan bulat positif. Selanjutnya pada tahun 

2021 (Olii, dkk) dalam penelitiannya juga membahas bentuk umum dari trace 

matriks Toeplitz 2-tridiagonal 3 × 3 dengan pangkat bilangan bulat positif. 

Berdasarkan uraian di atas, maka akan dilakukan penelitian yang lebih 

mendalam terkait trace dari matriks khusus yaitu matriks Toeplitz yang dituangkan 

dalam bentuk tulisan skripsi dengan judul : 
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“Penentuan Trace dan Anti Trace Matriks Toeplitz K-Tridiagonal 

Berpangkat Integer” 

1.2 Rumusan Masalah 

Adapun rumusan masalah dalam penelitian ini adalah : 

1. Bagaimana menentukan trace dan anti trace pada matriks Toeplitz k-

tridiagonal 3×3 berpangkat integer positif ? 

2. Bagaimana menentukan trace dan anti trace pada matriks Toeplitz k-

tridiagonal 3×3 berpangkat integer negatif? 

1.3 Batasan Masalah 

Penelitian ini dibatasi pada matriks Toeplitz k-tridiagonal dengan nilai 𝑘 =

1 dan 𝑘 = 2. 

1.4 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas maka penelitian ini bertujuan untuk : 

1. Menentukan bentuk umum trace dan anti trace pada matriks Toeplitz k-

tridiagonal 3 × 3 berpangkat integer positif. 

2. Menentukan bentuk umum trace dan anti trace pada matriks Toeplitz k-

tridiagonal 3 × 3 berpangkat integer negatif. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat bermanfaat dalam menambah pengetahuan 

penulis tentang cara menentukan trace dan anti trace pada matriks berpangkat 

integer  khususnya untuk matriks Toeplitz k-tridiagonal  3 × 3 serta dapat menjadi 

referensi bagi peneliti lain yang akan melakukan penelitian terkait trace dan anti 

trace pada jenis matriks lainnya. 

1.6 Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan tugas akhir ini terdiri atas lima bab, sebagai berikut: 

BAB I : PENDAHULUAN 

Pada bab ini menjelasskan tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan 

penelitian, batasan masalah, dan sistematika penulisan. 

BAB II : TINJAUAN PUSTAKA 
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Pada bab ini menjelaskan tentang teori-teori pendukung yang berkaitan dengan 

matriks, trace dan anti trace, invers dan determinan, nilai eigen dan vektor eigen, 

serta diagonalisasi pada suatu matriks. 

BAB III : METODOLOGI PENELITIAN 

Pada bab ini membahas tentang waktu dan tempat penelitian, metode penelitian 

dan diagram alir. 

BAB IV : HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pada bab ini berisi tentang pembahasan dari diagram alir penelitian dan hasil yang 

diperoleh dari rumusan masalah. 

BAB V : PENUTUP 

Pada bab ini membahas tentang kesimpulan dari hasil dan pembahasan serta saran 

untuk penelitian kedepannya. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

2.1 Determinan dan Invers Matriks 

Definisi 2.4 Misalkan 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) berukuran 𝑛 × 𝑛. Determinan dari A, dinotasikan 

det (𝐴) atau |𝐴|, adalah jumlah semua perkalian elementer bertanda dari 𝐴, yaitu 

det(𝐴) = ∑± 𝑎1𝑗1𝑎2𝑗2 …𝑎𝑛𝑗𝑛  

dengan 𝑗1,, 𝑗2, … 𝑛 adalah permutasi 𝑛 bilangan asli yang pertama. 

Jika nilai determinan suatu matriks itu nol maka matriks tersebut singular 

dan jika nilai determinan suatu matriks itu tidak nol, berarti matriks tersebut 

nonsingular.  

Contoh 2.1 Diberikan matriks dengan ukuran 3 × 3 

𝐵 = [

2 3 5

7 1 6

3 4 5

] 

det(𝐵) = (2 × 1 × 5) + (3 × 6 × 3) + (5 × 7 × 4) − (3 × 1 × 5) − (4 × 6 × 2)

− (5 × 7 × 3) 

det(𝐵) = 36. 

Definisi 2.5 Misalkan 𝐴 adalah matriks bujur sangkar dan jika ada matriks 𝐵 

dengan ukuran yang sama sedemikian sehingga 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼, maka 𝐴 dikatakan 

mempunyai invers (nonsingular) dan 𝐵 disebut invers dari 𝐴. (Anton & Rorres, 

2014). 

Invers dari sebuah matriks hanya satu dan berlaku sifat (𝐴−1)−1 = 𝐴. 

Matriks yang tidak mempunyai invers adalah matriks singular.   

Definisi 2.6 Jika A adalah matriks bujur sangkar. Minor dari elemen 𝑎𝑖𝑗, 

dinotasikan dengan 𝑀𝑖𝑗, didefinisikan sebagai determinan dari submatriks yang 

tersisa setelah baris ke-i dan kolom ke-j dihapus dari matriks A. Bilangan 

(−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗 disebut sebagai kofaktor dari elemen 𝑎𝑖𝑗 dan dinotasikan dengan 𝐶𝑖𝑗 . 

(Anton & Rorres, 2014). 
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Contoh 2.6 Tentukan minor dari elemen 𝑎11, 𝑎21, dan 𝑎33 dan kofaktor yang 

bersesuaian dari matriks 𝐴 = [

1 4 2

2 3 1

1 −5 2

]. 

Jawab 

Minor dari elemen 𝑎11, 𝑎21, 𝑎33  adalah 

𝑀11 = |
3 1

−5 2
| = 11 

𝑀21 = |
4 2

−5 2
| = 18 

𝑀33 = |
1 4

2 3
| = −5 

dan kofaktor yang bersesuaian dengan minor adalah 

𝐶11 = (−1)1+1𝑀11 = 𝑀11 = 11 

𝐶21 = (−1)2+1𝑀21 = −𝑀21 = −18 

𝐶33 = (−1)3+3𝑀33 = 𝑀33 = −5 

Definisi 2.7 Misalkan A adalah matriks yang berukuran 𝑛 × 𝑛. Determinan dari 

matriks A dapat dihitung dengan mengalikan elemen-elemen pada sebarang baris 

(atau kolom) dengan kofaktor-kofaktornya dan menjumlahkan hasil kali yang 

diperoleh, di mana untuk setiap 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  dan 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, 

det(𝐴) = 𝑎1𝑗𝐶1𝑗 + 𝑎2𝑗𝐶2𝑗 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑗𝐶𝑛𝑗 

(ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke-𝑗) 

det(𝐴) = 𝑎𝑖1𝐶𝑖1 + 𝑎𝑖2𝐶𝑖2 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝐶𝑖𝑛 

(ekspansi kofaktor sepanjang baris ke-𝑖) (Anton & Rorres, 2014). 

Definisi 2.8 Misalkan A adalah matriks yang berukuran 𝑛 × 𝑛 dan 𝐶𝑖𝑗 adalah 

kofaktor dari 𝑎𝑖𝑗, maka matriks 

[

𝐶11 𝐶12

𝐶21 𝐶22

⋯ 𝐶1𝑛

⋯ 𝐶2𝑛

⋮ ⋮
𝐶𝑛1 𝐶𝑛2

⋱ ⋮
… 𝐶𝑛𝑛

] 

 disebut matriks kofaktor dari A. (Anton & Rorres, 2014). 

Definisi 2.9 Transpose dari matriks kofaktor disebut adjoint dari matriks A dan 

dinotasikan dengan 𝑎𝑑𝑗(𝐴). (Anton & Rorres, 2014). 
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Teorema 2.1 Jika A adalah matriks yang mempunyai invers, maka invers dari 𝐴, 

dinotasikan 𝐴−1, adalah: 

A−1 =
1

det(A)
adj(A)  (2. 1) 

Bukti: 

Pertama akan dibuktikan bahwa 

𝐴 𝑎𝑑𝑗(𝐴) = det(𝐴) 𝐼 

𝐴 𝑎𝑑𝑗(𝐴) =

[
 
 
 
 
 
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

⋮ ⋮

… 𝑎1𝑛

… 𝑎2𝑛

⋯ ⋮
𝑎𝑖1 𝑎𝑖2

⋮ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2

… 𝑎𝑖𝑛

… ⋮
… 𝑎𝑛𝑛]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
𝐶11 𝐶21 …
𝐶12 𝐶22 …

𝐶𝑗1 … 𝐶𝑛1

𝐶𝑗2 … 𝐶𝑛2

⋮ ⋮ ⋮
𝐶1𝑛 𝐶2𝑛 …

⋮ ⋮ ⋮
𝐶𝑗𝑛 … 𝐶𝑛𝑛]

 
 
 

. 

Elemen pada baris ke-𝑖 dan kolom ke-𝑗 dari 𝐴 𝑎𝑑𝑗(𝐴) adalah  

𝑎𝑖1𝐶𝑗1 + 𝑎𝑖2𝐶𝑗2 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝐶𝑗𝑛.     (2. 2) 

Jika 𝑖 = 𝑗, maka (2.2) adalah ekspansi kofaktor dari det (𝐴) sepanjang baris ke-𝑖 

dari A (definisi 2.7) dan jika 𝑖 ≠ 𝑗, maka semua 𝑎 dan kofaktor-kofaktornya berasal 

dari baris-baris yang berbeda dari A, sehingga nilai dari (2.2) adalah nol. Oleh 

karena itu, 

𝐴 𝑎𝑑𝑗(𝐴) = [

det (𝐴) 0
0 det (𝐴)
⋮
0

⋮
0

… 0
… 0
⋱
…

⋮
det (𝐴)

] = det(𝐴) 𝐼. (2. 3) 

\Karena 𝐴 mempunyai invers, det(𝐴) ≠ 0, persamaan (2.3) dapat ditulis kembali 

sebagai 

𝐴 [
1

det(𝐴)
𝑎𝑑𝑗(𝐴)] = 𝐼. (2. 4) 

Dengan mengalikan kedua sisi dari kiri dengan 𝐴−1 pada persamaaan (2.4) 

diperoleh 

𝐴−1 =
1

det(𝐴)
𝑎𝑑𝑗(𝐴). 

 

Contoh 2.7 Tentukan invers dari matriks 𝐴 = [

1 4 2

2 3 1

1 −5 2

]. 



 Universitas Hasanuddin 

 

8 

 

Jawab 

Matriks kofaktor dari A adalah 

[

11 −3 −13

−18 0 9

−2 3 −5

] 

dan adjoint dari A adalah 

𝑎𝑑𝑗(𝐴) = [

11 −18 −2

−3 0 3

−13 9 −5

] 

Jadi invers dari matriks A adalah 

𝐴−1 =
1

det (𝐴)
 𝑎𝑑𝑗(𝐴) =

1

−27
[

11 −18 −2

−3 0 3

−13 9 −5

] =

[
 
 
 
 
 −

11

27

2

3

2

27
1

9
0 −

1

9
13

27
−

1

3

5

27 ]
 
 
 
 
 

. 

2.2 Trace dan Anti Trace Matriks  

Definisi 2.10 Jika A adalah matriks bujur sangkar, maka trace A, dinotasikan tr(A), 

didefinisikan sebagai jumlah entri pada diagonal utama A. (Anton & Rorres, 2014). 

Misalkan A berukuran n × n, atau   

𝐴 =

[
 
 
 
𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛

⋮
𝑎𝑛1

⋮
𝑎𝑛2

⋱
⋯

⋮
𝑎𝑛𝑛]

 
 
 

 

maka 

𝑡𝑟(𝐴) = 𝑎11 + 𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑛 = ∑ 𝑎𝑘𝑘

𝑛

𝑘=1

 (2. 5) 

Contoh 2.8 Misalkan diberikan matriks A sebagai berikut 

𝐴 = [

2 7 4

4 5 0

8 4 8

] 

maka 

𝑡𝑟(𝐴) = 2 + 5 + 8 = 15 
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Definisi 2.11 Misalkan 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) adalah matriks berukuran 𝑛 × 𝑛. Anti diagonal 

dari A adalah semua elemen 𝑎𝑖𝑗 dengan 𝑖 + 𝑗 = 1 + 𝑛.  

Definisi 2.12 Jika A adalah matriks bujur sangkar. Anti trace dari matriks A, 

dinotasikan dengan tranti(A), didefinisikan sebagai jumlahan dari elemen-elemen 

anti diagonal A. (Anton & Rorres, 2014). 

𝐴 =

[
 
 
 
 
𝑎11 ⋯ 𝑎1,𝑛−1 𝑎1𝑛

𝑎21 ⋯ 𝑎2,𝑛−1 𝑎2𝑛

⋮
𝑎𝑛1

⋮
𝑎𝑛2

⋱
⋯

⋮
𝑎𝑛𝑛]

 
 
 
 

 

 

𝑡𝑟𝑎𝑛𝑡𝑖(𝐴) = 𝑎1𝑛 + 𝑎2,𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑛−1,2 + 𝑎𝑛1 = ∑ 𝑎𝑘+1,𝑛−𝑘

𝑛−1

𝑘=0

. (2. 6) 

Contoh 2.9 Misalkan diberikan matriks A sebagai berikut 

𝐴 = [

2 7 4

4 5 0

8 4 8

] 

maka 

𝑡𝑟𝑎𝑛𝑡𝑖(𝐴) = 4 + 5 + 8 = 17. 

2.3 Nilai Eigen dan Vektor Eigen 

Definisi 2.15 Jika A adalah sebuah matriks 𝑚 × 𝑛, maka subruang 𝑅𝑛 

direntangkan oleh vektor-vektor baris A disebut ruang baris A, dan subruang 𝑅𝑚 

direntangkan oleh vektor-vektor kolom A disebut ruang kolom A. Ruang solusi 

sistem homogen dari persamaan 𝐴𝑥 = 0, yang merupakan sebuah subruang dari 

𝑅𝑛, disebut dengan ruang nol A. (Anton & Rorres, 2014). 

Definisi 2.16 Jika A adalah sebuah matriks berukuran 𝑛 × 𝑛, maka sebuah vektor 

tak nol �⃗� di 𝑅𝑛 dinamakan vektor eigen dari A jika 𝐴𝑥 adalah kelipatan skalar dari 

𝑥, yaitu: 

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥. 

Skalar 𝜆 ini dinamakan nilai eigen dari A, sedangkan �⃗� dinamakan vektor eigen 

yang bersesuaian dengan 𝜆. (Santosa, 2009). 
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Contoh 2.11  

Vektor 𝑥 = [

1

2

1

] adalah vektor eigen dari matriks 𝐴 =  [

2 0 1

−1 4 −1

−1 2 0

] yang  

bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆 = 3 karena 

𝐴𝑥 =  [

2 0 1

−1 4 −1

−1 2 0

] [

1

2

1

] = [

3

6

3

] = 3𝑥. 

Nilai eigen dari matriks A yang berukuran 𝑛 × 𝑛, diperoleh melalui persamaan 

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 

𝐴𝑥 = 𝜆𝐼𝑥 

(𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0. (2. 7) 

Persamaan di atas akan mempunyai penyelesaian tak nol jika dan hanya jika:  

det(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0. (2. 8) 

Persamaan ini dinamakan persamaan karakteristik. 

Teorema 2.2 Jika A adalah matriks yang berukuran 𝑛 × 𝑛, pernyataan-pernyataan 

berikut ini ekuivalen satu sama lain: 

1. 𝜆 adalah nilai eigen dari A. 

2. Sistem persamaan (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0 mempunyai solusi nontrivial. 

3. Ada sebuah vektor tak nol 𝑥 di 𝑅𝑛 sehingga 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 . 

4. 𝜆 adalah solusi dari persamaan karakteristik 𝑑𝑒𝑡( 𝜆𝐼 − 𝐴) = 0. (Anton & 

Rorres, 2014). 

  Vektor eigen dari 𝐴 yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆 adalah vektor-

vektor tak nol pada ruang solusi dari (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0 . Ruang solusi ini disebut ruang 

eigen dari 𝐴 yang bersesuaian dengan 𝜆. 

Contoh 2.13 

Tentukan basis untuk ruang eigen dari 𝐴 = [

2 0 1

−1 4 −1

−1 2 0

]. 

Jawab 

Persamaan karakteristik dari A adalah 
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det([

𝜆 − 2 0 1

−1 𝜆 − 4 −1

−1 2 𝜆 − 0

]) = (𝜆 − 1)(𝜆 − 2)(𝜆 − 3) = 0. 

Maka nilai eigen dari A adalah 𝜆 = 1, 𝜆 = 2 dan 𝜆 = 3. 

Berdasarkan persamaan (2.7), diperoleh bentuk 

[

𝜆 − 2 0 1

−1 𝜆 − 4 −1

−1 2 𝜆 − 0

] [

𝑥1

𝑥2

𝑥3

] = [

0

0

0

]. 

Untuk 𝜆 = 1, maka 

[

−1 0 1

−1 −3 −1

−1 2 1

] [

𝑥1

𝑥2

𝑥3

] = [

0

0

0

]  

diperoleh penyelesaian 𝑥1 = −𝑥3, 𝑥2 = 0, dan 𝑥3 = 𝑥3 sehingga vektor eigen yang 

bersesuaian dengan 𝜆 = 1 adalah: 

𝑥 = [

−𝑥3

0

𝑥3

] = 𝑥3 [

−1

0

1

] 

sehingga vektor [

−1

0

1

] membentuk sebuah basis untuk ruang eigen yang bersesuaian 

dengan 𝜆 = 1. 

Untuk 𝜆 = 2, maka 

[

0 0 1

−1 −2 −1

−1 2 2

] [

𝑥1

𝑥2

𝑥3

] = [

0

0

0

]  

diperoleh penyelesaian 𝑥1 = 2𝑥2 , 𝑥2 = 𝑥2, dan 𝑥3 = 0, atau 

𝑥 = [

2𝑥2

𝑥2

0

] = 𝑥2 [

2

1

0

] 

sehingga vektor [

2

1

0

] adalah basis ruang eigen yang bersesuaian untuk 𝜆 = 2. 

Untuk 𝜆 = 3, maka 
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[

1 0 1

−1 −1 −1

−1 2 3

] [

𝑥1

𝑥2

𝑥3

] = [

0

0

0

]  

diperoleh penyelesaian 𝑥1 = 𝑥3 , 𝑥2 = 2𝑥3, dan 𝑥3 = 𝑥3, atau 

𝑥 = [

𝑥3

2𝑥3

𝑥3

] = 𝑥3 [

1

2

1

] 

sehingga vektor [

1

2

1

] adalah basis ruang eigen yang bersesuaian untuk 𝜆 = 3. 

2.4 Hubungan Nilai Eigen dan Trace Matriks 

Pada bagian ini dijelaskan mengenai hubungan nilai eigen terhadap trace 

matriks. Misalkan diberikan matriks 𝐴 berukuran 𝑛 × 𝑛 dengan nilai eigen 

𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 maka berlaku 

𝑇𝑟(𝐴) = ∑𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1

 

dan karena nilai eigen dari matriks berpangkat 𝐴𝑘, ∀ 𝑘 = 2, 3, … 𝑛 adalah  

𝜆1
𝑘, 𝜆2

𝑘, … , 𝜆𝑛
𝑘
, maka 

𝑇𝑟(𝐴𝑘) = ∑𝜆𝑖
𝑘      , ∀ 𝑘 = 2, 3, … .

𝑛

𝑖=1

 

2.5  Diagonalisasi 

Definisi 2.17 Misalkan A dan B adalah matriks bujur sangkar. Matriks B dikatakan 

similar (mirip) dengan A jika terdapat matriks invertible P sehingga 𝐵 = 𝑃−1𝐴𝑃. 

(Anton & Rorres, 2014). 

Definisi 2.18 Matriks persegi A dikatakan dapat didiagonalkan (diagonalizable) 

jika terdapat matriks P yang invertible sedemikian sehingga 𝑃−1𝐴𝑃 adalah 

diagonal dan P dikatakan mendiagonalkan (diagonalize) matriks A. (Anton & 

Rorres, 2014). 

Contoh 2.14 

Tentukan matriks P yang mendiagonalkan matriks A dengan 
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𝐴 = [

2 0 1

−1 4 −1

−1 2 0

]. 

Jawab 

Berdasarkan contoh (2.13), nilai eigen dari matriks A adalah 𝜆 = 1, 𝜆 = 2 dan 𝜆 =

3. 

Vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆 = 1 adalah 

𝑝1 = [

−1

0

1

], 

vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆 = 2 adalah 

𝑝2 = [

2

1

0

], 

vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆 = 3 adalah 

𝑝3 = [

1

2

1

]. 

Selanjutnya, dengan menulis matriks P dengan kolom 𝑖, ke-𝑖 adalah 𝑝𝑖, 𝑖 = 1,2,3, 

diperoleh 

𝑃 = [

−1 2 1

0 1 2

1 0 1

]. 

Karena 𝑃−1 ada, yaitu 

𝑃−1 =

[
 
 
 
 

1

2
−1

3

2
1 −1 1

−
1

2
1 −

1

2]
 
 
 
 

 

dan 

𝑃−1𝐴𝑃 =

[
 
 
 
 

1

2
−1

3

2
1 −1 1

−
1

2
1 −

1

2]
 
 
 
 

[

2 0 1

−1 4 −1

−1 2 0

] [

−1 2 1

0 1 2

1 0 1

] = [

1 0 0

0 2 0

0 0 3

] 
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maka P dikatakan mendiagonalkan A. 

Secara umum, untuk menentukan matriks berpangkat 𝑛 memerlukan 

pengerjaan yang lama jika dilakukan secara manual. Tetapi menghitung matriks 

berpangkat, sangat sederhana ketika matriks tersebut merupakan matriks diagonal. 

Untuk menunjukkan hal tersebut, misalkan A adalah matriks 𝑛 × 𝑛 yang dapat 

didiagonalisasi,  P mendiagonalisasi A, yaitu 

𝑃−1𝐴𝑃 = [

𝜆1 0
0 𝜆2

… 0
… 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
… 𝜆𝑛

] = 𝐷 

pangkat kuadrat dari matriks tersebut menjadi: 

(𝑃−1𝐴𝑃)2 =

[
 
 
 
𝜆1

2 0

0 𝜆2
2

… 0
… 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
… 𝜆𝑛

2 ]
 
 
 
= 𝐷2 

atau 

(𝑃−1𝐴𝑃)2 = 𝑃−1𝐴𝑃𝑃−1𝐴𝑃 = 𝑃−1𝐴𝐼𝐴𝑃 = 𝑃−1𝐴2𝑃. 

Secara umum, jika 𝑘 adalah bilangan bulat positif, maka dengan persamaan yang 

sama dapat ditunjukkan  

𝑃−1𝐴𝑘𝑃 =

[
 
 
 
𝜆1

𝑘 0

0 𝜆2
𝑘

… 0
… 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
… 𝜆𝑛

𝑘]
 
 
 

= 𝐷𝑘 

atau ditulis kembali menjadi  

𝐴𝑘 = 𝑃

[
 
 
 
𝜆1

𝑘 0

0 𝜆2
𝑘

… 0
… 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
… 𝜆𝑛

𝑘]
 
 
 

𝑃−1 = 𝑃𝐷𝑘𝑃−1 

𝐴𝑘 = 𝑃𝐷𝑘𝑃−1. (2. 9) 

Contoh 2.15 

Tentukan 𝐴5 dengan 

𝐴 =  [

4 2 2

2 4 2

2 2 4

]. 

Jawab 
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Diperoleh matriks 𝑃 yang mendiagonalisasi matriks 𝐴 sebagai berikut 

𝑃 = [

1 −1 −1

1 1 0

1 0 1

] 

Jadi 

𝐷 = 𝑃−1𝐴𝑃 = [

8 0 0

0 2 0

0 0 2

]. 

Berdasarkan persamaan (2.9), diperoleh 

𝐴5 =  𝑃𝐷5𝑃−1 = [

1 −1 −1

1 1 0

1 0 1

] [

85 0 0

0 25 0

0 0 25

]

[
 
 
 
 
 

1

3

1

3

1

3

−
1

3

2

3
−

1

3

−
1

3
−

1

3

2

3 ]
 
 
 
 
 

 

                                      = [

10944 10912 10912

10912 10944 10912

10912 10912 10944

]. 

2.6  Matriks Toeplitz 

Definisi 2.13 Matriks Toeplitz (𝑇𝑛) adalah matriks berukuran n x n dengan 𝑇𝑛 =

(𝑡𝑘𝑗 = 𝑡𝑘−𝑗; 𝑘, 𝑗 = 0,1, … , 𝑛 − 1) dengan 𝑡𝑘𝑗 adalah elemen pada baris ke-k dan 

kolom ke-j. (Gray, 2006). 

𝑇𝑛 =

[
 
 
 
 
 

𝑡0 𝑡−1
𝑡−2 ⋯ 𝑡−(𝑛−1)

𝑡1 𝑡0 𝑡−1 ⋯ 𝑡−(𝑛−2)

𝑡2
⋮

𝑡𝑛−1

𝑡1
⋮

𝑡𝑛−2

𝑡0
⋮
…

⋯
⋱
𝑡1

𝑡−(𝑛−3)

⋮
𝑡0 ]

 
 
 
 
 

. 

Matriks ini diberi nama matriks Toeplitz sebagaimana penemunya yaitu 

Otto Toeplitz, seorang matematikawan berkebangsaan Jerman di awal abad 20.  

 Adapun sifat matriks Toeplitz yaitu sebagai berikut: 

1. Berbentuk matriks bujursangkar yang berorde 𝑛. 

2. Semua unsur pada diagonal utama bernilai sama, dinotasikan dengan  

𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 = 𝑡𝑖−𝑗 untuk 𝑖 = 𝑗 dan 𝑖, 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑛. 
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3. Semua unsur pada subdiagonal atau unsur di atas diagonal dan di bawah 

diagonal bernilai sama, dinotasikan dengan 𝑡𝑖𝑗 = 𝑡𝑖−𝑗 untuk 𝑖 ≠ 𝑗 dan 𝑖, 𝑗 =

1,2,3, … , 𝑛.  

Contoh 2.10 Berikut contoh matriks Toeplitz. 

𝑇3 = [
1 2 3
5
4

1
5

2
1
] 

𝑇4 = [

1 3
4 1

6 5
3 6

8 4
10 8

1 3
4 1

]. 

 

Salah satu jenis matriks Toeplitz adalah matriks Toeplitz k-tridiagonal yang 

didefinisikan sebagai berikut: 

Definisi 2.14 Matriks Toeplitz k-tridiagonal dinotasikan 𝐴𝑛
(𝑘)

, 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 

dengan  

𝐴𝑛
(𝑘)

= (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛
  

dimana 

𝑎𝑖𝑗 = {

𝑎,
𝑏,
𝑐,
0,

 

     𝑖 = 𝑗
𝑖 − 𝑗 = 𝑘
𝑗 − 𝑖 = 𝑘

 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖, 𝑗 𝑦𝑎𝑛𝑔 𝑙𝑎𝑖𝑛.

 

Nilai 𝑘 menunjukkan suatu skalar yang menentukan entri dari matriks Toeplitz k-

tridigional.   

Untuk 𝑘 = 1, maka: 

𝐴2
(1)

= [
𝑎 𝑐

𝑏 𝑎
] 

𝐴3
(1)

= [
𝑎 𝑐 0
𝑏
0

𝑎
𝑏

𝑐
𝑎
] 

𝐴4
(1)

= [

𝑎 𝑐
𝑏 𝑎

0 0
𝑐 0

0 𝑏
0 0

𝑎 𝑐
𝑏 𝑎

] 
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𝐴5
(1)

=

[
 
 
 
 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑎
0 𝑏

0 0 0
𝑐 0 0
𝑎 𝑐 0

0 0
0 0

𝑏 𝑎 𝑐
0 𝑏 𝑎]

 
 
 
 

 

𝐴6
(1)

=

[
 
 
 
 
 
𝑎 𝑐 0
𝑏 𝑎 𝑐
0 𝑏 𝑎

0 0 0
0 0 0
𝑐 0 0

0 0 𝑏
0 0 0
0 0 0

𝑎 𝑐 0
𝑏 𝑎 𝑐
0 𝑏 𝑎]

 
 
 
 
 

 

𝐴𝑛
(1)

= 

[
 
 
 
 
 
 
𝑎 𝑐 0
𝑏 𝑎 𝑐
0 𝑏 𝑎

0 … 0
0 … …
𝑐 … …

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
… … 𝑏
… … 0
0 … 0

𝑎 𝑐 0
𝑏 𝑎 𝑐
0 𝑏 𝑎 ]

 
 
 
 
 
 

. 

Matriks tersebut dinamakan matriks Toeplitz tridiagonal. 

Untuk 𝑘 = 2, maka: 

𝐴3
(2)

= [
𝑎 0 𝑐
0
𝑏

𝑎
0

0
𝑎
] 

𝐴4
(2)

= [

𝑎 0
0 𝑎

𝑐 0
0 𝑐

𝑏 0
0 𝑏

𝑎 0
0 𝑎

] 

𝐴5
(2)

=

[
 
 
 
 
𝑎 0
0 𝑎
𝑏 0

𝑐 0 0
0 𝑐 0
𝑎 0 𝑐

0 𝑏
0 0

0 𝑎 0
𝑏 0 𝑎]

 
 
 
 

 

𝐴6
(2)

=

[
 
 
 
 
 
𝑎 0 𝑐
0 𝑎 0
𝑏 0 𝑎

0 0 0
𝑐 0 0
0 𝑐 0

0 𝑏 0
0 0 𝑏
0 0 0

𝑎 0 𝑐
0 𝑎 0
𝑏 0 𝑎]

 
 
 
 
 

 

𝐴𝑛
(2)

=

[
 
 
 
 
 
 
𝑎 0 𝑐
0 𝑎 0
𝑏 0 𝑎

0 0 …
𝑐 0 …
0 𝑐 …

0
…
…

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
… … 𝑏
… … 0
0 … 0

0 𝑎 0
𝑏 0 𝑎
0 𝑏 0

0
0
𝑎]
 
 
 
 
 
 

. 

Matriks tersebut dinamakan matriks Toeplitz 2-tridiagonal. 
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Untuk 𝑘 = 3, maka: 

𝐴4
(3)

= [

𝑎 0
0 𝑎

0 𝑐
0 0

0 0
𝑏 0

𝑎 0
0 𝑎

] 

𝐴5
(3)

=

[
 
 
 
 
𝑎 0
0 𝑎
0 0

0 𝑐 0
0 0 𝑐
𝑎 0 0

𝑏 0
0 𝑏

0 𝑎 0
0 0 𝑎]

 
 
 
 

 

𝐴6
(3)

=

[
 
 
 
 
 
𝑎 0 0
0 𝑎 0
0 0 𝑎

𝑐 0 0
0 𝑐 0
0 0 𝑐

𝑏 0 0
0 𝑏 0
0 0 𝑏

𝑎 0 0
0 𝑎 0
0 0 𝑎]

 
 
 
 
 

 

𝐴𝑛
(3)

=

[
 
 
 
 
 
 
𝑎 0 0
0 𝑎 0
0 0 𝑎

𝑐 0 …
0 𝑐 …
0 0 …

0
…
…

𝑏 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 𝑐
⋮ … 0
… … 0
0 … 0

0 𝑎 0
0 0 𝑎
𝑏 0 0

0
0
𝑎]
 
 
 
 
 
 

. 

Matriks tersebut dinamakan matriks Toeplitz 2-tridiagonal. 

2.7 Binomial Newton 

Definisi 2.15  Misalkan 𝑛 dan 𝑟 adalah bilangan bulat non negatif dengan  

𝑛 ≥ 𝑟. Koefisien binomial (𝑛
𝑟
) didefinisikan dengan 

(
𝑛

𝑟
) =

𝑛!

𝑟! (𝑛 − 𝑟)!
. 

Teorema 2.3 Jika 𝑛 suatu bilangan bulat non negatif maka 

(𝑥 + 𝑦)𝑛 = (
𝑛

0
) 𝑥𝑛 + (

𝑛

1
) 𝑥𝑛−1𝑦 + ⋯+ (

𝑛

𝑛 − 1
)𝑥𝑦𝑛−1 + (

𝑛

𝑛
)𝑦𝑛 

 = ∑(
𝑛

𝑟
) 𝑥𝑛−𝑟𝑦𝑟

𝑛

𝑟=0

. 

Bukti 

Untuk 𝑛 = 0 maka (𝑥 + 𝑦)0 = 1. 

Asumsikan pernyataan benar untuk 𝑛 − 1 > 0. 

(𝑥 + 𝑦)𝑛−1 = ∑ (
𝑛 − 1

𝑟
) 𝑥𝑛−1−𝑟𝑦𝑟

𝑛−1

𝑟=0
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Selanjutnya, akan ditunjukkan pernyataan benar untuk 𝑛. Perhatikan bahwa: 

(𝑥 + 𝑦)𝑛 = (𝑥 + 𝑦)(𝑥 + 𝑦)𝑛−1 

= (𝑥 + 𝑦) ∑ (
𝑛 − 1

𝑟
) 𝑥𝑛−1−𝑟𝑦𝑟

𝑛−1

𝑟=0

 

= 𝑥 ∑ (
𝑛 − 1

𝑟
) 𝑥𝑛−1−𝑟𝑦𝑟 +

𝑛−1

𝑟=0

𝑦 ∑ (
𝑛 − 1

𝑟
) 𝑥𝑛−1−𝑟𝑦𝑟

𝑛−1

𝑟=0

 

= ∑ (
𝑛 − 1

𝑟
) 𝑥𝑛−1−𝑟𝑦𝑟+1

𝑛−1

𝑟=0

+ ∑ (
𝑛 − 1

𝑟
) 𝑥𝑛−𝑟𝑦𝑟

𝑛−1

𝑟=0

 

= (
𝑛 − 1

𝑛 − 1
)𝑦𝑛 + ∑ (

𝑛 − 1

𝑟
) 𝑥𝑛−1−𝑟𝑦𝑟+1

𝑛−2

𝑟=0

 

(
𝑛 − 1

0
) 𝑥𝑛 + ∑ (

𝑛 − 1

𝑟
) 𝑥𝑛−𝑟𝑦𝑟

𝑛−1

𝑟=1

 

= 𝑥𝑛 + ∑ (
𝑛 − 1

𝑟
) 𝑥𝑛−1−𝑟𝑦𝑟+1

𝑛−2

𝑟=0

+ ∑ (
𝑛 − 1

𝑟
) 𝑥𝑛−𝑟𝑦𝑟

𝑛−1

𝑟=1

+ 𝑦𝑛 

Ganti 𝑟 + 1 dengan 𝑟 pada suku kedua, diperoleh 

(𝑥 + 𝑦)𝑛 = 𝑥𝑛 + ∑ (
𝑛 − 1

𝑟 − 1
) 𝑥𝑛−𝑟𝑦𝑟

𝑛−1

𝑟=1

+ ∑ (
𝑛 − 1

𝑟
) 𝑥𝑛−𝑟𝑦𝑟

𝑛−1

𝑟=1

+ 𝑦𝑛 

(𝑥 + 𝑦)𝑛 = 𝑥𝑛 + ∑ {(
𝑛 − 1

𝑟 − 1
) + (

𝑛 − 1

𝑟
)} 𝑥𝑛−𝑟𝑦𝑟

𝑛−1

𝑟=1

+ 𝑦𝑛 

= 𝑥𝑛 + ∑ (
𝑛

𝑟
) 𝑥𝑛−𝑟𝑦𝑟

𝑛−1

𝑟=1

+ 𝑦𝑛 

= ∑(
𝑛

𝑟
) 𝑥𝑛−𝑟𝑦𝑟 .

𝑛

𝑟=0

 

Pernyataan benar untuk 𝑛. Dengan demikian teorema tersebut terbukti. 

 

 

 

 

 


