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ABSTRAK

Pelabelan rata-rata adalah sebuah pemetaan yang bersifat injektif yang memetakan
titik di graf dengan bilangan bulat £ V(G)— {0,1,2,...,q} dimana q adalah
banyaknya sisi sedemikian sehingga label sisi f*(uv) = [M] berbeda. Graf
yang memiliki pelabelan rata-rata disebut graf rata-rata. Penelitian ini bertujuan
untuk menentukan pola pelabelan sedemikian sehingga graf prisma segitiga adalah
graf rata-rata. Dalam menentukan pola pelabelan pada graf prisma segitiga (P; ;)
dilakukan dengan memberi pelabelan titik pada graf prisma segitiga (P;;) sampai
(P3,15). Hasil yang diperoleh yaitu graf prisma segitiga (P;,,) adalah graf rata-rata
untuk setiap n bilangan bulat positif.

Kata Kunci: Graf prisma segitiga, Pelabelan rata-rata, Graf rata-rata.

ABSTRACT

The mean labeling is an injective mapping that maps points in the graph with
integer /> V(G)— {0,1,2,...,q} where g is the number of edges such that the edge

labels f*(uv) = [M] different. A graph that has an mean label is called an

mean graph. This study aims to determine the labeling pattern so that the triangular
prism graph is the mean graph. In determining the labeling pattern on the
triangular prism graph (P;,) is done by labeling the points on the triangular
prism graph (P;;1) to (P;;5). The result obtained is that the triangular prism
graph (P;,) isthe mean graph for every n positive integers.

Keywords: Triangular prism graph, Mean labeling, Mean graph.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf awal mulanya berasal dari solusi masalah jembatan Konigsberg yang
terletak diseberang sungai Pregolya yang diperkenalkan oleh ahli matematika
terkenal dari Swiss bernama Leonhard Euler pada tahun 1736. Dalam karyanya
yang berjudul “Solutio problematis ad geometrian situs pertinentis”, Euler
menjawab teka-teki jembatan Konigsberg dengan memperlihatkan bahwa
perjalanan di kota Konigsberg mempunyai 7 buah jembatan dengan syarat melalui
setiap jembatan tepat satu kali yang bertolak dan berakhir pada suatu daratan yang
sama tidak dapat dilakukan. Sekeras apapun penduduk kota mencoba, tidak ada
yang dapat berjalan di rute yang melintas setiap jembatan ini tepat satu kali. Euler
menyederhanakan jembatan Konigsberg dengan merepresentasikan daratan sebagai
titik dan jembatan sebagai sisi.

Graf adalah pasangan himpunan (V,E) dengan V adalah himpunan diskrit yang
anggota-anggotanya di sebut titik dan E adalah himpunan dari pasangan-pasangan
anggota V yang disebut sisi.

Salah satu topik dalam teori graf adalah pelabelan graf yang diperkenalkan oleh
Rosa pada tahun 1960. Pelabelan graf adalah pemetaan yang memasangkan unsur-
unsur graf dengan bilangan bulat. Jika domain pemetaan adalah himpunan titik
maka pelabelan disebut pelabelan titik. Jika domain pemetaan adalah himpunan sisi
maka pelabelan disebut pelabelan sisi. Jika domain pemetaan adalah himpunan sisi
dan titik maka pelabelan disebut pelabelan total. Hingga saat ini dikenal beberapa
jenis pelabelan pada graf, salah satunya adalah pelabelan rata-rata.

Konsep pelabelan rata-rata diperkenalkan oleh Somasundaram dan Ponraj.
Pelabelan rata-rata adalah sebuah pemetaan yang bersifat injektif yang memetakan
titik di graf dengan bilangan bulat /- V(G)— {0,1,2,....¢q} dimana q adalah
banyaknya sisi sedemikian sehingga label sisi f*(uv) = [M} berbeda.

Pelabelan rata-rata telah dibahas dalam beberapa jurnal diantaranya, A.
Lourdusam, dkk. (2011) yang membahas tentang pelabelan rata-rata pada graf

cyclic snakes. Revathi (2013), membahas tentang pelabelan rata-rata pada beberapa
graf. Gayathri dan Sulochana (2017), membahas tentang pelabelan rata-rata pada
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graf tidak terhubung. Kaneria dan Meghpara (2015), membahas tentang pelabelan
rata-rata pada beberapa graf siklus.

Dari beberapa hasil penelitian diatas, masih minim dikaji oleh para peneliti
mengenai pelabelan rata-rata pada graf, sehingga penulis tertarik untuk mengkaji
pelabelan rata-rata pada graf yang belum dikaji sebelumnya seperti pada graf

prisma segitiga yang dituangkan dalam judul skripsi ini.

1.2 Rumusan Masalah

Permasalahan yang akan dibahas dalam penelitian ini adalah bagaimana

menentukan pola pelabelan rata-rata pada graf prisma segitiga.

1.3 Batasan Masalah

Pada penelitian ini hanya mengkaji pelabelan rata-rata pada graf prisma

segitiga (P;,) dimana n adalah bilangan bulat positif.

1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan pola pelabelan

sedemikian sehingga graf prisma segitiga adalah graf rata-rata.

1.5 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah:

1. Menambah wawasan mengenai teori graf, khususnya pelabelan rata-rata.

2. Sebagai media untuk mengaplikasikan ilmu matematika yang telah diterima
dalam bidang keilmuannya.

3. Menjadi pustaka bagi matematikawan yang ingin membahas mengenai

pelabelan rata-rata.
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BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Pengertian Graf

Teori graf pertama kali di perkenalkan oleh Leonhard Euler pada tahun 1736.
Graf merupakan pasangan himpunan titik dan himpunan sisi. Graf dinotasikan
dengan G, himpunan titik di graf G dinyatakan dengan V(G) dan himpunan sisi di
graf G dinyatakan dengan E(G). Secara formal definisi graf dituliskan sebagai
berikut:

Definisi 2.1.1 Graf adalah pasangan himpunan (V,E), dengan V adalah
himpunan diskrit yang anggota-anggotanya disebut titik dan E adalah himpunan
dari pasangan anggota-anggota V yang disebut sisi. Secara matematika dapat
ditulis sebagai berikut: Graf G = (V(G),E(G)) dengan V(G)={u:u disebut titik} dan
E(G)={(u,v):u,v € V(G)} (Hasmawati, 2020).

Vi

€3 €]

V3 82 V2
Gambar 2. 1 Graf G
Pada Gambar 2.1 himpunan titik pada graf G adalah V(G) = {v,,v,,v3} dan
h|mpunan S|S|nya adalah E(G) = {61, é,, 33} dlmana €1 = Vq1Vy, €3 = VU3 dan

63 = U1U3.

2.2 Terminologi Dasar Graf

Dalam teori graf, terdapat beberapa istilah yang sering digunakan yang

berkaitan dengan graf. Berikut beberapa terminologi dasar graf.

Definisi 2.2.1 Banyaknya anggota V(G) dari suatu graf di sebut orde, sedangkan
banyaknya anggota E(G) dari suatu graf di sebut ukuran (size) (Hasmawati, 2020).
Definisi 2.2.2 Derajat suatu titik vi dalam graf G, dilambangkan “d(vi)” adalah

banyaknya sisi x € E(G) yang terkait dengan titik v. Derajat minimum dari suatu
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graf G dinotasikan dengan §(G), yaitu §(G) = min {d(v):v € V(G)} dan derajat
maksimum dari suatu graf G dinotasikan dengan A(G), yaitu A(G) =
max {d(v): v € V(G)} (Hasmawati, 2020).

a c e

b d b §

Gambar 2. 2 Graf G
Pada Gambar 2.2 derajat titiknya adalah:
d(@)=3 d(b)=1 d(c)=2
d(d)=2 d(e)=0 d(f)= 1.
Dari derajat titik tersebut dapat disimpulkan bahwa derajat titik minimum pada
Gambar 2.2 tersebut adalah 6(G)= 0 dan derajat titik maksimum adalah A(G)=3
(Rahayuningsih, 2018).

Definisi 2.2.3 Dua titik u dan v dari graf G bertetangga jika ada sisi uv yang
menghubungkannya, kemudian titik u dan v dikatakan bersisian dengan sisi
tersebut. Demikian pula dua sisi berlainan w dan x bertetangga jika mereka

mempunyai titik yang sama (Wilson,1996).

/'
w

(a) (b)
Gambar 2. 3 (a) Titik Bertetangga, (b) Sisi Bertetangga

®c
®<
®

Pada Gambar 2.3 (a) titik u bertetangga dengan titik v karena terdapat sisi yang
menghubungkan kedua titik tersebut sedangkan pada gambar (b) sisi w bertetangga

dengan sisi x karena kedua sisi tersebut mempunyai titik yang sama.

Definisi 2.2.4 Jalan (walk) pada graf G didefinisikan sebagai barisan titik dan sisi
berhingga yang berselang-seling dengan bentuk:

W = vy, eq,v1,€3,V5,€3,V3...V_1,€n, Un-
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Jalan pada graf dimulai dan diakhiri dengan titik sedemikian sehingga:
1. Setiap sisi e; bersisian dengan v;_; dan v;.

2. Tidak ada sisi yang muncul lebih dari satu kali dalam sebuah jalan.
3. Sebuah titik mungkin muncul lebih dari satu kali.

4. Sebuah titik dianggap sebagai jalan yang panjangnya 0.

Jalan yang memiliki v, sebagai titik awal dan v, sebagai titik akhir disebut jalan
dari v, ke v, atau secara singkat jalan v, — v, . Jika titik dari jalan tersebut
berlainan maka disebut lintasan. Lintasan yang berawal dan berakhir pada titik yang
sama di sebut siklus (Vasudev, 2006).

S0 0 J

(d)
Gambar 2. 4 Jalan (walk)
2.3 Jenis-Jenis Graf

Pada subbab ini akan dijelaskan beberapa jenis graf yang akan digunakan

dalam penelitian ini.

Definisi 2.3.1 Graf G dikatakan sederhana jika setiap sisi uv = vu dan u # v

untuk setiap u,v € V(G) (Hasmawati, 2020).

Vi

Vg

V2 V3

Gambar 2. 5 Graf Sederhana
Graf sederhana merupakan graf yang tidak mempunyai loop atau sisi ganda.
Loop yaitu sisi yang berawal dan berakhir pada titik yang sama sedangkan dua titik
yang dihubungkan lebih dari satu sisi disebut sisi ganda.
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Definisi 2.3.2 Graf siklus dengan panjang n adalah graf dengan n titik
Vi, Vy, ..., Uy dan sSisi viv,, V03, ..., Vy_1Vy, Uy, Graf siklus dengan n titik
disimbolkan dengan C,, dimana setiap titiknya berderajat 2 dan n > 3 (Vasudev,
2006).

C3 C4 C5
Gambar 2. 6 Graf Siklus
Definisi 2.3.3 Graf lintasan dengan panjang n adalah graf dengan n titik
Vi, Vy, ..., U, dan sisi viv,,vyvs,..., v, 1V, . Graf lintasan dengan n titik

disimbolkan dengan B, (Chartrand dan Zhang, 2012).

vy vy v Vi V2 v Vi v V3o
[ ] r— —r— —e¢—9—2
P1 P2 Ps P4

Gambar 2. 7 Graf Lintasan
Definisi 2.3.4 Graf prisma adalah graf hasil kali kartesius C,, X B,, dimana C,,
graf lingkaran dengan m titikdan P, adalah sebuah lintasan dengan n titik. Graf
prisma dinotasikan dengan P, , (Hartina, 2018).

Vo

Xz w,

Vi

X4 Wy

Gambar 2. 8 Graf Prisma (P3.2)



Universitas Hasanuddin

2.4 Pemetaan

Misalkan A dan B adalah dua himpunan yang tidak kosong. Suatu aturan yang
memasangkan setiap elemen dari himpunan A ke tepat satu elemen di himpunan B
disebut pemetaan dari himpunan A ke himpunan B yang dinotasikan f : A — B.
Himpunan A disebut sebagai daerah asal (domain) dan himpunan B disebut sebagai
daerah kawan (kodomain). Secara umum pemetaan dibagi menjadi 3 macam

sebagai berikut:

Definisi 2.4.1 Misalkan f: A - B adalah sebuah pemetaan dari A ke B.
Pemetan f disebut injektif jika untuk setiap x; # x, maka f (x;) # f (xo).

A B

Gambar 2. 9 Pemetaan Injektif
Definisi 2.4.2 Misalkan f: A - B adalah sebuah pemetaan dari A ke B.
Pemetaan f disebut surjektif jika f(A4) = B; yaitu jika range R(f) = B.

A B

Gambar 2. 10 Pemetaan Surjektif
Definisi 2.4.3 Misalkan f: A - B adalah sebuah pemetaan dari A ke B.
Pemetaan f disebut bijektif jika pemetaan f merupakan pemetaan injektif dan
surjektif (Bartle dan Sherbert 2011).
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Gambar 2. 11 Pemetaan Bijektif

2.5 Perkalian kartesius

Dalam matematika, kita selalu mencoba untuk mendapatkan struktur baru dari
sesuatu. Ini juga berlaku untuk bidang graf, dimana kita dapat menghasilkan banyak
graf baru dari kumpulan graf tertentu. Salah satu cara untuk menghasilkan graf baru
adalah dengan menggunakan operasi perkalian kartesius. Pada subbab ini akan

dibahas operasi perkalian kartesius pada graf.

Definisi 2.5.1 Hasil kali kartesius dua graf G dan H dilambangkan dengan G x H
adalah sebuah graf dengan himpunan titik V(G x H) = V(G) x V(H), yaitu
himpunan {(g,h)|g € V(G),h e V(H)} dan himpunan sisi G X H terdiri dari
semua pasangan {(gi,h1), (g2, hy)} dari titik dengan (gi,9,) € E(G) dan
h, = h, atau g; = g, dengan (hq, h,) € E(H) (Hedge dan Dara, 2016).
Misalkan diberikan graf P, dan P; sebagai berikut:

uq
V1 V2 V3
@ L 2 @
uz
(a) (b)

Gambar 2. 12 (a) Graf P, dan (b) Graf Pj
Himpunan titik pada graf P, adalah V(P,) = {uy,u,} dan himpunan sisinya
adalah E(P,) = {u,u,}, sedangkan himpunan titik pada graf P; adalah V(P;) =

{v1,v,,v3} dan himpunan sisinya adalah E(P;) = {v,v,, v,v3}. Perkalian
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kartesius dari graf P, dengan P; adalah P,xP; dengan himpunan titik sebagai
berikut:
V(P x P3) = {(u;, vj)}lu;e V(P,) Vie {1,2}dan vj e V(P;) Vie {1,2,3}.

Himpunan sisinya adalah:

E(Py X P3) = {(uy, v1)(uq, v2), (U, v2) (U, v3), (Ug, v1) (U2, V1),

(ug, v2) Uz, V2), (U, V3) (Uz, V3), (U2, V1) (U, V2), (Uz, V2) (U2, V3) }.
Titik (uq, v1) bertetangga dengan (uq,v,) karena u; = uy dan (v4,v,) € E(P3)
demikian juga dengan (uq,v,) bertetangga dengan (u,,v;) karena u; =

uy dan (v,,v3) € E(P3). Graf P,xP; dapat digambarkan sebagai berikut:

(u1,v1) (ug,v2) (ugv3)
e 4 9
@ Ui 8
(uz,v1) (g Vy) (ugv3)

Gambar 2. 13 Graf P,xP;
2.6 Pelabelan Rata-Rata

Salah satu topik dalam teori graf adalah pelabelan graf yang diperkenalkan oleh
Rosa pada tahun 1960. Salah satu jenis pelabelan adalah pelabelan rata-rata yang

digunakan pada tugas akhir ini.

Definsi 2.6.1 Pelabelan graf adalah pemetaan yang memasangkan unsur-unsur

graf dengan bilangan bulat (Kurniasari dan Heri, 2010).

Jika domain pemetaan adalah himpunan titik maka pelabelan disebut pelabelan titik.
Jika domain pemetaan adalah himpunan sisi maka pelabelan disebut pelabelan sisi.
Jika domain pemetaan adalah himpunan sisi dan titik maka pelabelan disebut

pelabelan total.
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Saat ini sudah banyak jenis pelabelan graf yang dikembangkan. Salah satunya
yaitu pelabelan rata-rata. Adapun definisi pelabelan rata-rata secara formal adalah

sebagai berikut.

Definsi 2.6.2 Misal G(V,E) suatu graf dan f: V(G) = {0,1,2,...,q} dimana q
adalah banyaknya sisi pada G, pemetaan f disebut pelabelan rata-rata pada G jika
f injektif dan terdapat pemetaan f*:E(G) —» {1,2, ...,q} didefinisikan sebagai:

£ () = V(u) ;—f(v)l

bijektif untuk setiap uv. Graf dikatakan graf rata-rata jika memiliki pelabelan rata-
rata (Maheswari dan Srividya, 2019).

Contoh:
Vs
€y €3
Vs v,
€s €2
Vs v,
€ e,

V4

Gambar 2. 14 Pelabelan rata-rata pada graf Cs
Pada Gambar 2.14 graf Ce¢ dengan label titik sebagai berikut:

f(w) =0 f(vz) =1 f(vs) =4

f(vy) =6 f(ws) =5 f(ve) = 3.
Berdasarkan label titik tersebut dapat dilihat bahwa f bersifat injektif karena
setiap anggota domain memiliki pasangan yang berbeda di kodomain. Sebagai

akibat maka diperoleh label sisi sebagai berikut:

f*(vﬂ?z) — [f(vl) +f(172)l [0 +1

Fr(vyvs) = [f(vz) + f(l@)l [1 + 4

10
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£ (avy) = f(3) + f(wa)] _[4+6] _ :
2 2

£ (wave) = f(wa) + fws)] _[6+5]_ .
2 2

£ (evy) = f@s) +fe)| _ [5+3] _ .
2 2

F(wevy) = [f (ve) ;—f(vl)' NE er 0 _,

Berdasarkan label sisi tersebut dapat dilihat bahwa f* bijektif karena setiap
anggota domain memiliki pasangan yang berbeda di kodomain dan range =
kodomain , sehingga dapat disimpulkan bahwa graf Cs adalah graf rata-rata.
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