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ABSTRAK

Penelitian ini dilakukan untuk mengembangkan teori tentang gelanggang
polinomial miring. Tujuan dari penelitian ini adalah menentukan hasil kali
polinom x pangkat n dengan gelanggang bilangan bulat Eisenstein serta bentuk
polinom komutatif atau pusat dari gelanggang polinomial miring atas gelanggang
bilangan bulat Eisenstein. Untuk itu, terlebih dahulu dicari bentuk endomorfisma
pada gelanggang bilangan bulat Eisenstein yang dinotasikan dengan σ.
Selanjutnya, dicari σ-derivatif yang terkait dengan bentuk endomorfisma yang
diperoleh sebelumnya. Pada penelitian ini diperoleh tiga buah gelanggang
polinomial miring atas gelanggang bilangan bulat Eisenstein dengan bentuk ��

dan pusat yang berbeda.

Kata Kunci : Bilangan bulat Eisenstein, Gelanggang Polinom Miring, Komutatif.

Judul : Bentuk �� dan Pusat dari Gelanggang Polinomial Miring atas

Gelanggang Bilangan Bulat Eisenstein

Nama : Anggreni Putri Arifin

NIM : H011181004

Program Studi : Matematika



Universitas Hasanuddin

viii

ABSTRACT

This study was conducted to develop theory of skew polynomial rings. The
objective of this study is to determine the product of polynomial x raised to the n
power with the element of the Eisenstein integers ring and the commutative
polynomial form or the center of the skew polynomial rings over the ring of
Eisenstein integers. In order to find it, firstly it is important to find the
endomorphism form of Eisenstein integers ring, denoted by σ. The study
continued with finding the σ-derivative of Eisenstein integers ring which was
related to the endomorphism previously acquired. The study obtained three skew
polynomial rings over the ring of Eisenstein integers with distinct form of �� −
term and center.

Keywords : Eisenstein integer, Skew Polynomial Ring, Commutative.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Secara umum, aljabar merupakan ilmu yang mempelajari simbol-simbol

Matematika dan aturan untuk memanipulasi simbol-simbol tersebut. Dewasa kini,

studi tentang Aljabar makin berkembang. Salah satu subjek dari perkembangan

tersebut adalah aljabar abstrak atau aljabar modern. Aljabar abstrak adalah bidang

yang mempelajari struktur aljabar dan merupakan salah satu topik yang dipelajari

dalam Matematika tingkat lanjut. Salah satu dari struktur aljabar yang dipelajari

dalam aljabar abstrak adalah gelanggang.

Gelanggang terdiri dari sebuah himpunan dan dua operasi biner yakni

perkalian dan penjumlahan. Gelanggang merupakan grup abelian yang bersifat

asosiatif terhadap operasi perkalian dan bersifat distributif terhadap operasi

penjumlahan serta memiliki unsur identitas. Dalam studi mengenai gelanggang,

dikenal dua jenis gelanggang berdasarkan sifat operasi perkaliannya. Suatu

gelanggang dengan operasi perkalian yang komutatif disebut gelanggang

komutatif. Sebaliknya, gelanggang dengan operasi perkalian yang tidak komutatif

disebut gelanggang nonkomutatif.

Sebagai bentuk pengembangan dari gelanggang biasa, dikenal pula

gelanggang khusus, salah satunya adalah gelanggang polinomial miring. Dalam

perkembangannya, studi mengenai gelanggang polinomial miring menjadi sangat

beragam. Hal ini dikarenakan dalam membangun suatu gelanggang polinomial

miring, gelanggang tumpuan yang dapat digunakan sangat bervariasi. Misalnya,

pada tahun 2009, Amir melakukan penelitian mengenai pusat dari beberapa

gelanggang polinomial miring dengan daerah integral komutatif sebagai

gelanggang tumpuannya. Kemudian pada tahun 2010, Amir juga melakukan

penelitian mengenai gelanggang polinomial miring dengan daerah bilangan bulat

Gauss sebagai gelanggang tumpuan. Pada tahun 2012, Wang dkk melakukan

penelitian mengenai gelanggang faktor prima dari gelanggang polinomial miring

atas daerah Dedekind.

Dalam penelitian yang dilakukan oleh Afriani dkk pada tahun 2014, dikaji

mengenai bentuk dan sifat-sifat ideal dari gelanggang polinomial miring dengan
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gelanggang tumpuan yang beragam. Pada tahun 2016, Djuddin dkk juga

melakukan penelitian mengenai gelanggang polinomial miring dengan fokus

penelitian pada bentuk ideal dari gelanggang polinomial miring atas gelanggang

quaternion. Pada tahun 2018, Amir dkk melakukan penelitian mengenai

gelanggang polinomial miring atas gelanggang coquaternion. Pada penelitian

tersebut, didefinisikan dua buah pemetaan �yang merupakan endomorfisma dari

gelanggang tumpuannya. Kemudian, pemetaan � yang digunakan adalah

pemetaan nol.

Berbeda dengan gelanggang polinomial biasa, gelanggang polinomial miring

merupakan gelanggang nonkomutatif. Hal ini dikarenakan operasi perkalian pada

gelanggang polinomial miring memuat unsur σ dan δ sehingga aturan perkalian

pada xa tidak berlaku pada ax atau xa tidak selalu sama dengan ax. Namun, pusat

dari gelanggang polinomial miring dapat memberikan himpunan bagian dari

gelanggang tersebut yang menyebabkan operasi perkaliannya komutatif. Selain itu,

seperti halnya pada penelitian-penelitian yang telah disebutkan, pengambilan

gelanggang tumpuan yang berbeda dapat memberikan bentuk pusat yang berbeda

pula.

Berdasarkan uraian yang telah disebutkan, penulis tertarik untuk melakukan

penelitian mengenai gelanggang polinomial miring dengan mengambil

gelanggang bilangan bulat Eisenstein sebagai gelanggang tumpuan serta fokus

kajian pada pusat gelanggang polinomial miring tersebut.

1.2. Masalah Penelitian

Adapun masalah yang dibahas dalam penelitian ini yaitu:

1. Bagaimana bentuk endomorfisma dan σ-derivatif dari gelanggang bilangan

bulat Eisenstein?

2. Bagaimana bentuk hasil perkalian polinom �� dengan anggota bilangan

bulat Eisenstein?

3. Bagaimana bentuk pusat dari gelanggang polinomial miring atas

gelanggang bilangan bulat Eisenstein?
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1.3. Batasan Masalah

Penelitian ini hanya membahas tentang bentuk �� serta pusat dari gelanggang

polinomial miring yang dibangun dengan bilangan bulat Eisenstein sebagai

gelanggang tumpuannya. Dalam hal ini, bentuk �� yang dimaksud adalah hasil

perkalian polinom �� dengan anggota bilangan bulat Eisenstein.

1.4. Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini yaitu:

1. Untuk mendefinisikan bentuk endomorfisma dan σ-derivatif dari

gelanggang bilangan bulat Eisenstein.

2. Untuk mengidentifikasi bentuk hasil perkalian polinom �� dengan anggota

bilangan bulat Eisenstein.

3. Untuk mengidentifikasi pusat dari gelanggang polinomial miring atas

gelanggang bilangan bulat Eisenstein.

1.5. Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat menambah wawasan bagi penulis maupun

pembaca khususnya mengenai gelanggang polinomial miring atas gelanggang

bilangan bulat Eisenstein serta dapat menjadi bahan rujukan untuk penelitian di

masa yang akan datang.
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BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Bilangan Bulat Eisenstein

Bilangan bulat merupakan himpunan bagian dari himpunan bilangan rasional

serta sering dinotasikan dengan ℤ . Seiring perkembangan ilmu pengetahuan,

bilangan bulat kemudian sering dikombinasikan dengan himpunan bilangan lain

untuk membentuk suatu himpunan bilangan yang baru. Salah satu contohnya

adalah bilangan bulat Eisenstein atau sering disebut juga bilangan bulat

Eisenstein-Jacobi yang didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.1.1. (Alkam dan Osba, 2010) Misalkan � = −1+� 3
2

= �
2��
3 adalah akar

kesatuan pangkat tiga sedemikian sehingga �3 = 1 dan �2 =− � − 1. Bilangan

bulat Eisenstein adalah bilangan kompleks � + �� dengan �, � elemen bilangan

bulat dan himpunannya dinotasikan sebagai

ℤ � = {� = � + �� ∈ ℤ � |�, � ∈ ℤ}.

2.2. Grup

Grup merupakan salah satu bagian dari struktur aljabar yang dipelajari dalam

aljabar abstrak dan didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.2.1. (Finston dan Morandi, 2014) Misalkan sebuah himpunan tak

kosong � dengan sebuah operasi biner ∗ pada �. Maka pasangan �, ∗ disebut

grup jika:

(i) untuk setiap �, �, � ∈ �,

(� ∗ �) ∗ � = � ∗ (� ∗ �) ����� ��������� ������� ����� ∗

(ii) terdapat sebuah elemen e dalam � sedemikian sehingga untuk setiap � ∈ �,

� ∗ � = � ∗ � = � ������ ��������� ���� �

(iii) untuk setiap � ∈ �, terdapat element �' ∈ � sedemikian sehingga.

� ∗ �' = �' ∗ � = � ������ �' ���� �
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Dalam buku yang berbeda, Fraleigh (2014) menambahkan aksioma tambahan

yaitu himpunan � tertutup terhadap operasi binernya yakni jika �, � ∈ � maka � ∗

� ∈ �.

Definisi 2.2.2. (Fraleigh, 2014) Sebuah grup � merupakan sebuah grup abelian

jika operasi binernya komutatif.

Contoh 2.2.1.Misalkan ℤ � = � = � + �� | �, � ∈ ℤ adalah himpunan bilangan

bulat Gauss. Maka ℤ � , + adalah grup abelian.

Bukti:

Ambil sebarang �, �, � ∈ ℤ �

dengan

� = (� + ��), � = (� + ��), � = (� + ��) dan �, �, �, �, �, � ∈ ℤ.

Akan ditunjukkan:

(i) ℤ � tertutup terhadap penjumlahan (� + � ∈ ℤ � ).

� + � = (� + ��) + (� + ��)

= � + � + �� + ��

= (� + �) + (� + �)� .

Karena �, �, �, � ∈ ℤ, maka (� + �), (� + �) ∈ ℤ.

Akibatnya, � + � ∈ ℤ � .

(ii) ℤ � bersifat asosiatif terhadap penjumlahan (∀�, �, � ∈ ℤ � , (� + �) + � =

� + (� + �)).

Untuk operasi di ruas kiri:

(� + �) + � = ((� + �) + (� + �)�) + (� + ��)

= (� + � + �) + (� + � + �)�. (2.1)

Untuk operasi di ruas kanan:

� + (� + �) = (� + ��) + ((� + �) + (� + �)�)

= (� + � + �) + (� + � + �)�. (2.2)

Berdasarkan persamaan (2.1) dan (2.2), maka terbukti bahwa ∀ �, �, � ∈

ℤ � , (� + �) + � = � + (� + �).
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(iii) ℤ � memuat elemen identitas (∃ e ∈ ℤ � ∋ ∀� ∈ ℤ � , � + � = � + � = �).

Pilih � = (0 + 0�) ∈ ℤ � .

Untuk sebarang � = (� + ��) ∈ ℤ � , maka:

� + � = (0 + 0�) + (� + ��)

= (0 + �) + (0 + �)�

= (� + ��) = �

= (� + 0) + (� + 0)�

= (� + ��) + (0 + 0�)

= � + �.

Karena � + � = � + � = �, ∀ � ∈ ℤ � , maka dapat disimpulkan bahwa �

adalah elemen identitas dari ℤ � .

(iv) Untuk setiap � ∈ ℤ � , terdapat �' ∈ ℤ � invers dari � sedemikian sehingga

� + �' = �' + � = �.

Ambil sebarang � = (� + ��) ∈ ℤ � .

Terdapat � = (0 + 0�) ∈ ℤ � sedemikian sehingga,

� + �' = �

(� + ��) + �' = (0 + 0�).

Maka,

�' = (0 + 0�) + ( − � − ��)

= (0 − �) + (0 − �)�

=− � − ��

=− (� + ��) (2.3)

dan,

�' + � =− (� + ��) + (� + ��)

= ( − � + �) + ( − � + �)�

= 0 + 0� = �. (2.4)

Berdasarkan persamaan (2.3) dan (2.4), maka �' adalah invers dari � .

Sehingga terbukti bahwa ∀� ∈ ℤ � ∃ �' ∈ ℤ � ∋ � + �' = �' + � = �.

(v) Bersifat komutatif (∀�, � ∈ ℤ � , � + � = � + �).

Ambil sebarang �, � ∈ ℤ �

dengan

� = (� + ��), � = (� + ��) dan a,b,c,d ∈ ℤ .
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� + � = (� + ��) + (� + �)

= (� + �) + (�� + �)

= (� + �) + (� + �)�. (2.5)

Karena a,b,c,d ∈ ℤ dan ℤ merupakan grub abelian, maka � + � = � + � ,

sehingga persamaan (2.5) dapat dituliskan menjadi:

� + � = (� + �) + (� + �)�

= (� + �) + (� + �)�

= � + �.

Jadi, terbukti bahwa ℤ � bersifat komutatif terhadap operasi penjumlahan.

Jadi, karena syarat (i),(ii),(iii),(iv), dan (v) terpenuhi, maka terbukti bahwa

ℤ � , + adalah grup abelian. ■

2.3. Gelanggang

Gelanggang merupakan bagian lain dari struktur aljabar yang dipelajari dalam

aljabar abstrak. Gelanggang didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.3.1. (Lovett, 2015) Sebuah gelanggang dinotasikan ( � ,+,∙ ) adalah

struktur yang memuat sebuah himpunan tak kosong � dengan operasi + dan ∙

sebagai operasi biner di dalam � yang memenuhi aksioma sebagai berikut.

(i) �, + adalah grup abelian.

(ii) Operasi ∙ bersifat asosiatif

(iii) Operasi ∙ bersifat distributif terhadap operasi + sedemikian sehingga, untuk

setiap �, �, � ∈ �:

1) (� + �) ∙ � = � ∙ � + � ∙ � ����������� �����

2) � ∙ (� + �) = � ∙ � + � ∙ � ����������� ����

Contoh 2.3.1. Misalkan � = � = � + �� ∈ ℤ � | �, � ∈ ℤ adalah himpunan

bilangan bulat Gauss. Didefinisikan operasi + sebagai operasi penjumlahan dan

operasi ∙ sebagai operasi perkalian pada � , maka (�,+,∙ ) adalah gelanggang.
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Bukti:

(i) Berdasarkan Contoh 2.2.1., �, + adalah grup abelian.

(ii) Ambil sebarang �, �, � ∈ � dengan � = (� + ��) , � = (� + ��) , � = (� +

��) dan �, �, �, �, �, � ∈ ℤ . Akan ditunjukkan untuk setiap �, �, � ∈ � ,

�(��) = (��)�.

Untuk operasi di ruas kiri:

�(��) = (� + ��)((� + ��)(� + ��))

= (� + ��)(�� + ��� + ��� − ��)

= (��� + ���� + ���� − ��� + ���� − ��� − ��� − ����)

= (��� − ��� − ��� − ���) + (��� + ��� + ��� − ���)�. (2.6)

Untuk operasi di ruas kanan:

(��)� = ((� + ��)(� + ��))(� + ��)

= (�� + ��� + ��� − ��)(� + ��)

= (��� + ���� + ���� − ��� + ���� − ��� − ��� − ����)

= (��� − ��� − ��� − ���) + (��� + ��� + ��� − ���)�. (2.7)

Berdasarkan persamaan (2.6) dan (2.7), diperoleh �(��) = (��)�. Sehingga

terbukti bahwa operasi ∙ dalam � bersifat asosiatif.

(iii) Ambil sebarang �, �, � ∈ �dengan� = (� + ��) , � = (� + ��) , � = (� + ��)

dan �, �, �, �, �, � ∈ ℤ . Akan ditunjukkan untuk setiap �, �, � ∈ � , �(� +

�) = �� + �� (distributif kiri) dan (� + �)� = �� + �� (distributif kanan).

Untuk distributif kiri, operasi di ruas kiri:

�(� + �) = (� + ��)((� + ��) + (� + ��))

= (� + ��)((� + �) + (� + �)�)

= �(� + �) + �(� + �)� + �(� + �)� − �(� + �)

= (�� + �� − �� − ��) + (�� + �� + �� + ��)�. (2.8)

Untuk distributif kiri, operasi di ruas kanan:

�� + �� = ((� + ��)(� + ��)) + ((� + ��)(� + ��))

= (�� + ��� + ��� − ��) + (�� + ��� + ��� − ��)

= (�� + �� − �� − ��) + (�� + �� + �� + ��)�. (2.9)

Berdasarkan persamaan (2.8) dan (2.9), terbukti bahwa operasi ∙ distributif

kiri.
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Untuk distributif kanan, operasi di ruas kiri:

(� + �)� = ((� + ��) + (� + ��))(� + ��)

= ((� + �) + (� + �)�)(� + ��)

= (� + �)� + (� + �)�� + (� + �)�� − (� + �)f

= (�� + �� − �� − ��) + (�� + �� + �� + ��)�. (2.10)

Untuk distributif kanan, operasi di ruas kanan:

�� + �� = ((� + ��)(� + ��)) + ((� + ��)(� + ��))

= (�� + ��� + ��� − ��) + (�� + ��� + ��� − ��)

= (�� + �� − �� − ��) + (�� + �� + �� + ��)�. (2.11)

Berdasarkan persamaan (2.10) dan (2.11), terbukti bahwa operasi ∙ distributif

kanan. Karena operasi ∙ distributif di kiri dan kanan, maka dapat disimpulkan

bahwa operasi ∙ dalam � bersifat distributif terhadap operasi +.

Karena aksioma (i), (ii) dan (iii) dipenuhi, maka dapat disimpulkan bahwa

(�,+,∙ ) dengan � = � = � + �� ∈ ℤ � | �, � ∈ ℤ adalah gelanggang. ■

Definisi 2.3.2. (Jacobson, 1985) Sebuah gelanggang disebut komutatif jika

operasi perkalian dalam gelanggang tersebut komutatif.

Contoh 2.3.2. Misalkan � = � = � + �� ∈ ℤ � | �, � ∈ ℤ , didefinisikan operasi

∙ sebagai operasi perkalian pada �, maka � komutatif.

Bukti:

Ambil sebarang �, �, ∈ ℤ �

dengan

� = (� + ��), � = (� + ��), dan �, �, �, � ∈ ℤ.

Akan ditunjukkan �� = ��.

Untuk operasi di ruas kiri:

�� = (� + ��)(� + ��)

= (�� + ��� + ��� − ��)

= (�� − ��) + (�� + ��)�. (2.12)

Untuk operasi di ruas kanan:

�� = (� + ��)(� + ��)
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= (�� + ��� + ��� − ��)

= (�� − ��) + (�� + ��)�. (2.13)

Berdasarkan persamaan (2.12) dan (2.13), diperoleh �� = �� ∀α, � ∈ � .

Sehingga, terbukti bahwa ( � ,∙ ) dengan � = � = � + �� ∈ ℤ � | �, � ∈ ℤ

komutatif. Akibatnya, berdasarkan Contoh 2.3.1. dan 2.3.2., dapat disimpulkan

bahwa gelanggang bilangan bulat Gauss ( ℤ i , + , ∙ ) membentuk gelanggang

komutatif. ■

Dalam teori gelanggang, dibahas pula mengenai pusat dari suatu gelanggang.

Karena tidak semua gelanggang bersifat komutatif, maka pusat dari suatu

gelanggang dapat merepresentasikan elemen-elemen yang bersifat komutatif pada

gelanggang tersebut. Pusat dari suatu gelanggang didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.3.3. (Amir dkk, 2018) Misalkan � suatu gelanggang. Maka, pusat dari

� dinotasikan �(�) didefinisikan sebagai

�(�) = � ∈ � | �� = ��, ∀� ∈ � .

Dalam teori gelanggang, dibahas pula mengenai homomorfisma gelanggang.

Homomorfisma gelanggang didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.3.4. (Lovett, 2015) Misalkan � dan S dua buah gelanggang.

Homomorfisma gelanggang adalah suatu fungsi �: � → � yang memenuhi

aksioma berikut:

(i) ∀�, � ∈ �, �(� + �) = �(�) + �(�);

(ii) ∀�, � ∈ �, �(��) = �(�)�(�).

Definisi 2.3.5. (Lovett, 2015) Suatu homomorfisma � : � → � dari suatu

gelanggang � ke dirinya sendiri disebut endomorfisma gelanggang.

2.4. Gelanggang Polinomial Miring

Gelanggang polinomial miring merupakan salah satu dari gelanggang khusus

yang digeneralisasi dari gelanggang polinomial biasa.
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Definisi 2.4.1. (Amir, 2010) Misalkan sebuah gelanggang � , σ adalah suatu

endomorfisma pada �, dan δ merupakan σ-derivatif yaitu:

(i.) δ adalah endomorfisma pada � dengan � sebagai grup penjumlahan

(ii.) �(��) = �(�)�(�) + �(�)� ∀�, � ∈ �.

Gelanggang polinomial miring �[�; �, �] dalam variabel tak diketahui x terdiri

dari polinom dengan koefisien di � yang memenuhi aturan perkalian: untuk

setiap � ∈ � berlaku �� = �(�)� + �(�).

Jika � = 0 , maka gelanggang polinomial miring dinotasikan dengan �[�; �].

Jika � = 1 , maka gelanggang polinomial miring dinotasikan dengan �[�; �] .

Untuk kasus khusus ketika � = 1 dan � = 0 , gelanggang polinomial miring

�[�; �, �] tak lain adalah gelanggang polinomial biasa �[�] . Gelanggang

polinomial miring merupakan bagian dari gelanggang yang tidak komutatif. Hal

ini dikarenakan aturan perkalian pada gelanggang ini melibatkan � dan �,

sehingga �� tidak selalu sama dengan ��.

Pada studi mengenai aljabar nonkomutatif dalam hal ini gelanggang

polinomial miring, pusat gelanggang yang telah disebutkan dalam Definisi 2.3.3.,

biasanya digunakan untuk mengidentifikasi himpunan bagian dari gelanggang

tersebut yang menyebabkan operasi perkaliannya komutatif.

Berikut diberikan contoh gelanggang polinomial miring atas gelanggang

bilangan bulat Gauss.

Contoh 2.4.1. Misalkan � = � + �� ∈ ℤ � | �, � ∈ ℤ adalah gelanggang

bilangan bulat Gauss. Didefinisikan suatu pemetaan � pada � dengan �(� +

��) = � − �� untuk setiap � + �� ∈ � dan pemetaan � dengan �(� + ��) = �

untuk setiap � + �� ∈ � . �[�; �, �] adalah gelanggang polinomial miring (Amir,

2010).

Bukti:

(I) Didefinisikan �(� + ��) = � − �� untuk setiap � + �� ∈ � , � adalah

endomorfisma gelanggang.
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Ambil sebarang � + �� , � + �� ∈ � dengan �, �, �, � ∈ ℤ.

Akan ditunjukkan bahwa:

(I.a.)�((� + ��) + (� + ��)) = �(� + ��) + �(� + ��).

Untuk operasi di ruas kiri:

�((� + ��) + (� + ��)) = �((� + �) + (� + �)�)

= (� + �) − (� + �)�. (2.14)

Untuk operasi di ruas kanan:

�(� + ��) + �(� + ��) = (� − ��) + (� − ��)

= (� + �) − (� + �)�. (2.15)

Berdasarkan persamaan (2.14) dan (2.15), diperoleh bahwa �((� +

��) + (� + ��)) = �(� + ��) + �(� + ��).

(I.b.)�((� + ��)(� + ��)) = �(� + ��)�(� + ��).

Untuk operasi di ruas kiri:

�((� + ��)(� + ��)) = �(�� + ��� + ��� − ��)

= �((�� − ��) + (�� + ��)�)

= (�� − ��) − (�� + ��)�. (2.16)

Untuk operasi di ruas kanan:

�(� + ��)�(� + ��) = (� − ��)(� − ��)

= �� − ��� − ��� − ��

= (�� − ��) − (�� + ��)�. (2.17)

Berdasarkan persamaan (2.16) dan (2.17), diperoleh �((� + ��)(� +

��)) = �(� + ��)�(� + ��). Sehingga berdasarkan (I.a.) dan (I.b.),

pemetaan � dengan �(� + ��) = � − �� untuk setiap � + �� ∈ � adalah

endomorfisma gelanggang.

(II) Didefinisikan �(� + ��) = � untuk setiap � + �� ∈ �, � adalah � − derivatif.

Ambil sebarang � + �� , � + �� ∈ � dengan �, �, �, � ∈ ℤ.

Akan ditunjukkan bahwa:

(II.a.) �((� + ��) + (� + ��)) = �(� + ��) + �(� + ��).

Untuk operasi di ruas kiri:

�((� + ��) + (� + ��)) = �((� + �) + (� + �)�) = � + �. (2.18)

Untuk operasi di ruas kanan:
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�(� + ��) + �(� + ��) = � + �. (2.19)

Berdasarkan persamaan (2.18) dan (2.19), diperoleh �((� + ��) + (� +

��)) = �(� + ��) + �(� + ��).

(II.b.) �((� + ��)(� + ��)) = �(� + ��)�(� + ��) + �(� + ��)(� + ��).

Untuk operasi di ruas kiri:

�((� + ��)(� + ��)) = �((�� − ��) + (�� + ��)�) = �� + ��. (2.20)

Untuk operasi di ruas kanan:

�(� + ��)�(� + ��) + �(� + ��)(� + ��)=(�� − ��� + ��� + ��). (2.21)

Berdasarkan persamaan (2.20) dan (2.21), diperoleh �((� + ��)(� +

��)) = �(� + ��)�(� + ��) + �(� + ��)(� + ��). Sehingga berdasarkan

(II.a.) dan (II.b.), pemetaan � dengan �(� + ��) = � untuk setiap � +

�� ∈ � adalah � − derivatif.

Karena (I) dan (II) dipenuhi, maka terbukti bahwa �[�; �, �] dengan �(� +

��) = � − �� dan �(� + ��) = � adalah gelanggang polinomial miring atas

gelanggang bilangan bulat Gauss. ■

Gelanggang polinomial miring bukan merupakan gelanggang yang komutatif

karena aturan perkaliannya yang berbeda dengan aturan perkalian pada

gelanggang polinomial biasa. Berikut diberikan contoh bahwa perkalian dalam

gelanggang polinomial miring tidak komutatif.

Contoh 2.4.2. Misalkan �(�) = (3 + 2�)� + (2 + �), �(�) = (2 − 4�)� ∈

ℤ�[�; �, �] dengan �(� + ��) = � − �� dan �(� + ��) = � . Maka �(�)�(�) ≠

�(�)�(�).

Bukti:

(i) Untuk operasi di ruas kiri:

�(�)�(�) = (3 + 2�)� + (2 + �) (2 − 4�)�

= (3 + 2�)(�(2 − 4�))� + (2 + �)(2 − 4�)�

= (3 + 2�) (2 + 4�)� − 4 � + (2 + �)(2 − 4�)�

= (3 + 2�)(2 + 4�)�2 − (12 + 8�)� + (8 − 2�)�

= (16� − 2)�2 − (4 + 10�)�. (2.22)
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(ii) Untuk operasi di ruas kanan:

�(�)�(�) = (2 − 4�)� (3 + 2�)� + (2 + �)

= (2 − 4�)(�(3 + 2�))� + (2 − 4�)(�(2 + �))

= (2 − 4�) (3 − 2�)� + 2 � + (2 − 4�) (2 − �)� + 1

=− (2 + 16�)�2 + (4 − 8�)� − 6�� + (2 − 4�)

=− (2 + 16�)�2 + (4 − 14�)� + (2 − 4�). (2.23)

Berdasarkan persamaan (2.22) dan (2.23). jelas bahwa �(�)�(�) ≠ �(�)�(�). ■
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BAB III
METODOLOGI PENELITIAN

3.1. Waktu dan Tempat Pelaksanaan

Penelitian dimulai sejak Juli 2022 di Departemen Matematika, Fakultas

Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Hasanuddin.

3.2. Metode Penelitian

Dalam penelitian ini, metode yang digunakan adalah studi literatur atau

kajian pustaka dengan cara mengumpulkan informasi dari buku - buku maupun

literatur lainnya yang relevan dengan masalah penelitian kemudian

menggunakannya untuk menganalisis objek penelitian. Adapun tahapan - tahapan

yang dilakukan dalam penelitian adalah sebagai berikut:

a. Mencari literatur di buku, jurnal dan beberapa situs terkait.

Pada tahapan ini, penelitian diawali dengan cara mengumpulkan informasi

dari buku, jurnal dan situs terkait topik penelitian dalam hal ini bilangan bulat

Eisenstein. Selanjutnya akan diuji menggunakan syarat gelanggang.

b. Menentukan pemetaan σ dari bilangan bulat Eisenstein.

Pada tahapan ini, dicari pemetaan σ yang memenuhi syarat endomorfisma

gelanggang.

c. Menentukan pemetaan δ dari bilangan bulat Eisenstein.

Pada tahapan ini, dicari pemetaan δ yang memenuhi endomorfisma grup dan

�(��) = �(�)�(�) + �(�)�. Selanjutnya dibangun gelanggang polinomial

miring atas bilangan bulat Eisenstein berdasarkan hasil pada langkah b dan c.

d. Mencari bentuk ��(� + ��).

Pada tahapan ini, dicari bentuk ��(� + ��) dengan menggunakan aturan

perkalian pada gelanggang polinomial miring yaitu �� = �(�)� + �(�)

dengan � = � + �� adalah elemen bilangan bulat Eisenstein.

e. Menentukan pusat dari gelanggang polinom miring.

Pada tahapan ini, dicari pusat dari gelanggang polinomial miring atas

gelanggang bilangan bulat Eisenstein dengan memanfaatkan hasil yang

diperoleh dari langkah - langkah sebelumnya.
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3.3. Diagram Alur Penelitian

Adapun alur dari penelitian ini ditunjukkan pada diagram berikut.

Gambar 3.3.1. Diagram alur penelitian

Studi Literatur

Menguji Himpunan Bilangan Bulat Eisenstein dengan Syarat
Gelanggang

Menentukan Pemetaan σ yang merupakan Endomorfisma
Gelanggang

Menentukan Pemetaan δ yang merupakan σ-derivatif

Gelanggang Polinomial Miring atas Bilangan Bulat Eisenstein

Menentukan ��(� + ��)

Menentukan Pusat dari Gelanggang Polinomial Miring

Kesimpulan
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BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1. Bentuk Endomorfisma dan σ-Derivatif dari Gelanggang Bilangan Bulat

Eisenstein

Dalam penelitian ini akan dicari bentuk endomorfisma dan σ-derivatif untuk

membangun gelanggang polinomial miring dengan gelanggang bilangan bulat

Eisenstein sebagai gelanggang tumpuan.

Sebelum mencari endomorfisma gelanggang dan σ-derivatif dari himpunan

bilangan bulat Eisenstein, terlebih dahulu dibuktikan bahwa himpunan tersebut

adalah gelanggang.

Lemma 4.1.1. Misalkan himpunan

� = {� + �� ∈ ℤ � | �, � ∈ ℤ},

didefinisikan operasi + sebagai operasi penjumlahan dan operasi ∙ sebagai

operasi perkalian pada bilangan bulat Eisenstein, maka (�, + , ∙ ) adalah

gelanggang.

Bukti:

I) Akan ditunjukkan bahwa (�,+) adalah grup abelian.

(i) Bersifat tertutup terhadap operasi penjumlahan.

Ambil sebarang m,n ∈ �, dengan � = (� + ��), � = (� + ��) dan a,b,c,d

∈ ℤ .

Akan ditunjukkan m+n ∈ �.

� + � = (� + ��) + (� + ��)

= (� + �) + (�� + ��)

= ((� + �) + (� + �)�). (4.1)

Karena a,b,c,d ∈ ℤ, maka � + �, � + � ∈ ℤ.

Sehingga m+n ∈ �.

(ii) Bersifat asosiatif (∀l,m,n ∈ �, l + (m + n) = (l + m) + n).

Ambil sebarang l,m,n ∈ �, dengan � = (� + ��), � = (� + ��), � = (� +

��) dan a,b,c,d,e,f ∈ ℤ .
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Akan ditunjukkan (∀l,m,n ∈ �, l + (m + n) = (l + m) + n).

Untuk operasi pada ruas kiri:

� + (� + �) = (� + ��) + ((� + ��) + (� + ��))

= (� + ��) + ((� + �) + (� + �)�)

= (� + (� + �)) + (�� + (� + �)�)

= (� + � + �) + (� + � + �)�. (4.2)

Untuk operasi pada ruas kanan:

(� + �) + � = ((� + ��) + (� + ��)) + (� + ��)

= ((� + �) + (� + �)�) + (� + ��)

= ((� + �) + �) + ((� + �)� + ��)

= (� + � + �) + (� + � + �)�. (4.3)

Berdasarkan persamaan (4.2) dan (4.3), terbukti bahwa:

l + (m + n) = (l + m) + n.

(iii) Memuat elemen identitas (∃ e ∈ � ∋ ∀m ∈ �, � + � = � + � = �).

Ambil sebarang m ∈ �, dengan � = (� + ��) dan a,b ∈ ℤ .

Terdapat � = (0 + 0�) ∈ R, sehingga

� + � = (� + ��) + (0 + 0�)

= (� + 0) + (� + 0)�

= (� + ��) (4.4)

dan

� + � = (0 + 0�) + (� + ��)

= (0 + �) + (0 + �)�

= (� + ��) . (4.5)

Berdasarkan persamaan (4.4) dan (4.5), terbukti bahwa � memuat elemen

identitas.

(iv) Mempunyai invers di � (∀m ∈ � ∃ m’’ ∈ � ∋ � + �' = �' + � = �).

Ambil sebarang m ∈ �, dengan � = (� + ��) dan a,b ∈ ℤ .

Terdapat � = (0 + 0�) ∈ �, sehingga

� + �' = (� + ��) + �' = (0 + 0�)

�' = (0 + ( − �)) + (0 + ( − �))�

= − � + ( − �)� =− (� + ��) (4.6)
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dan

�' + � = �' + (� + ��) = (0 + 0�)

�' = (( − �) + 0) + (( − �) + 0)�

= − � + ( − �)� =− (� + ��). (4.7)

Berdasarkan persamaan (4.6) dan (4.7), invers dari m adalah �' =− (� +

��) ∈ �.

(v) Bersifat komutatif (∀m,n ∈ �, � + � = � + �).

Ambil sebarang m,n ∈ �, dengan � = (� + ��), � = (� + ��) dan a,b,c,d ∈

ℤ .

� + � = (� + ��) + (� + ��)

= (� + �) + (�� + ��)

= (� + �) + (� + �)�. (4.8)

Karena a,b,c,d ∈ ℤ dan ℤ merupakan grup abelian, maka � + � = � + � ,

sehingga persamaan (4.8) dapat dituliskan menjadi:

� + � = (� + �) + (� + �)�

= (� + �) + (� + �)�

= � + �.

Jadi, terbukti bahwa � bersifat komutatif terhadap operasi penjumlahan.

Jadi, karena syarat (i), (ii), (iii), (iv), dan (v) terpenuhi, maka terbukti bahwa

(�,+) adalah grup abelian.

II) Akan ditunjukkan � bersifat asosiatif terhadap operasi perkalian.

Ambil sebarang l,m,n ∈ �, dengan � = (� + ��), � = (� + ��), � = (� +

��) dan a,b,c,d,e,f ∈ ℤ .

Akan dibuktikan ∀l,m,n ∈ �, �(��) = (��)�.

Catatan: karena � memenuhi �2 + � + 1 = 0, maka �2 =− � − 1.

Untuk operasi di ruas kiri:

�(��) = (� + ��)((� + ��)(� + ��))

= (� + ��)(�� + ��� + ��� + ���2

= (� + ��)(�� + (�� + ��)� − ��(� + 1))

= (� + ��)(�� + (�� + �� − ��)� − ��)

= (��� − ��� − ��� − ��� + ���) + (��� + ��� − ��� +
��� − ��� − ���)�. (4.9)
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Untuk operasi di ruas kanan :

(��)� = ((� + ��)(� + ��))(� + ��)

= (�� + (�� + ��)� + ���2)(� + ��)

= (�� + (�� + ��)� − ��(� + 1))(� + ��)

= (�� + (�� + �� − ��)� − ��)(� + ��)

= (��� − ��� − ��� − ��� + ���) + (��� + ��� + ��� −
��� − ��� − ���)�. (4.10)

Berdasarkan persamaan (4.9) dan (4.10) diperoleh �(��) = (��)�.

Jadi, terbukti bahwa � asosiatif terhadap operasi perkalian.

III) Akan ditunjukkan bahwa operasi perkalian � distributif terhadap operasi

penjumlahan di dalamnya.

Ambil sebarang l,m,n ∈ �, dengan � = (� + ��), � = (� + ��), � = (� +

��) dan a,b,c,d,e,f ∈ ℤ .

Akan dibuktikan ∀l,m,n ∈ �, �(� + �) = �� + �� (distributif kiri) dan (� +

�)� = �� + �� (distributif kanan).

Untuk distributif kiri, operasi pada ruas kiri menjadi:

�(� + �) = (� + ��)((� + ��) + (� + ��))

= (� + ��)((� + �) + (� + �)�)

= [(�� + ��) + (�� + ��)�] + [(�� + ��)� + (�� + ��)�2]

= [(�� + ��) + (�� + ��)�] + [(�� + ��)� − (�� + ��)(1 + �)]

= [(�� + ��) + (�� + ��)�] + [(�� + ��)� − (�� + ��)� −
(�� + ��)]

= (�� + �� − �� − ��) + (�� + �� + �� + �� − �� − ��)�.

Untuk distributif kiri, operasi pada ruas kanan menjadi:

�� + �� = (� + ��)(� + ��) + (� + ��)(� + ��)

= [�� + (�� + ��)� + ���2] + [�� + (�� + ��)� + ���2]

= [�� + (�� + ��)� − ��(1 + �)] + [�� + (�� + ��)� −
��(1 + �)]

= [(�� + (�� + �� − ��)� − ��)] + [(�� + (�� + �� − ��)� −
��)]

= (�� + �� − �� − ��) + (�� + �� + �� + �� − �� − ��)�.

Berdasarkan hasil operasi pada ruas kanan dan ruas kiri, diperoleh �(� +

�) = �� + ��.



Universitas Hasanuddin

21

Untuk distributif kanan, operasi pada ruas kiri menjadi:

(� + �)� = ((� + ��) + (� + ��))(� + ��)

= ((� + �) + (� + �)�)(� + ��)

= [((�� + ��) + (�� + ��)�] + [(�� + ��)� + (�� + ��)�2]

= [((�� + ��) + (�� + ��)�] + [(�� + ��)� − (�� + ��)(1 +
�)]

= [((�� + ��) + (�� + ��)�] + [(�� + ��)� − (�� + ��)� −
(�� + ��)]

= (�� + �� − �� − ��) + (�� + �� + �� + �� − �� − ��)�.

Untuk distributif kanan, operasi pada ruas kanan menjadi:

�� + �� = ((� + ��)(� + ��)) + (� + ��)(� + ��)

= [�� + (�� + ��)� + ���2] + [�� + (�� + ��)� + ���2]

= [�� + (�� + ��)� − ��(1 + �)] + [�� + (�� + ��)� − ��(1 +
�)]

= [�� + (�� + �� − ��)� − ��] + [�� + (�� + �� − ��)� −
��]

= (�� + �� − �� − ��) + (�� + �� + �� + �� − �� − ��)�.

Berdasarkan hasil operasi pada ruas kanan dan ruas kiri, diperoleh (��)� =

�� + ��. Karena �(� + �) = �� + �� dan (� + �)� = �� + ��, maka dapat

disimpulkan bahwa operasi perkalian pada � distributif kanan dan kiri

terhadap operasi penjumlahan.

Jadi, karena syarat I), II), dan III) terpenuhi, terbukti bahwa (�, + , ∙ ) dengan

� = {� + �� ∈ ℤ � |�, � ∈ ℤ} adalah gelanggang. ■

Selanjutnya, dibangun gelanggang polinomial miring atas gelanggang

bilangan bulat Eisenstein yang disajikan dalam teorema - teorema sebagai berikut.

Teorema 4.1.1. Diberikan himpunan

� = {� + �� ∈ ℤ � |�, � ∈ ℤ}.

Didefinisikan pemetaan σ : �→� dengan aturan

�(� + ��) = (� − �) − ��,

dan pemetaan � : �→0 dengan aturan

�(� + ��) = 0,
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maka �[x;�] adalah gelanggang polinomial miring.

Bukti:

I) Didefinisikan pemetaan σ : � → � dengan �(� + ��) = (� − �) − �� ,

akan dibuktikan pemetaan σ merupakan endomorfisma gelanggang.

Ambil sebarang m,n ∈ �, dengan � = (� + ��), � = (� + ��) dan a,b,c,d ∈

ℤ .

(i) Akan dibuktikan bahwa �((� + ��) + (� + ��)) = �(� + ��) + �(� +

��).

Untuk operasi pada ruas kiri menjadi:

�((� + ��) + (� + ��)) = �((� + �) + (� + �)�)

= (� + � − � − �) − (� + �)�.

Untuk operasi pada ruas kanan menjadi:

�(� + ��) + �(� + ��) = ((� − �) − ��) + ((� − �) − ��)

= (� + � − � − �) − (� + �)�.

Karena hasil pada ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka terbukti bahwa

�((� + ��) + (� + ��)) = �(� + ��) + �(� + ��).

(ii) Selanjutnya akan dibuktikan bahwa �((� + ��)(� + ��)) = �(� +

��)�(� + ��).

Untuk operasi pada ruas kiri menjadi;

�((� + ��)(� + ��)) = �((�� − ��) + (�� + �� − ��)�)

= ((�� − ��) − (�� + �� − ��)) − (�� + �� −
��)�

= (�� − �� − ��) − (�� + �� − ��)�.

Untuk operasi pada ruas kanan menjadi:

�(� + ��)�(� + ��) = ((� − �) − ��)((� − �) − ��)

= [(�� + �� − �� − ��) − (�� − ��)�] − [(�� −
��)� + ���2]

= [(�� + �� − �� − ��) − (�� − ��)�] − [(�� −
��)� − ��(1 + �)]

= (�� + �� − �� − �� − ��) − (�� − �� + �� −
�� + ��)�

= (�� − �� − ��) − (�� + �� − ��)�.
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Karena hasil pada ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka terbukti bahwa

�((� + ��)(� + ��)) = �(� + ��)�(� + ��).

Karena (i) dan (ii) terpenuhi, maka terbukti bahwa σ merupakan

endomorfisma gelanggang.

II) Didefinisikan pemetaan � : �→0 dengan �(� + ��) = 0 , akan dibuktikan

pemetaan � merupakan σ-derivatif.

Ambil sebarang �, � ∈ �, dengan � = (� + ��), � = (� + ��), �(� +

��) = (� − �) − ��, dan a,b,c,d ∈ ℤ .

(i) Akan dibuktikan bahwa �((� + ��) + (� + ��)) = �(� + ��) + �(� +

��).

Untuk operasi di ruas kiri menjadi:

�((� + ��) + (� + ��)) = �((� + �) + (� + �)�) = 0.

Untuk operasi di ruas kanan menjadi:

�(� + ��) + �(� + ��) = 0 + 0 = 0.

Karena hasil operasi pada ruas kiri dan kanan sama, maka terbukti bahwa

�((� + ��) + (� + ��)) = �(� + ��) + �(� + ��).

(ii) Selanjutnya akan dibuktikan bahwa:

�((� + ��)(� + ��)) = �(� + ��)�(� + ��) + (�(� + ��))(� + ��).

Untuk operasi di ruas kiri menjadi:

�((� + ��)(� + ��)) = �((�� − ��) + (�� + �� − ��)�) = 0.

Untuk operasi di ruas kanan menjadi:

�(� + ��)�(� + ��) + (�(� + ��))(� + ��) = �(� + ��)(0) + (0)(� +
��) = 0

Karena hasil operasi pada ruas kiri dan operasi pada ruas kanan sama, maka

terbukti bahwa �((� + ��)(� + ��)) = �(� + ��)�(� + ��) + (�(� +

��))(� + ��).

Karena (i) dan (ii) terpenuhi, maka terbukti bahwa pemetaan � merupakan σ-

derivatif.

Berdasarkan I) dan II), maka terbukti bahwa � [x; � ] adalah gelanggang

polinomial miring. ■
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Teorema 4.1.2. Diberikan himpunan

� = {� + �� ∈ ℤ � |�, � ∈ ℤ}.

Didefinisikan pemetaan σ : �→� dengan aturan

�(� + ��) = (� − �) − ��,

dan �1: �→� dengan aturan

�1(� + ��) =− �,

maka �[x;�,�1] adalah gelanggang polinomial miring.

Bukti:

Karena sebelumnya telah dibuktikan bahwa �(� + ��) = (� − �) − ��

merupakan endomorfisma gelanggang, maka hanya perlu dibuktikan bahwa

�1(� + ��) =− � merupakan σ-derivatif dengan langkah-langkah sebagai berikut.

Didefinisikan pemetaan �1 : � → � dengan �1(� + ��) =− � , akan

dibuktikan pemetaan �1 merupakan σ-derivatif.

Ambil sebarang �, � ∈ �, dengan � = (� + ��), � = (� + ��), �(� +

��) = (� − �) − ��, dan a,b,c,d ∈ ℤ .

(i) Akan dibuktikan bahwa �1((� + ��) + (� + ��)) = �1(� + ��) + �1(� +

��).

Untuk operasi di ruas kiri menjadi:

�1((� + ��) + (� + ��)) = �1((� + �) + (� + �)�) =− (� + �).

Untuk operasi di ruas kanan menjadi:

�1(� + ��) + �1(� + ��) =− � + ( − �) =− (� + �).

Karena hasil operasi pada ruas kiri dan kanan sama, maka terbukti bahwa

�1((� + ��) + (� + ��)) = �1(� + ��) + �1(� + ��).

(ii) Selanjutnya akan dibuktikan bahwa:

�1((� + ��)(� + ��)) = �(� + ��)�1(� + ��) + (�1(� + ��))(� + ��).

Untuk operasi di ruas kiri menjadi:

�1((� + ��)(� + ��)) = �1((�� − ��) + (�� + �� − ��)�)

=− (�� + �� − ��).

Untuk operasi di ruas kanan menjadi:

�(� + ��)�1(� + ��) + (�1(� + ��))(� + ��) = ((� − �) − ��)( −
�) + ( − �)(� + ��)
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=− �� + �� + ��� − �� − ���

= −(�� + �� − ��).

Karena hasil operasi pada ruas kiri dan operasi pada ruas kanan sama, maka

terbukti bahwa �1((� + ��)(� + ��)) = �(� + ��)�1(� + ��) + (�1(� +

��))(� + ��).

Karena (i) dan (ii) terpenuhi, maka terbukti bahwa pemetaan �1 merupakan σ-

derivatif.

Selanjutnya, karena σ merupakan endomorfisma gelanggang dan �1

merupakan σ-derivatif, maka terbukti bahwa �[�; �, �1] adalah gelanggang

polinomial miring. ■

Teorema 4.1.3. Diberikan himpunan

� = {� + �� ∈ ℤ � |�, � ∈ ℤ}.

Didefinisikan pemetaan σ : �→� dengan aturan

�(� + ��) = (� − �) − ��,

dan �2: �→� dengan aturan

�2(� + ��) =− (� + ��),

maka �[x;�,�2] adalah gelanggang polinomial miring.

Bukti:

Karena sebelumnya telah dibuktikan bahwa �(� + ��) = (� − �) − ��

merupakan endomorfisma gelanggang, maka hanya perlu dibuktikan bahwa

�2(� + ��) =− (� + ��) merupakan σ-derivatif.

Ambil sebarang �,� ∈ �, dengan � = (� + ��), � = (� + ��), �(� +

��) = (� − �) − ��, dan a,b,c,d ∈ ℤ .

(i) Akan dibuktikan bahwa �2((� + ��) + (� + ��)) = �2(� + ��) + �2(� +

��).

Untuk operasi di ruas kiri menjadi:

�2((� + ��) + (� + ��)) = �2((� + �) + (� + �)�)

=− (� + �) − (� + �)�.

Untuk operasi di sebelah kanan menjadi:

�2(� + ��) + �2(� + ��) =− (� + ��) − (� + ��)
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=− (� + �) − (� + �)�.

Karena hasil operasi pada ruas kiri dan kanan sama, maka terbukti bahwa

�2((� + ��) + (� + ��)) = �2(� + ��) + �2(� + ��).

(ii) Selanjutnya akan dibuktikan bahwa:

�2((� + ��)(� + ��)) = �(� + ��)�2(� + ��) + (�2(� + ��))(� + ��).

Untuk operasi di ruas kiri menjadi:

�2((� + ��)(� + ��)) = �2((�� − ��) + (�� + �� − ��)�)

=− (�� + �� − ��) − (�� + �� − ��)�.

Untuk operasi di ruas kanan menjadi:

�(� + ��)�2(� + ��) + (�2(� + ��))(� + ��) =− ((� − �) − ��)(� +
��) − (� + ��)(� + ��)

=− [(�� − ��) + (�� − �� − ��)� − ���2)] − [�� + (�� +
��)� + ���2)

=− [(�� − ��) + (�� − �� − ��)� + ��(1 + �)] − [�� + (�� +
��)� − ��(1 + �)]

=− [(�� − �� + ��) + (�� − �� − �� + ��)�] − [(�� − ��) +
(�� + �� − ��)�]

=− (�� + �� − ��) − (�� + �� − ��)�.

Karena hasil operasi pada ruas kiri dan operasi pada ruas kanan sama, maka

terbukti bahwa �2((� + ��)(� + ��)) = �(� + ��)�2(� + ��) + (�2(� +

��))(� + ��) .

Karena (i) dan (ii) terpenuhi, maka terbukti bahwa pemetaan �2 merupakan σ-

derivatif.

Selanjutnya, karena σ merupakan endomorfisma gelanggang dan �2

merupakan σ-derivatif, maka terbukti bahwa �[�; �, �2] adalah gelanggang

polinomial miring. ■

4.2. Bentuk xn dari Gelanggang Polinomial Miring atas Gelanggang Bilangan

Bulat Eisenstein

Di bagian pembahasan ini, disajikan bentuk �� dari gelanggang polinomial

miring �[x;�] dan �[�; �, �1] yang telah diperoleh sebelumnya.
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Teorema 4.2.1. Diberikan himpunan

� = {� + �� ∈ ℤ � |�, � ∈ ℤ}.

Didefinisikan pemetaan σ : �→� dengan aturan

�(� + ��) = (� − �) − ��.

Maka dalam gelanggang polinomial miring �[x;�] berlaku:

(i) Untuk setiap � = 2�, � ∈ ℕ:

��(� + ��) = (� + ��)��

(ii) Untuk setiap � = 2� − 1, � ∈ ℕ:

��(� + ��) = (� − � − ��)��.

Bukti:

Dengan menggunakan induksi matematika,

I) Untuk � = 2�, � ∈ ℕ,

i) Uji untuk m = 1. Akan dibuktikan �2(� + ��) = (� + ��)�2.

�2(� + ��) = �(�(� + ��))� = �(� − � − ��)� = �(� − � − ��)�2

= (� + ��)�2.

Jadi, terbukti benar untuk m = 1.

ii) Asumsikan �2�(� + ��) = (� + ��)�2� benar untuk setiap � ∈ ℕ. Akan

dibuktikan �2�+2(� + ��) = (� + ��)�2�+2 benar untuk setiap � ∈ ℕ.

�2�+2(� + ��) = �2�(�2(� + ��))

= �2�((� + ��)�2)

= (�2�(� + ��))�2. (4.11)

Karena �2�(� + ��) = (� + ��)�2� diasumsikan benar untuk setiap � ∈

ℕ , subtitusi nilai �2�(� + ��) = (� + ��)�2� ke persamaan (4.11)

sehingga diperoleh:

�2�+2(� + ��) = (�2�(� + ��))�2

= ((� + ��)�2�)�2

= (� + ��)�2�+2. (4.12)

Jadi, terbukti benar untuk setiap � = 2� + 2, � ∈ ℕ . Sehingga, terbukti

bahwa ��(� + ��) = (� + ��)�� benar untuk setiap � = 2�, � ∈ ℕ.

II) Untuk � = 2� − 1, � ∈ ℕ,

i) Uji untuk m = 1. Akan dibuktikan �1(� + ��) = (� − � − ��)�1.
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�1(� + ��) = �(� + ��)�1 = (� − � − ��)�1.

Jadi, terbukti benar untuk m = 1.

ii) Asumsikan �2�−1(� + ��) = (� − � − ��)�2�−1 benar untuk setiap � ∈

ℕ . Akan dibuktikan �2�+1(� + ��) = (� − � − ��)�2�+1 benar untuk

setiap � ∈ ℕ.

�2�+1(� + ��) = �2�−1(�2(� + ��)) = �2�−1((� + ��)�2)

= (�2�−1(� + ��))�2. (4.13)

Karena �2�−1(� + ��) = (� − � − ��)�2�−1 diasumsikan benar untuk

setiap � ∈ ℕ , subtitusi nilai �2�−1(� + ��) = (� − � − ��)�2�−1 ke

persamaan (4.13) sehingga diperoleh:

�2�+1(� + ��) = (�2�−1(� + ��))�2 = ((� − � − ��)�2�−1)�2

= (� − � − ��)�2�−1+2 = (� − � − ��)�2�+1. (4.14)

Jadi, terbukti benar untuk setiap � = 2� + 1, � ∈ ℕ . Sehingga, terbukti

bahwa ��(� + ��) = (� − � − ��)�� benar untuk setiap � = 2� −

1, � ∈ ℕ.

Karena I) dan II) dipenuhi, maka terbukti benar untuk setiap � ∈ ℕ. ■

Selanjutnya, dicari pula bentuk �� dari �[x;� ,�1 ] yang kemudian disajikan

dalam teorema berikut.

Teorema 4.2.2. Diberikan himpunan

� = {� + �� ∈ ℤ � |�, � ∈ ℤ}.

Didefinisikan pemetaan σ : �→� dengan aturan

�(� + ��) = (� − �) − ��,

dan �1: �→� dengan aturan

�1(� + ��) =− �.

Maka dalam gelanggang polinomial miring �[x;�, �1] berlaku:

(i) Untuk setiap � = 2�, � ∈ ℕ:

��(� + ��) = (� + ��)��

(ii) Untuk setiap � = 2� − 1, � ∈ ℕ:

��(� + ��) = (� − � − ��)�� − ���−1.
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Bukti:

Dengan menggunakan induksi matematika,

I) Untuk � = 2�, � ∈ ℕ,

i) Uji untuk m = 1. Akan dibuktikan bahwa �2(� + ��) = (� + ��)�2.

�2(� + ��) = � (� − � − ��)� − �

= (�(� − � − ��))� − ��

= (� + ��)�2 + �� − ��

= (� + ��)�2

Jadi, terbukti benar untuk m = 1.

ii) Asumsikan �2�(� + ��) = (� + ��)�2� benar untuk setiap � ∈ ℕ. Akan

dibuktikan �2�+2(� + ��) = (� + ��)�2�+2 benar untuk setiap � ∈ ℕ.

�2�+2(� + ��) = �2�(�2(� + ��))

= �2�((� + ��)�2)

= (�2�(� + ��))�2. (4.15)

Karena �2�(� + ��) = (� + ��)�2� diasumsikan benar untuk setiap � ∈

ℕ , subtitusi nilai �2�(� + ��) = (� + ��)�2� ke persamaan (4.15)

sehingga diperoleh:

�2�+2(� + ��) = (�2�(� + ��))�2

= ((� + ��)�2�)�2

= (� + ��)�2�+2. (4.16)

Jadi, terbukti benar untuk setiap � = 2� + 2, � ∈ ℕ . Sehingga, ��(� +

��) = (� + ��)�� benar untuk setiap � = 2�, � ∈ ℕ.

II) Untuk � = 2� − 1, � ∈ ℕ,

i) Uji untuk m = 1. Akan dibuktikan �(� + ��) = (� − � − ��)� − �.

�(� + ��) = �(� + ��)� + �1(� + ��) = (� − � − ��)� − �.

Jadi, terbukti benar untuk m = 1.

ii) Asumsikan �2�−1(� + ��) = (� − � − ��)�2�−1 − ��2�−2 benar untuk

setiap � ∈ ℕ . Akan dibuktikan �2�+1(� + ��) = (� − � − ��)�2�+1 −

��2� benar untuk setiap � ∈ ℕ.

�2�+1(� + ��) = �2�−1(�2(� + ��)) = �2�−1((� + ��)�2)

= (�2�−1(� + ��))�2. (4.17)
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Karena �2�−1(� + ��) = (� − � − ��)�2�−1 − ��2�−2 diasumsikan

benar untuk setiap � ∈ ℕ , subtitusi nilai �2�−1(� + ��) = (� − � −

��)�2�−1 − ��2�−2 ke persamaan (4.17) sehingga diperoleh:

�2�+1(� + ��) = (�2�−1(� + ��))�2

= ((� − � − ��)�2�−1 − ��2�−2)�2

= (� − � − ��)�2�−1+2 − ��2�−2+2

= (� − � − ��)�2�+1 − ��2�. (4.18)

Jadi, terbukti benar untuk setiap � = 2� + 1, � ∈ ℕ . Sehingga, ��(� +

��) = (� − � − ��)�� − ���−1 benar untuk setiap � = 2� − 1, � ∈ ℕ.

Karena I) dan II) dipenuhi, maka terbukti benar untuk setiap � ∈ ℕ. ■

4.3. Pusat dari Gelanggang Polinomial Miring atas Gelanggang Bilangan

Bulat Eisenstein

Dalam pokok pembahasan ini dibahas mengenai pusat dari gelanggang

polinomial miring �[x;�] dan �[�;�, �1] yang telah diperoleh sebelumnya.

Teorema 4.3.1. Misalkan �[x;�] dengan

� = {� = � + �� ∈ ℤ � | �, � ∈ ℤ}

dan

�(� + ��) = (� − �) − ��;

adalah gelanggang polinomial miring, maka pusat dari �[x;�] adalah

� �[�; �] = �=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ .

Bukti:

(I) Akan dibuktikan bahwa

�=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ ⊆ � �[�; �] .

Misalkan, ambil sebarang

�(�) ∈ �=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ

dengan �(�) = �=0
� �2��2�� .
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Akan ditunjukkan bahwa �(�)�(�) = �(�)�(�), ∀�(�) ∈ �[�; �] . Tanpa

mengurangi keumuman, pembuktian akan dilakukan dengan dua kasus �(�)

sebagai berikut.

i) Asumsikan �(�) = (� + ��).

�(�)�(�) = �=0
� �2��2�� (� + ��) = �=0

� �2� �2�(� + ��)� . (4.19)

Karena �2�(� + ��) = (� + ��)�2�, ∀� ∈ ℕ, maka persamaan (4.19)

menjadi:

�(�)�(�) = �=0
� �2�(� + ��)�2�� = (� + ��) �=0

� �2��2��

= �(�)�(�) (4.20)

Sehingga, berdasarkan (4.20), terbukti bahwa �(�)�(�) = �(�)�(�).

ii) Asumsikan �(�) = �.

�(�)�(�) = �=0
� �2��2�� � = �=0

� �2� �2�� =� �=0
� �2��2�+1� . (4.21)

Selanjutnya, untuk �(�)�(�) diperoleh:

�(�)�(�) = � �=0
� �2��2�� = ��0 + �(�2)�2 + . . . + �(�2�)�2�.

Karena �(�2�) = �(�2�)� = �2��, maka persamaan di atas menjadi:

�(�)�(�) = �0� + (�2)�3 + . . . + (�2�)�2�+1 = �=0
� �2��2�+1� . (4.22)

Sehingga, berdasarkan (4.21) dan (4.22) terbukti bahwa �(�)�(�) =

�(�)�(�).

Karena �(�) komutatif dengan (� + ��) dan �, maka

[�(�)][(� + ��)�] = [�(�)](� + ��)(�) = (� + ��)[�(�)](�) = [(� +
��)�][�(�)].

Kemudian karena �(�) komutatif dengan �, maka

[�(�)]�2 = [�(�)](�)(�) = (�)[�(�)](�) = (�)(�)[�(�)] = �2[�(�)]

[�(�)]�3 = [�(�)](�2)(�) = (�2)[�(�)](�) = (�2)(�)[�(�)] = �3[�(�)]

[�(�)]�4 = [�(�)](�3)(�) = (�3)[�(�)](�) = (�3)(�)[�(�)] = �4[�(�)]

⋮

[�(�)]�� = ��[�(�)].

Selanjutnya, karena untuk sebarang �(�) ∈ �[�; �] dapat dituliskan sebagai

kombinasi dari dua hal yang telah diuraikan di atas, maka dapat disimpulkan

bahwa

�(�)�(�) = �(�)�(�), ∀�(�) ∈ �[�; �].
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Sehingga, �(�) ∈ �(�[�; �]).

Karena sebelumnya diambil sebarang �(�), maka

∀�(�) ∈ �=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ , �(�) ∈ �(�[�; �]).

Akibatnya,

�=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ ⊆ � �[�; �] .

(II) Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa

� �[�; �] ⊆ �=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ .

Misalkan �(�) ∈ � �[�; �] dengan

�(�) =
�=0

�

(�� + ���)��� ,

sedemikian sehingga �(�)�(�) = �(�)�(�), ∀�(�) ∈ �[�; �].

Pilih �(�) = �, sehingga:

�(�)�(�) = �=0
� (�� + ���)��� �

= (�0 + �0�)(�) + (�1 + �1�)�1(�) + (�2 + �2�)�2(�) +
. . . + (�� + ���)��(�). (4.23)

Karena bentuk �� untuk � bilangan asli ganjil dan genap berbeda, maka

persamaan (4.23) kemudian dibagi menjadi dua kasus sebagai berikut.

Untuk � bilangan asli genap dengan � = 2,4, . . . , �; maka:

�(�)�(�) = (�0 + �0�)� + (�2 + �2�)��2 + . . . + (�� +
���)��� (4.24)

Untuk � bilangan asli ganjil dengan � = 1,3, . . . , �; maka:

�(�)�(�) =− (�1 + �1�)(1 + �)�1 + (�3 + �3�)(1 +
�)�3 + . . . + (�� + ���)(1 + �)�� . (4.25)

Selanjutnya, untuk �(�)�(�) diperoleh:

�(�)�(�) = � �=0
� (�� + ���)���

= �(�0 + �0�) + �(�1 + �1�)�1 + �(�2 + �2�)�2 + . . . +
�(�� + ���)��. (4.26)

Karena �(�)�(�) = �(�)�(�) , maka berdasarkan penjumlahan dari

persamaan (4.24) dan (4.25) sama dengan persamaan (4.26) diperoleh

bahwa:

�� = �� = 0, � = 1,3, . . . , �.
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Sehingga, �(�) dapat ditulis menjadi:

�(�) =
�=0

�

(�2� + �2��)�2�� .

Selanjutnya, pilih �(�) = �.

�(�)�(�) = �=0
� (�2� + �2��)�2�� �

= (�0 + �0�)� + (�2 + �2�)�3 + (�4 + �4�)�5 + . . . +
(�2� + �2��)�2�+1. (4.27)

Untuk �(�)�(�) diperoleh:

�(�)�(�) = � �=0
� (�2� + �2��)�2��

= �(�0 + �0�) + �(�2 + �2�)�2 + �(�4 + �4�)�4 +
. . . + �(�2� + �2��)�2�

= (�0 − �0−�0�)� + (�2−�2 − �2�)�3 + (�4 − �4 −
�4�)�5 + . . . + (�2� − �2� − �2��)�2�+1. (4.28)

Karena �(�)�(�) = �(�)�(�) , maka dari persamaan (4.27) dan (4.28)

diperoleh bahwa:

�0 = �2 = �4 = . . . = �2� = 0.

Sehingga, �(�) dapat ditulis menjadi:

�(�) =
�=0

�

�2��2�� .

Akibatnya, �(�) ∈ �=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ .

Karena sebelumnya diambil sebarang �(�), maka

∀�(�) ∈ �(�[�; �]), �(�) ∈ �=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ .

Jadi, terbukti bahwa � �[�; �] ⊆ �=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ .

Berdasarkan (I) dan (II), maka dapat disimpulkan bahwa:

� �[�; �] = �=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ . ■

Contoh 4.3.1. Misalkan �(�) = (2 + 3�)�2 + (1 + �)� ∈ �[�; �], �(�) =

4�2 + 3 ∈ � �[�; �] dengan �(� + ��) = � − � − ��. Maka �(�)�(�) =

�(�)�(�).
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Bukti:

(i) Untuk operasi di ruas kiri:

�(�)�(�) = [(2 + 3�)�2 + (1 + �)�][4�2 + 3]

= [(2 + 3�)�2(4�2 + 3)] + [(1 + �)�(4�2 + 3)]

= (2 + 3�)[�2(4)�2 + �2(3)] + (1 + �)[�(4)�2 + �(3)].

Berdasarkan Teorema 4.2.1., ��(�) = ���, ∀� ∈ ℕ. Sehingga, persamaan di

atas menjadi:

�(�)�(�) = (2 + 3�)[4�4 + 3�2] + (1 + �)[4�3 + 3�]

= (8 + 12�)�4 + (4 + 4�)�3 + (6 + 9�)�2 + (3 + 3�)�.

(ii) Untuk operasi di ruas kanan:

�(�)�(�) = [4�2 + 3][(2 + 3�)�2 + (1 + �)�]

= 4[�2(2 + 3�)�2 + �2(1 + �)�] + 3[(2 + 3�)�2 + (1 + �)�].

Berdasarkan Teorema 4.2.1., �2(� + ��) = (� + ��)�2. Sehingga,

persamaan di atas menjadi:

�(�)�(�) = 4[(2 + 3�)�4 + (1 + �)�3] + 3[(2 + 3�)�2 + (1 + �)�]

= (8 + 12�)�4 + (4 + 4�)�3 + (6 + 9�)�2 + (3 + 3�)�

= �(�)�(�).

Karena hasil pada ruas kiri dan ruas kanan sama, maka terbukti bahwa

�(�)�(�) = �(�)�(�). ■

Teorema 4.3.2. Misalkan �[�;�, �1]dengan

� = {� = � + �� ∈ ℤ � | �, � ∈ ℤ}, �(� + ��) = (� − �) − ��,

dan
�1(� + ��) =− �;

adalah gelanggang polinomial miring, maka pusat dari �[x;�, �1] adalah

� �[�; �, �1] = �=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ .

Bukti:

(I) Akan dibuktikan bahwa

�=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ ⊆ �(�[�; �, �1]).

Misalkan, ambil sebarang
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�(�) ∈ �=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ

dengan �(�) = �=0
� �2��2�� .

Akan ditunjukkan bahwa �(�)�(�) = �(�)�(�), ∀�(�) ∈ �[�; �, �1] . Tanpa

mengurangi keumuman, pembuktian akan dilakukan dengan dua kasus �(�)

sebagai berikut.

i) Asumsikan �(�) = (� + ��).

�(�)�(�) = �=0
� �2��2�� (� + ��) = �=0

� �2� �2�(� + ��)� . (4.29)

Karena �2�(� + ��) = (� + ��)�2�, ∀� ∈ ℕ, maka persamaan (4.29)

menjadi:

�(�)�(�) = �=0
� �2�(� + ��)�2�� = (� + ��) �=0

� �2��2�� . (4.30)

Selanjutnya, untuk �(�)�(�) diperoleh:

�(�)�(�) = (� + ��) �=0
� �2��2�� . (4.31)

Sehingga, berdasarkan (4.30) dan (4.31) terbukti bahwa �(�)�(�) =

�(�)�(�).

ii) Asumsikan �(�) = �.

�(�)�(�) = �=0
� �2��2�� � = �=0

� �2� �2�(1)� =� �=0
� �2��2�+1� . (4.32)

Selanjutnya, untuk �(�)�(�) diperoleh:

�(�)�(�) = � �=0
� �2��2�� = ��0 + �(�2)�2 + . . . + �(�2�)�2�.

Karena �(�2�) = �(�2�)� = �2��, maka persamaan di atas menjadi:

�(�)�(�) = �0� + (�2)�3 + . . . + (�2�)�2�+1 = �=0
� �2��2�+1� . (4.33)

Sehingga, berdasarkan (4.32) dan (4.33) terbukti bahwa �(�)�(�) =

�(�)�(�).

Karena �(�) komutatif dengan (� + ��) dan �, maka

[�(�)][(� + ��)�] = [�(�)](� + ��)(�) = (� + ��)[�(�)](�) = [(� +
��)�][�(�)].

Kemudian karena �(�) komutatif dengan �, maka

[�(�)]�2 = [�(�)](�)(�) = (�)[�(�)](�) = (�)(�)[�(�)] = �2[�(�)]

[�(�)]�3 = [�(�)](�2)(�) = (�2)[�(�)](�) = (�2)(�)[�(�)] = �3[�(�)]

[�(�)]�4 = [�(�)](�3)(�) = (�3)[�(�)](�) = (�3)(�)[�(�)] = �4[�(�)]

⋮

[�(�)]�� = ��[�(�)].
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Selanjutnya, karena untuk sebarang �(�) ∈ �[�; �, �1] dapat dituliskan

sebagai kombinasi dari dua hal yang telah diuraikan, maka dapat disimpulkan

bahwa

�(�)�(�) = �(�)�(�), ∀�(�) ∈ �[�; �, �1].

Sehingga, �(�) ∈ �(�[�; �, �1]).

Karena sebelumnya diambil sebarang �(�), maka

∀�(�) ∈ �=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ , �(�) ∈ �(�[�; �, �1]).

Akibatnya,

�=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ ⊆ � �[�; �, �1] .

(II) Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa

� �[�; �, �1] ⊆ �=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ .

Misalkan �(�) ∈ � �[�; �, �1] dengan

�(�) =
�=0

�

(�� + ���)��� ,

sedemikian sehingga �(�)�(�) = �(�)�(�), ∀�(�) ∈ �[�; �, �1].

Pilih �(�) = �, sehingga:

�(�)�(�) = �=0
� (�� + ���)��� �

= (�0 + �0�)� + (�1 + �1�)�2 + (�3 + �3�)�3 + . . . +
(�� + ���)��+1. (4.34)

Selanjutnya, untuk �(�)�(�) diperoleh:

�(�)�(�) = � �=0
� (�� + ���)���

= �(�0 + �0�) + �(�1 + �1�)�1 + �(�2 + �2�)�2 +
. . . + �(�� + ���)��

= (�0 − �0−�0�)� + (�1−�1 − �1�)�2 + (�2 − �2 −
�2�)�3 + . . . + (�� − �� − ���)��+1 − �0 + �1�1 +
�2�2 + . . . + ����

= (�0 − �0− �1 − �0�)� + (�1−�1 − �2 − �1�)�2 + (�2 −
�2 − �3 − �2�)�3 + . . . + (��−1 − ��−1 − �� −
��−1�)�� + (�� − �� − ���)��+1 − �0 (4.35)

Karena �(�)�(�) = �(�)�(�) , maka dari persamaan (4.34) dan (4.35)

diperoleh bahwa:
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�0 = �1 = �2 = . . . = �� = 0.

Sehingga, �(�) dapat ditulis menjadi:

�(�) =
�=0

�

����� .

Selanjutnya, pilih �(�) = �, sehingga:

�(�)�(�) = �=0
� ����� �

= (�0)(�) + (�1)�1(�) + (�2)�2(�) + . . . + (��)��(�).

Karena bentuk �� untuk � bilangan asli ganjil dan genap berbeda, maka

persamaan di atas dibagi menjadi dua kasus sebagai berikut.

Untuk � bilangan asli genap, dengan � = 2,4, . . . , �; maka:

�(�)�(�) = (�0�) + (�2�)�2 + . . . + (���)�� (4.36)

Untuk � bilangan asli ganjil, dengan � = 1,3, . . . , �; maka:

�(�)�(�) =− (�1)(1 + �)�1 + (�3)(1 + �)�3 + . . . + (��)(1 +
�)�� − �1 + �3�2 + �5�4 + . . . + ����−1 . (4.37)

Untuk �(�)�(�) diperoleh:

�(�)�(�) = � �=0
� �����

= �(�0) + �(�1)�1 + �(�2)�2 + . . . + �(��)��. (4.38)

Karena �(�)�(�) = �(�)�(�) , maka berdasarkan penjumlahan dari

persamaan (4.36) dan (4.37) sama dengan persamaan (4.38) diperoleh

bahwa:

�� = 0, � = 1,3,5, . . . , �.

Sehingga, �(�) dapat ditulis menjadi:

�(�) =
�=0

�

�2��2�� .

Akibatnya, �(�) ∈ �=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ .

Karena sebelumnya diambil sebarang �(�), maka

∀�(�) ∈ �(�[�; �, �1]), �(�) ∈ �=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ .

Jadi, terbukti bahwa � �[�; �, �1] ⊆ �=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ .

Berdasarkan (I) dan (II), maka dapat disimpulkan bahwa:

� �[�; �, �1] = �=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ . ■
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Contoh 4.3.2. Misalkan �(�) = (5 − 2�)�2 + (3 + �)� ∈ �[�; �, �1], �(�) =

5�4 − 4�2 + 6 ∈ � �[�; �, �1] dengan �(� + ��) = � − � − �� dan �(� +

��) =− �. Maka �(�)�(�) = �(�)�(�).

Bukti:

(i) Untuk operasi di ruas kiri:

�(�)�(�) = [(5 − 2�)�2 + (3 + �)�][5�4 − 4�2 + 6]

= [(5 − 2�)�2(5�4 − 4�2 + 6)] + [(3 + �)�(5�4 − 4�2 + 6)]

= (5 − 2�)[�2(5)�4 − �2(4)�2 + �2(6)] + (3 + �)[�(5)�4 −
�(4)�2 + �(6)].

Berdasarkan Teorema 4.2.2., ��(�) = ���, ∀� ∈ ℕ. Sehingga, persamaan di

atas menjadi:

�(�)�(�) = (5 − 2�)[5�6 − 4�4 + 6�2] + (3 + �)[5�5 − 4�3 + 6�]

= (25 − 10�)�6 + (15 + 5�)�5 − (20 − 8�)�4 − (12 +
4�)�3 + (30 − 12�)�2 + (18 + 6�)�.

(ii) Untuk operasi di ruas kanan:

�(�)�(�) = [5�4 − 4�2 + 6][(5 − 2�)�2 + (3 + �)�]

= 5[�4(5 − 2�)�2 + �4(3 + �)�] − 4[�2(5 − 2�)�2 + �2(3 +
�)�] + 6[(5 − 2�)�2 + (3 + �)�].

Berdasarkan Teorema 4.2.2., ��(� + ��) = (� + ��)��, ∀� = 2�, � ∈ ℕ.

Sehingga, persamaan di atas menjadi:

�(�)�(�) = 5[(5 − 2�)�6 + (3 + �)�5] − 4[(5 − 2�)�4 + (3 + �)�3] +
6[(5 − 2�)�2 + (3 + �)�]

= (25 − 10�)�6 + (15 + 5�)�5 − (20 − 8�)�4 − (12 +
4�)�3 + (30 − 12�)�2 + (18 + 6�)�

= �(�)�(�).

Karena hasil pada ruas kiri dan ruas kanan sama, maka terbukti bahwa

�(�)�(�) = �(�)�(�). ■
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BAB V
PENUTUP

5.1. Kesimpulan

Adapun kesimpulan yang diperoleh dari hasil penelitian yang dilakukan

adalah sebagai berikut.

1. Bentuk endomorfisma dan σ-derivatif dari gelanggang bilangan bulat

Eisenstein dengan � = {� = � + �� ∈ ℤ � | �, � ∈ ℤ} secara berturut-turut

didefinisikan sebagai suatu pemetaan σ : �→� dengan aturan �(� + ��) =

(� − �) − �� dan �1 : �→� dengan aturan �1(� + ��) =− �. Selanjutnya,

dengan bentuk endomorfisma yang sama diperoleh pula σ-derivatif yang

didefinisikan sebagai �2 : � → � dengan aturan �2(� + ��) =− (� + ��) .

Sehingga diperoleh bahwa � [x; �, �1 ] dan � [x; �, �2 ] adalah gelanggang

polinomial miring atas gelanggang bilangan bulat Eisenstein.

2. Bentuk �� dari beberapa gelanggang polinomial miring atas gelanggang

bilangan bulat Eisenstein dengan � = {� = � + �� ∈ ℤ � | �, � ∈ ℤ} adalah

sebagai berikut.

(a) Pada gelanggang polinomial miring �[x;�] berlaku:

(i) Untuk setiap � = 2�, � ∈ ℕ:

��(� + ��) = (� + ��)��

(ii) Untuk setiap � = 2� − 1, � ∈ ℕ:

��(� + ��) = (� − � − ��)��.

(b) Pada gelanggang polinomial miring �[x;�, �1] berlaku:

(i) Untuk setiap � = 2�, � ∈ ℕ:

��(� + ��) = (� + ��)��

(ii) Untuk setiap � = 2� − 1, � ∈ ℕ:

��(� + ��) = (� − � − ��)�� − ���−1.

3. Pusat dari beberapa gelanggang polinomial miring atas gelanggang bilangan

bulat Eisenstein dengan � = {� = � + �� ∈ ℤ � | �, � ∈ ℤ} adalah sebagai

berikut.
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(a) Pusat dari gelanggang polinomial miring � [x;�] dengan �(� + ��) =

(� − �) − �� didefinisikan sebagai:

� �[�; �] = �=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ .

(b) Pusat dari gelanggang polinomial miring � [x; �, �1 ] dengan �(� +

��) = (� − �) − �� dan �1(� + ��) =− � didefinisikan sebagai:

� �[�; �, �1] = �=0
� �2��2�� �2� ∈ ℤ .

5.2. Saran

Adapun saran dari penulis, kedepannya penelitian mengenai gelanggang

polinomial miring atas gelanggang bilangan bulat Eisenstein dapat dilanjutkan

dengan mencari bentuk endomorfisma dan sigma derivatif yang lain. Penelitian

ini juga dapat dikembangkan dengan mengkaji sifat-sifat dari gelanggang

polinomial miring atas gelanggang bilangan bulat Eisenstein selain yang telah

diperoleh sebelumnya.
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