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ABSTRAK

Tail function merupakan salah satu metode pembentukan selang kepercayaan
yang mana mengspesifikasikan area ekor dari peubah acak pivot dalam bentuk
fungsi parameter target. Salah satu keunggulan dari penggunaan tail function
adalah diperolehnya selang kepercayaan yang lebih sempit saat informasi prior
tersedia. Selain dari itu, penggunaan tail function tetap mempertahankan sifat
coverage dari selang kepercayaan eksak. Ukuran lain yang digunakan untuk
mengukur performa dari selang kepercayaan selain dari ukuran coverage
probability adalah ukuran expected length-nya. Penelitian ini akan
mengilustrasikan penggunaan tail function dalam membentuk selang kepercayaan
eksak untuk parameter p dari distribusi binomial yang memiliki expected length
tertentu. Penelitian sebelumnya oleh Puza (2006) memperlihatkan bahwa interval
yang diperoleh menggunakan tail function lebih sempit dari interval biasa saat x
berada di sekitar n, yaitu informasi prior dari eksperimen. Namun, ukuran
kedekatan x terhadap n agar diperoleh interval tersempit tidak diketahui. Dalam
penelitian ini diperlihatkan bahwa ukuran kedekatan ini bergantung pada nilai &,
yaitu nilai toleransi antara expected length dengan target A yang ingin dicapai dari
selang kepercayaannya. Dari keempat kasus yang dibahas, diperoleh bahwa selang
kepercayaan tersempit terjadi saat x € (n — &,n + §).

Kata Kunci: Selang Kepercayaan, Tail Function, Coverage Probability, Proporsi
Binomial, Expected Length
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ABSTRACT

Tail function is one of many methods to construct confidence interval. This
method relying on specifying tail area of pivot random variable in terms of the
target parameter. One benefit in using this method is having shorter confidence
interval when prior information is available. Other than that, tail function also
maintains coverage properties of exact confidence interval. Another measure
which is used to evaluate the performance of confidence interval other than
coverage probability is expected length. This research will illustrate how to use
tail function to construct confidence interval for binomial proportion with desired
expected length. Recent paper by Puza (2006) shows that the using of tail function
makes confidence interval shorter when x is near n, which is prior information of
the experiment. However, the nearness measure of X to n is still unknown. In this
research, we conjecture the nearness of x to n is dependent on &, which is
tolerance value of expected length with its desired target A of the confidence
interval. This conjecture is support by the results of four cases that have been
discuss in this research, which is, the interval is shorter when x € (n — &,n +¢).

Keywords: Confidence Interval, Tail Function, Coverage Probability, Binomial
Proportion, Expected Length
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Ekperimen Bernoulli adalah sebuah eksperimen acak yang mana hasil dari
eksperimennya dapat diklasifikasikan dalam dua cara yang saling eksklusif dan
lengkap, contohnya seperti “sukses” dan “gagal” (Hogg, dkk, 2019). Eksperimen
Bernoulli ini jika dilakukan sebanyak n kali secara independen dengan peluang
“sukses” (p) tetap sama dari satu percobaan ke percobaan yang lain akan
membentuk distribusi binomial dengan parameter n dan p. Parameter p
selanjutnya disebut sebagai proporsi binomial.

Inferensi untuk proporsi binomial p merupakan salah satu masalah statistik
yang paling umum ditemui, dengan aplikasi penting dalam berbagai area seperti
uji Klinik, analisis risiko dan pengendalian kualitas (Thulin, 2014). Inferensi ini
biasanya dilakukan dengan melakukan uji hipotesis atau membuat selang
kepercayaannya. Uji hipotesis akan menggunakan data observasi untuk menguji
suatu hipotesis statistik mengenai suatu parameter. Sedangkan selang kepercayaan
akan menggunakan data observasi untuk mengestimasi himpunan nilai dimana
parameter mungkin berada dengan peluang tertentu. Selang kepercayaan juga
dapat digunakan untuk menguji suatu hipotesis statistik karena pada dasarnya
selang kepercayaan adalah himpunan nilai dimana hipotesis null diterima.

Saat membuat selang kepercayaan untuk proporsi binomial p, terdapat dua
pilihan, yaitu menggunakan selang kepercayaan eksak atau selang kepercayaan
aproksimasi. Interval Wald adalah selang kepercayaan aproksimasi yang umum
dikenal sebagai interval standar, dengan selang kepercayaannya didasarkan pada
uji pendekatan sampel besar untuk kasus binomial. Namun, ukuran coverage
probability dari interval Wald biasanya berada di bawah taraf nominal 1 — «,
yang membuat selang kepercayaan ini tidak dianjurkan penggunaannya (Brown,
dkk, 2001). Hal ini bahkan dapat terjadi untuk ukuran sampel yang besar. Beda
halnya dengan selang kepercayaan eksak, yang mana penggunaannya tidak

memiliki risiko bahwa coverage probability berada dibawah 1 — «.



Universitas Hasanuddin

Salah satu selang kepercayaan eksak yang terkenal yaitu interval Clopper-
Pearson. Terdapat beberapa alasan mengapa interval Clopper-Pearson adalah
selang kepercayaan yang paling sering digunakan. Satu diantaranya adalah
kemudahan dalam hal komputasinya. Namun demikian, interval ini sering
dianggap terlalu konservatif karena relatif lebih lebar dari interval yang lain.
Selang kepercayaan eksak lain yang lebih sempit dari interval Clopper-Pearson
diantaranya: interval Blyth-Still-Casella, yang mana dipastikan merupakan selang
kepercayaan eksak yang lebih sempit, namun tidak memiliki sifat nested; interval
Sterne menghasilkan selang kepercayaan yang lebih pendek dari interval Clopper-
Pearson, namun dalam beberapa kasus menghasilkan dua interval terpisah
daripada satu interval terhubung; interval Blaker yang walaupun lebih lebar dari
interval Blyth-Still-Casella, tapi selalu berada di dalam interval Clopper-Pearson
dan memiliki sifat nested. Namun, Interval Blaker terkadang merupakan
gabungan dari interval-interval terpisah dan batas atasnya tidak menurun secara
tegas dalam a. Secara kontras, interval Clopper-Pearson memiliki sifat nested,
himpunan yang selalu terhubung dan memiliki batas yang secara tegas monoton
dalam a (Thulin, 2014).

Metode pembentukan selang kepercayaan Clopper-Pearson dikenal
sebagai tail method. Metode ini melibatkan inversi dari sebuah peluang yang
melibatkan peubah acak pivot W sehingga menghasilkan dua statistik sedemikian
sehingga parameter p yang dicari berada diantara kedua statistik ini. Teori ini
memerlukan spesifikasi dari sebuah tingkat kepercayaan, 1 —a, yang mana
“memotong” area dari kedua ekor distribusi W sebanyak a /2. Metode lain yang
mana melibatkan spesifikasi area ini dalam bentuk fungsi dari p dinamakan tail
function. Keuntungan utama dari pendekatan ini adalah dapat digunakan untuk
menghasilkan selang kepercayaan yang lebih pendek saat informasi prior tersedia
(Puza & O’neill, 2006). Oleh karena itu, dengan menerapkan tail function pada
interval Clopper-Pearson maka diharapkan sifat konsrvatisme dari intervalnya
dapat dikurangi.

Selain dari ukuran coverage probability, ukuran lain yang digunakan
untuk mengukur performa selang kepercayaan untuk proporsi binomial adalah
ukuran expected length (Cai & DasGupta, 2001). Ukuran ini tidak lain adalah
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mean dari lebar interval yang dibentuk, yaitu mean selisih statistik batas atas
dengan batas bawahnya. Dibandingkan dengan selang kepercayaan aproksimasi,
selang kepercayaan eksak memerlukan ukuran sampel yang lebih besar untuk
mencapai expected length tertentu, sehingga masalah terkait penentuan ukuran
sampel menjadi hal yang penting dalam pembentukan selang kepercayaan eksak.
Oleh karena itu, penelitian ini akan berfokus pada pembentukan interval Clopper-
Pearson menggunakan tail function dengan expected length tertentu. Metode ini
akan diaplikasikan pada data studi kasus yang diperoleh dari hasil simulasi
bangkitan Monte-Carlo.
1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, rumusan masalah dalam

penelitian ini diantaranya

1. Bagaimana estimasi selang kepercayaan eksak Clopper-Pearson untuk
proporsi binomial menggunakan tail function?

2. Berapa ukuran sampel minimum yang diperlukan untuk mencapai suatu
expected length yang diberikan dalam membentuk selang kepercayaan
eksak Clopper-Pearson menggunakan tail function untuk proporsi

binomial?

1.3  Batasan Masalah
Batasan masalah dalam penelitian ini agar penelitian tidak meluas

diantaranya

1. Tail function yang digunakan dalam penelitian ini adalah Gaussian tail
function dengan parameter fungsi § = 0,0.01 dan A = 0.1 serta kasus
khusus 1 — 0.

2. Data dari penelitian berasal dari studi kasus yang dibangkitkan
menggunakan metode Monte-Carlo.

3. Penentuan expected length dari selang kepercayaan yang dibentuk
didasarkan pada masalah dalam studi kasusnya.
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Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah yang telah diuraikan, tujuan penelitian ini

diantaranya

1.5

1.

Memperoleh estimasi selang kepercayaan eksak Clopper-Pearson untuk
proporsi binomial menggunakan tail function.

Memperoleh ukuran sampel minimum yang diperlukan untuk mencapai
suatu expected length yang diberikan dalam membentuk selang
kepercayaan eksak Clopper-Pearson menggunakan tail function untuk

proporsi binomial.

Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini diantaranya

Menambah wawasan dan pengetahuan mengenai estimasi selang
kepercayaan eksak Clopper-Pearson menggunakan tail function dengan
sample size determination.

Sebagai rujukan dan pengembangan pembelajaran statistika mengenai
estimasi selang kepercayaan eksak Clopper-Pearson menggunakan tail

function dengan sample size determination.
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BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

2.1  Prosedur Selang Kepercayaan Eksak untuk Peubah Acak Diskrit
Misalkan X3, X5, ..., X,, merupakan sampel acak dari peubah acak diskrit X

dengan probability mass function P(X = x; 0), 6 € Q, dimana Q adalah interval

dari bilangan real. Misalkan Y =Y (X;,X,,...,X,,) adalah estimator untuk 6

dengan cumulative distribution function Fy(y;6). Misalkan a; > 0 dan a, > 0
diberikan sedemikian sehingga @ = a; + a,. Pilih 6 dan 6 sebagai solusi dari

persamaan

F(y—8)=1-a, (2.1)
Fe(y;0) = ay (2.2)

Dengan Y — adalah statistik yang mana support nya memiliki lag satu nilai dari
support Y. Sebagai contoh, jika y; < y;.;, yang mana merupakan support

berurutan dari Y, maka Y = y;,, jika dan hanya jika Y —= y;. Dengan kondisi ini,
interval (Q, 5) merupakan selang kepercayaan untuk 6 dengan confidence

coefficient paling kurang sebanyak 1 — a (Hogg dkk, 2019).

2.2  Generalisasi Teori Klasik

Misalkan sebuah distribusi yang mana bergantung pada 6 parameter skalar
konstan, dan misalkan diberikan sampel acak dari n observasi X;,X,, ..., X,, dari
distribusi tersebut, dengan realisasi xi, x,, ..., x,. Misalkan X dan x masing-
masing menotasikan vektor (X;,X5,...,X,) dan (xq,x,,..,x,). Selanjutnya
misalkan W = g(X, 0) adalah fungsi skalar dari X dan 6 yang mana monoton
dalam 6, dengan realisasi w = g(x, 8) dan misalkan distribusi dari W dinotasikan
oleh F,,(w), yang kontinu dan tidak bergantung pada 6. Maka Fy, (W) memiliki
distribusi uniform standar, dan W dinamakan sebagai pivotal quantity.
Selanjutnya pilih tingkat kepercayaan 1 — «, dimana a € (0,1). Maka untuk

sembarang nilai dimana & mungkin berada, adalah benar bahwa

1—a=Pla/2 < Fy(W;0) <1—a/2] (2.3)
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Teori Klasik dari selang kepercayaan melibatkan manipulasi (3) sehingga

menghasilkan

1—a=P[LX) <0 <UX)] (2.4)

Dimana L dan U adalah dua fungsi dari X yang mana tidak bergantung pada 6.
Selang kepercayaan 1 — a untuk 6 kemudian didefinisikan sebagai (¢,u), dimana

£ dan u adalah solusi dalam 6 dari persamaan berikut:

Fy(W—;0)=1—a/2 (2.5)
Fy(W;0) = a/2 (2.6)

Sekarang misalkan 7(8), sebuah fungsi yang mana tak menurun sepanjang
semua kemungkinan nilai dari & dan memiliki range dalam interval [0,1]. Maka

sebagaimana (2.3) benar untuk semua 6, begitu pula

1—a=Plat(0) < Fy (W;0) <1—a+ at(0)] 2.7)

Maka selang kepercayaan 1 — a untuk 6 adalah (¢,u), dimana ¢ dan u

adalah solusi dalam 6 dari masing-masing persamaan berikut:

Fy(w—;0) =1—a+ at(8) (2.8)
Fy(w;0) = at(0) (2.9)

Dengan 7(0) dinamakan sebagai tail function. Persamaan (2.8) dan (2.9) dapat
diselesaikan dengan menggunakan algoritma Newton-Raphson (Puza & O’neill,
2006).
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2.3  Tail Function
Tail function yang digunakan dalam penelitian ini dinakaman Gaussian

dan memiliki bentuk

() =6+ (1—28)0 (g) (2.10)

dimana n € (0,1), 1 >0, 0<é s% dan ®(z) menotasikan fungsi distribusi
kumulatif dari distribusi standar normal.

Nilai n harus dispesifikasikan sebagai nilai p yang dianggap paling
mungkin, untuk kemudian X akan dekat ke n sehingga selang kepercayaan yang
dihasilkan lebih sempit dibandingkan dengan selang kepercayaan biasa (Interval
Wald dan Clopper-Pearson). Apabila diyakini bahwa p berada di antara p; dan p,,

maka pemilihan n yang dapat digunakan adalah n = plzﬂ. Sedangkan untuk &,

spesifikasi nilai yang kecil pada 6 akan menghasilkan interval yang relatif lebih
pendek jika x dekat dengan n dan sebaliknya. Dengan kata lain, penggunaan &

sangat bergantung pada seberapa kuat informasi prior yang dimiliki.

2.4  Selang Kepercayaan Clopper-Pearson

Interval Clopper-Pearson two-sided untuk proporsi p adalah inversi dari
uji binomial equal-tailed: interval ini mengandung semua nilai p yang tidak
ditolak oleh uji pada taraf signifikan «. Diberikan sebuah observasi dari Y, batas

bawahnya diberikan oleh nilai ¢ sedemikian sehingga

n
. . 2.11
(’;‘) 21— )" = a2 (211)
i=y
Dan batas atas diberikan oleh nilai u sedemikian sehingga
Y (2.12)

Z (rll) (1 —w) i =a/2

i=0
Misalkan Beta(t,a,b) adalah fungsi densitas dari peubah acak
Beta(a, b). Maka

(2.13)

4

- n , . p
(i)pl(l—p)“ "= | Beta(t,y,n—y+ 1)dt
0
=y
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Saat (2.13) disubtitusi ke (2.11) dan (2.12), masalah untuk menemukan ¢ dan u
tereduksi menjadi inversi dari dua fungsi distribusi beta. Maka dari itu, titik ujung
dari interval Clopper-Pearson diberikan oleh kuantil dari distribusi beta:

(2.14)

a
(L(Y),U(y)) = (B (E,y,n -y+ 1),B(1 —a/2,y+1,n —y))

1

Saat Y = 0, intervalnya adalah (0,1 - (%)Z> dan saat Y = n intervalnya adalah

((g)Z 1) (Thulin, 2014).

Metodologi tail function juga dapat diaplikasikan dalam konteks ini.
Diberikan tail function t(p), interval Clopper-Pearson yang dimodifikasi
didefinisikan sebagai (#,u) dimana ¢ dan u adalah solusi dalam p dari

persamaan:

P(Y=zy;p) =a{l—-1(p)}, P(Y <y;p) = at(p) (2.15)

Kecuali, # = 0 jikay = 0 dan u = 1 jika y = n. Persamaan ini dapat diselesaikan

menggunakan algoritma Newton-Raphson (Puza & O’neill, 2006).

2.4.1. Kasus A - 0 Untuk Interval Clopper-Pearson
Dengan memilih A - 0, akan memaksimumkan kemungkinan penurunan

lebar interval pada (X = n) untuk 6 yang diberikan. Adapun batas untuk A — 0:

B(a(1=96),y,n—y+1), Bla(1—-8),yyn—y+1)<n (2.16)
L(y) = B(ad,y,n—y+1), B(ad,yyn—y+1)>n
n, lainnya

B(l—ad,y+1,n—1y), B(l—ad,y+1,n—y)<n

Uy) =
n, lainnya

Dengan B(q,a,b) adalah kuantil g dari distribusi beta yang memiliki

parameter a dan b.
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2.5  Prosedur Eksak untuk memperoleh Sample Size
Coverage Probability dan Expected Length diberikan oleh

n
n\ .
cr@np) = Y (7) P = " 0 @) (2.18)
=0
(dengan I[L(i),U(i)] (p) =1 jika p € [L(i),U(i)] dan I[L(i),U(i)](p) = 0, lainnya)

dan

n

n i _i . .
el p) = Y (7)pi - (VO - L) (2.19)
i=0
Misalkan bahwa tujuan dari suatu penelitian adalah untuk mengestimasi p,
menggunakan selang kepercayaan 100(1 —a)% dengan lebar A, yang
sebelumnya telah ditentukan oleh peneliti. Untuk menentukan ukuran sampel
yang dibutuhkan berdasarkan metode Wald adalah

4512_%190(1 — Do) (2.20)
AZ

n =

Adapun penentuan ukuran sampel berdasarkan prosedur eksak EL adalah

memperoleh nilai n sedemikian sehingga
EL(n,p) =A (2.21)

Persamaan ini tidak memiliki bentuk tertutup atau sebuah solusi bilangan bulat.
Namun, adalah mungkin untuk mencari bilangan bulat yang meminimumkan
|[EL(n,p) — Al

Langkah pertama: Diberikan a, A dan toleransi &, maka ukuran sampel

adalah nilai bilangan bulat n yang memenuhi
|EL(n,p) — Al < ¢ (2.22)

Nilai & dapat dipandang sebagai nilai toleransi (mis, & = 10~*) yang ditentukan
oleh peneliti. Pemilihan parameter ekstra ini tidak mempersulit penentuan ukuran

sampel karena hal tersebut hanya sebuah ketidaksesuaian yang dapat diterima
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antara target A dengan EL(n, p). Jika tidak terdapat solusi dari persamaan (2.22),
maka nilai & dinaikkan.

Langkah kedua: Jika terdapat lebih dari satu solusi (k > 1) pada
persamaan (2.22), yang dinotasikan oleh S; = {ny,n,, ..., n,}, pilih n berdasarkan
salah satu kriteria berikut:

i. n= argmaxlesf{CP(l, p)}
ii. n= argminlegs{CP(l, )}
. n= min{Sf}

v. = argmines (ICP(LP) — (1 - )}

Solusi keseluruhan untuk masalah optimisasi ini selalu dapat ditemukan
dengan pencarian yang mendalam, atau dengan kata lain, mencoba secara
berturut-turut n = 1,2,3, ..., (Gongalves dkk, 2012).

2.6 Metode Transformasi Invers Monte Carlo
Misalkan X adalah peubah acak dengan fungsi distribusi F dan
U~Unif (0,1). Definisikan fungsi F~1 sebagai

F~1(u) = inf{x: F(x) > u}, 0<uc<1 (2.23)

Karena F adalah cdf yang berarti F adalah fungsi tak-menurun dan kontinu kanan,
sehingga jika F~1(u) < x maka u < F(x) (A. de La Fortelle, 2020). Dan karena
U~Unif(0,1) maka P(U < u) = u, sehingga diperoleh

P(X<x)=P(F'(U)<x) > P(U<FX))=F(x) (2.24)

Jadi, untuk membangkitkan peubah acak X dengan fungsi distribusi F, ambil
U~Unif (0,1) dan pilih X = F~1(u) (Rubinstein & Kroese, 2017).

10
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2.7  Metode Newton-Raphson

Metode Newton-Raphson juga dikenal sebagai tangent method karena
metode ini mengaproksimasi kurva dekat akar dengan garis lurus. Misalkan x,
adalah aproksimasi awal ke akar dari ¥(x) = 0. Maka, P(x,,1,), dimana ¢, =
Y (x,) adalah titik pada kurva. Kurva di persekitaran akar diaproksimasi dengan
garis singgung pada kurva di titik P(x,,1,). Titik potong dari garis singgung
dengan sumbu-x diambil sebagai nilai aproksimasi ke akar. Proses ini diulang
hingga iterasi yang diperlukan telah dicapai. Persamaan garis singgung pada
kurva y = ¥ (x) pada titik P(x,, ) diberikan oleh

y —P(xo) = (x — x0)¢" (x0) (2.25)

dimana y’(x,) adalah kemiringan dari garis singgung pada kurva di titik P.

Dengan memilih y = 0 dan menyelesaikan persamaan (2.25), diperoleh

_ P (x0) ,
X =xy— W (xg)’ Y'(xg) #0 (2.26)

Aproksimasi selanjutnya untuk akar diberikan oleh

Yo =y — Y (xo)
! ° P (x0)’

P'(xy) #0 (2.27)
Prosedur tersebut diulangi sehingga diperoleh metode iterasi yang didefinisikan

oleh (lyengar & Jain, 2009)

_ P (xg)
Xk+1 = Xk — v 0)

(2.28)

Y'(g) #0
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