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ABSTRAK 
 

 

Penelitian ini akan memperkenalkan definisi dari transformasi Fourier 

fraksional coupled, yang merupakan kajian lebih lanjut dari transformasi 

Fourier dan transformasi Fourier fraksional, dengan perluasan ke ruang dua 

dimensi. Berdasarkan definisi tersebut akan diperoleh beberapa sifat-sifat 

transformasi Fourier fraksional coupled, seperti sifat liniear, sifat translasi, dan 

sifat modulasi, berdasarkan sifat-sifat dan relasi antara transformasi Fourier 

dan transformasi Fourier fraksional coupled akan dibuktikan sebuah prinsip 

ketidakpastian yang berkaitan dengan transformasi Fourier fraksional coupled.  

Kata Kunci: transformasi Fourier, transformasi Fourier fraksional coupled, 

Prinsip Ketidakpastian Heisenberg. 
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ABSTRACT 

 

 

 This is research will introduce the definition of the coupled fractional 

fourier transform, which is a further study of the Fourier transform and the 

fractional Fourier transform, with an extension to two-dimensional space. 

Based on the definition, some of the properties of the coupled fractional Fourier 

transform will be obtained, such us linear properties, translation properties, 

modulation properties, and dilatation properties, based on the properties of the 

relation coupled fractional Fourier transform will be proof uncertainty principle 

for the coupled fractional Fourier transform. 

Keyword: Fourier transform, coupled fractioanl Fourier transform, Heisenberg 
Uncertainty Principle. 
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BAB I  

PENDAHULUAN 
 

1.1 Latar Belakang 

Analisis Fourier mempelajari berbagai teknik untuk menganalisis sebuah 

fungsi dengan menguraikannya sebagai deret atau integral fungsi tertentu 

(yang sifat-sifatnya telah dikenal, seperti pada fungsi polinom atau fungsi 

trigonometri). Analisis Fourier merupakan berbagai masalah, khususnya 

masalah yang berbentuk persamaan differensial yang muncul dalam sains dan 

ilmu rekayasa, dengan tujuan untuk menganalisis signal seperti signal suara 

dan citra (Menguc 2020). Selanjutnya dikembangkan ke bentuk yang lebih 

umum sehingga dapat diterapkan pada fungsi yang non-periodik, yang dikenal 

dengan transformasi Fourier yang dapat mengubah fungsi atau sinyal dari 

domain waktu ke domain frekuensi. 

Transformasi Fourier merupakan fungsi kontinu dari deret Fourier dimana 

deret Fourier ini merupakan fungsi periodik yang dapat direpresentasikan 

dengan mengkombinasikan penjumlahan tak hingga dari dari fungsi sinus dan 

cosinus Laszlo (2006), transformasi Fourier dibagi menjadi dua yaitu 

transformasi Fourier kontinu dan transformasi Fourier diskrit. Adapun 

Transformasi Fourier kontinu merupakan sebuah sinyal waktu sebagai hasil 

penjumlahan beberapa sinyal kontinu, sedangkan transformasi Fourier diskrit 

adalah model transformasi Fourier yang dikenakan pada fungsi diskrit yang 

kemudian bentuknya akan berbentuk diskrit. Salah satu hasil terpenting dalam 

transformasi Fourier adalah prinsip ketidakpastian Heisenberg. 

Prinsip ketidakpastian Heisenberg diperkenalkan pada tahun 1927 oleh 

warner Heisenberg. Prinsip ketidakpastian Heisenberg menyatakan bahwa 
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“posisi dan momentum suatu elektron tidak bisa ditentukan dalam waktu yang 

bersamaan”, sehingga hal tersebut jika diukur secara bersamaan maka tidak 

akan diperoleh nilai dari besaran tersebut, maka jika dikaitkan dalam 

kehidupan sehari-hari maka prinsip tersebut menjelaskan bahwa dalam suatu 

waktu kita mengerjakan dua atau lebih pekerjaan maka kita tidak akan 

menghasilkan hasil yang optimal. 

Pada kajian transformasi Fourier fraksional ini merupakan sebuah 

generalisasi dari pada transformasi Fourier biasa dengan orde 𝜃. Jika 𝜃 =
𝜋

2
 

maka transformasi Fourier fraksional akan menjadi transformasi Fourier biasa. 

Secara khusus ini berarti trasformasi Fourier biasa merupakan rangkaian 

kesatuan dari domain transformasi Fourier fraksional (Sutrisna et al., 2019). 

Selain itu dapat ditinjau juga bahwa transformasi Fourier fraksional 

merupakan sebuah alat yang mampu menganalisis sebuah fungsi harmonis, 

dan telah diketahui bahwa penerapannya yang sangat luas seperti di mekanika 

kuantum, neural network, persamaan differensial, optik, pengenalan pola, 

radar, sonar dan system komunikasi lainnya. Eksistensi dari kajian 

transformasi Fourier fraksional ke dimensi tinggi telah dikaji oleh beberapa 

peneliti antara lain Zayed (2018) memperkenalkan varian baru dari 

transformasi Fourier fraksional ke ruang dua dimensi yaitu transformasi Fourier 

fraksional coupled (ℱ𝛼,𝛽), selanjutnya Kamalakkannan et al. (2021) 

mengembangkan dengan menambahkan prinsip ketidakpastian Heisenberg 

pada transformasi fraksional coupled dan Shah et al. (2022) kemudian 

mengkaji dan mengklasifikasikan beberapa ketaksamaan prinsip 

ketidakpastian pada transformasi fraksional coupled, salah satu 

ketaksamaanya adalah prinsip ketidakpastian Heisenberg pada ruang 𝐿2(ℝ2), 

sehingga berdasarkan uraian tersebut peneliti tertarik mengakaji untuk 

mengembangkan dengan cara mengeneralisasi prinsip ketidakpastian pada 
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transformasi Fourier fraksional coupled pada ruang 𝐿𝑝(ℝ2) yang diberi judul 

“Prinsip ketidakpastian Heisenberg pada transformasi Fourier fraksional 

Coupled”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan uraian yang telah diberikan sebelumnya, diperoleh rumusan 

masalah yaitu sebagai berikut: 

1. Bagaimana relasi antara transformasi Fourier dengan transformasi 

Fourier fraksional coupled? 

2. Bagaimana membuktikan prinsip ketidakpastian Heisenberg pada 

transformasi Fourier fraksional coupled dengan menggunakan relasi 

antara transformasi Fourier dan transformasi Fourier fraksional coupled? 

1.3 Tujuan Penelitian   

Berdasarkan rumusan masalah yang telah diberikan sebelumnya, maka 

tujuan dari penelitian ini yaitu sebagai berikut: 

1. Mendapatkan relasi antara transformasi Fourier dan transformasi 

transformasi Fourier fraksional coupled. 

2. Membuktikan prinsip ketidakpastian Heisenberg pada transformasi 

Fourier fraksional coupled di ruang 𝐿𝑝(ℝ2) dengan menggunakan relasi 

antara transfomasi Fourier dan transformasi Fourier fraksional coupled.  

1.4 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat penelitian pada tugas akhir ini yaitu diharapkan dapat 

memberikan pengetahuan baru sekaligus literature tambahan bagi penulis dan 

pembaca dalam kajian transformasi Fourier, khususnya pada prinsip 

ketidakpastian Heisenberg pada transformasi Fourier fraksional coupled. 
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1.5 Batasan Masalah 

Batasan masalah pada penelitian ini dibatasi pada ruang 𝐿𝑝(ℝ2) dengan  

1 ≤ 𝑝 ≤ 2, dan prinsip ketidakpastian Heisenberg. 
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BAB II  

TINJAUAN PUSTAKA 
 

 Pada bab ini akan diuraikan beberapa definisi, teorema, dan istilah-

istilah sebagai teori atau landasan dalam penulisan tugas akhir ini. Sebelum 

membahas tentang prinsip ketidakpastian Heisenberg pada tranformasi 

Fourier fraksional coupled terlebih dahulu akan dibahas mengenai bilangan 

kompleks dan sifat-sifatnya, ruang lebesgue untuk transformasi Fourier, prinsip 

ketidakpastian Heisenberg, transformasi Fourier, transformasi Fourier 

fraksional, transformasi Fourier fraksional coupled. 

2.1 Integral Lebesgue  

Definisi 2.2.1 Ruang 𝐿𝑝(ℝ) 

Misalkan 𝑓 adalah fungsi yang terintegralkan pada ℝ. Koleksi kelas 

fungsi dari fungsi-fungsi terukur yang terintegralkan 𝑝 pada ℝ dengan 1 ≤ 𝑝 <

∞ didefinisikan sebagai  

𝐿𝑝(ℝ) = {𝑓: ∫|𝑓(𝑡)|𝑝
∞

−∞

 𝑑𝑡 < ∞} (2.1) 

Maka norma dari 𝑓 dalam 𝐿𝑝(ℝ) didefinisikan dengan  

‖𝑓‖𝑝 = ( ∫|𝑓(𝑡)|
𝑝

∞

−∞

 𝑑𝑡)

1
𝑝

. (2.2) 

  

(Debnath, L 2017) 

Definisi 2.2.2 Ruang 𝐿1(ℝ)) 
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Misalkan 𝑓 adalah fungsi yang terintegralkan pada ℝ, maka ruang 𝐿1(ℝ), 

didefinisikan sebagai himpunan semua fungsi 𝑓 yang terintegralkan mutlak 

pada ℝ, yaitu  

𝐿1(ℝ) = {𝑓: ∫|𝑓(𝑡)|𝑑𝑡 < ∞

∞

−∞

}. 
(2.3) 

 

(Gunawan, 2017) 

Ruang 𝐿1(ℝ) dilengkapi dengan norma ||. ||1 yang dirumuskan  

‖𝑓‖1 = ∫ |𝑓(𝑡)|

∞

−∞

𝑑𝑡. 

Contoh 1:  

Misalkan 𝑓(𝑡) =  {
1,                                      − 3 ≤ 𝑡 ≤ 3
0,                                            selainnya

    , 

akan ditunjukkan apakah fungsi 𝑓(𝑡) termasuk dalam ruang fungsi 𝐿1(ℝ)  

dengan cara menunjukkan hasil integralnya konvergen. 

Berdasarkan definisi ruang 𝐿1(ℝ) pada persamaan (2.4), diperoleh 

∫|𝑓(𝑡)|𝑑𝑡  =  ∫ |𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡 + ∫|𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡

3

−3

+∫|𝑓(𝑡)|

∞

3

𝑑𝑡

−3

−∞

∞

−∞

 

= ∫ 0 𝑑𝑡 + ∫1 𝑑𝑡

3

−3

+∫ 0 𝑑𝑡

∞

3

−3

−∞

 

= 0 + 𝑡|−3
3 + 0 

= 3 − (−3) 

= 6 

Jadi, 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ). 
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Definisi 2.2.3 (Ruang 𝐿2(ℝ)) 

Misalkan 𝑓 adalah fungsi yang terintegralkan pada ℝ, maka ruang 𝐿2(ℝ) 

didefinisikan sebagai kumpulan semua fungsi 𝑓 yang kuadratanya 

terintegralkan mutlak, yakni dinotasikan sebagai berikut: 

𝐿2(ℝ) = {𝑓: ∫|𝑓(𝑡)|2𝑑𝑡 < ∞

∞

−∞

}   (2.4) 

Ruang 𝐿2(ℝ) dilengkapi dengan norma ||. ||2 yang dirumuskan 

‖𝑓‖2 = [ ∫|𝑓(𝑡)|2
∞

−∞

 𝑑𝑡]

1
2

. (2.5) 

Contoh 2: 

Misalkan 𝑓(𝑡) = 𝑒−|𝒕|, 𝑡 ∈ ℝ.  

Kemudian akan ditunjukkan apakah fungsi 𝑓 ada dalam fungsi 𝐿2(ℝ) dengan 

mencari integralnya ada. 

Sehingga berdasarkan definisi di ruang 𝐿2(ℝ) pada persamaan (2.5), diperoleh 

∫|𝑓(𝑡)|2 𝑑𝑡 = ∫|𝑒−|𝒕||
2
𝑑𝑡

∞

−∞

∞

−∞

 

= ∫(𝑒−|𝒕|)
2
 𝑑𝑡

∞

−∞

 

= ∫ 𝑒−2|𝒕| 𝑑𝑡

∞

−∞
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= ∫𝑒−2(−𝑡) 𝑑𝑡 +

0

−∞

∫ 𝑒−2𝑡 𝑑𝑡

∞

0

 

= ∫𝑒2𝑡𝑑𝑡

0

−∞

+∫ 𝑒−2𝑡𝑑𝑡,

∞

0

 

Jika dimisalkan 2𝑡 = 𝑝, maka diperoleh 𝑑𝑡 =
𝑑𝑝

2
, sehingga diperoleh 

∫|𝑓(𝑡)|2𝑑𝑡

∞

−∞ 

=
1

2
∫𝑒𝑝 𝑑𝑝

0

−∞

+
1

2
∫ 𝑒−𝑝 𝑑𝑝

∞

0

 

=
1

2
( ∫ 𝑒𝑝 𝑑𝑝

0

−∞ 

+
1

2
∫ 𝑒−𝑝𝑑𝑝

∞

0

) 

=
1

2
( lim
𝑎→−∞

∫𝑒𝑝 𝑑𝑝

0

𝑎

+ lim
𝑏→∞

∫𝑒−𝑝 𝑑𝑝

𝑏

0

) 

=
1

2
( lim
𝑎→−∞

𝑒𝑝|𝑎
0 − lim

𝑏→∞
𝑒−𝑝|0

𝑏) 

=
1

2
( lim
𝑎→−∞

(𝑒0 − 𝑒𝑎) − lim
𝑏→∞

(𝑒−𝑏 − 𝑒−0)) 

=
1

2
((1 − 0) − (0 − 1)) 

=
1

2
. 2 

 = 1 < ∞ 

Jadi, 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ). 

Definisi 2.2.4 Ruang 𝐿2(ℝ2) 
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Misalkan 𝑓:ℝ2 → ℝ adalah fungsi terukur bernilai real. Koleksi kelas 

fungsi dari fungsi-fungsi terukur yang terintegralkan 𝑝 pada ℝ dengan 1 ≤ 𝑝 <

∞ didefinisikan sebagai  

 

𝐿2(ℝ2) = {𝑓: ∫ ∫|𝑓(𝒕)|2
∞

−∞

𝑑𝒕 < ∞

∞

−∞

} 

 

(2.6) 

Maka norma dari 𝑓 dalam 𝐿𝑝(ℝ) didefinisikan dengan  

‖𝑓‖2 = ( ∫ ∫|𝑓(𝒕)|2
∞

−∞

∞

−∞

 𝑑𝒕)

1
2

. (2.7) 

Contoh 3:  

Misalkan 𝑓(𝒕) = 𝑒−|𝒕|
2
, 𝒕 ∈ ℝ2.  

Kemudian akan ditunjukkan apakah fungsi 𝑓 ada dalam fungsi 𝐿2(ℝ2) dengan 

mencari integralnya ada. 

Sehingga berdasarkan definisi di ruang 𝐿2(ℝ2) pada persamaan (2.6), 

diperoleh 

∫|𝑓(𝒕)|2 𝑑𝒕 = ∫|𝑒−|𝒕|
2
|
2

ℝ2

𝑑𝒕

ℝ2

 

= ∫ 𝑒−2|𝒕|
2

ℝ2

𝑑𝒕 

= ∫ 𝑒−2(𝑡1
2+𝑡2

2)

ℝ2

𝑑𝒕 
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= ∫ 𝑒−2𝑡1
2
 𝑑𝑡1

∞

−∞

∫ 𝑒−2𝑡2
2
 𝑑𝑡2

∞

−∞

 

= √
𝜋

2
 × √

𝜋

2
  

=
𝜋

2
< ∞ 

Jadi, 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ2). 

2.3 Transformasi Fourier 

 Transformasi Fourier merupakan bentuk kontinu dari deret Fourier. 

Transformasi Fourier adalah model transformasi yang memindahkan domain 

waktu menjadi domain frekuensi. transformasi Fourier kontinu biasanya 

disingkat dengan transformasi Fourier. 

Definisi 2.3.1 (Transformasi Fourier) 

Misalkan diberikan fungsi 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ) terdefinisi pada (ℝ), transformasi Fourier 

dari fungsi 𝑓 di notasikan 𝑓(𝜔) dan didefinisikan oleh 

 

dengan 𝑖2 = −1. Fungsi eksponensial 𝑒−𝑖𝜔𝑡 disebut kernel dari transformasi 

Fourier. Karena 𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 maka persamaan (2.8) diatas dapat 

ditulis kembali dalam bentuk 

ℱ{𝑓(𝑡)}(𝜔) =  ∫ 𝑓(𝑡)(cos𝜔𝑡 − 𝑖 sin𝜔𝑡) 𝑑𝑡

ℝ

 

= ∫ 𝑓(𝑡)

ℝ

cos𝜔𝑡  𝑑𝑡 − ∫ 𝑓(𝑡) sin𝜔𝑡 𝑑𝑡

ℝ

. (2.9) 

𝑓(𝜔) = ℱ{𝑓(𝑡)}(𝜔) = ∫ 𝑓(𝑡) 𝑒−𝑖𝜔𝑡 𝑑𝑡

ℝ

 (2.8) 
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dengan menggunakan fakta bahwa 𝐿1(ℝ)⋂𝐿2(ℝ) berada di 𝐿2(ℝ) sehingga 

transformasi Fourier dapat diperluas ke 𝐿2(ℝ). 

Contoh 2.1: 

Diktehaui fungsi 𝑓 ∈ 𝐿1( ℝ) sebagai berikut:  

Maka transformasi Fourier dari fungsi diatas adalah:  

𝑓(𝜔) = ∫ 𝑓(𝑡)

∞

−∞

𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 

= ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 + ∫𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

1

−1

+∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

1

−1

−∞

 

=  0 + ∫𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

1

−1

+ 0 

= ∫3𝑒−𝑖𝜔𝑡 𝑑𝑡

1

−1

 

= 3 ∫𝑒−𝑖𝜔𝑡
1

−1

𝑑 𝑡 

= −
3

𝑖𝜔
𝑒−𝑖𝜔𝑡|

−1

1
 

=  −
3

𝑖𝜔
(𝑒−𝑖𝜔 − 𝑒𝑖𝜔) 

=
6

𝜔
sin𝜔 

dengan 

fungsi 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ), dan. 
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𝑓(𝑡) = {
𝑒−𝑡,      𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑡 ≥ 0
0,        𝑗𝑖𝑘𝑎  𝑡 < 0,

 

maka transformasi Fourier dari fungsi diatas adalah: 

𝑓(𝜔) =  ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔 𝑑𝑡

ℝ

 

= ∫ 𝑒−𝑡𝑒−𝑖𝜔𝑡 𝑑𝑡

ℝ

 

= ∫ 𝑒−(1−𝑖𝜔)𝑡𝑑𝑡

ℝ

 

= −
1

1 + 𝑖𝜔
𝑒−(1−𝑖𝜔)𝑡|

0

∞

 

= −
1

1 + 𝑖𝜔
𝑒−∞ − (−

1

1 + 𝑖𝜔
𝑒0) 

= 0 +
1

1 + 𝑖𝜔
 

=
1

1 + 𝑖𝜔
. 

Definisi 2.3.2 (Transformasi Fourier 𝑳𝟐(ℝ𝟐)) 

Misalkan diberikan fungsi 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ2) terdefinisi pada (ℝ2), transformasi 

Fourier dari fungsi 𝑓 di notasikan 𝑓(𝜔) dan didefinisikan oleh 

𝑓(𝝎) = ℱ{𝑓}(𝜔) = ∫ 𝑓(𝒕) 𝑒−𝑖𝒕∙𝝎 𝑑𝒕.

ℝ2

 (2.10) 
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dengan 𝑖2 =  1. Fungsi eksponensial 𝑒−𝑖𝒕.𝝎 disebut kernel dari transformasi 

Fourier. Karena 𝑒𝑖𝒕∙𝝎 = cos 𝒕 ∙ 𝝎 + 𝑖 sin 𝒕 ∙ 𝝎 maka persamaan (2.10) diatas 

dapat ditulis kembali dalam bentuk 

ℱ{𝑓(𝑡)}(𝝎) =  ∫ 𝑓(𝒕)(cos 𝒕 ∙ 𝝎 − 𝑖 sin 𝒕 ∙ 𝝎 ) 𝑑𝒕

ℝ2

 

= ∫ 𝑓(𝒕)

∞

−∞

cos 𝒕 ∙ 𝝎  𝑑𝒕 − ∫ 𝑓(𝒕) sin 𝒕 ∙ 𝝎 𝑑𝒕

∞

−∞

. (2.11) 

 

Contoh 4 :  

Diberikan fungsi 𝑓(𝑡) = 𝑒−|𝒕|
2
, maka transformasi Fourier dari fungsi diatas 

adalah:  

𝑓(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑡)

ℝ2

𝑒−𝑖𝒕∙𝝎𝑑𝒕 

= ∫ 𝑒−|𝒕|
2

ℝ2

𝑒−𝑖𝒕∙𝝎𝑑𝒕 

= ∫ 𝑒−(𝑡1
2+2

2) 𝑒−𝑖(𝑡1𝜔1+𝑡2𝜔2) 𝑑𝒕

ℝ2

 

= ∫ 𝑒−(𝑡1
2+𝑡2

2) 𝑒−𝑖𝑡1𝜔1  𝑒−𝑖𝑡2𝜔2  𝑑𝒕

ℝ2

 

= ∫ 𝑒−(𝑡1
2+𝑖𝑡1𝜔1) 𝑒(𝑡2

2+𝑖𝑡2𝜔2) 𝑑𝒕

ℝ2
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= ∫ 𝑒
−((𝑡1+𝑖

𝜔1
2
)
2
−(𝑖

𝜔1
2
)
2
)
𝑒
−((𝑡2+𝑖

𝜔2
2
)
2
−(𝑖

𝜔2
2
)
2
)

ℝ2

 𝑑𝒕 

= ∫ 𝑒−(𝑡1+𝑖
𝜔1
2
)
2

𝑒−
𝜔1
2

4
 𝑒−(𝑡2+𝑖

𝜔2
2
)
2

𝑒−
𝜔2
2

4

ℝ2

 𝑑𝒕 

= 𝑒−
(𝜔1

2+𝜔2
2)

4  ∫ 𝑒−(𝑡1+𝑖
𝜔1
2
)
2

𝑑𝑡1  ∫ 𝑒−(𝑡2+𝑖
𝜔2
2
)
2

𝑑𝑡2

∞

−∞ 

∞

−∞ 

 

= 𝑒−
𝜔1
2+𝜔2

2

4 √𝜋 √𝜋 

= 𝜋 𝑒
−(
𝜔1
2+𝜔2

2

4
)
 

Definisi 2.3.2 (Invers Transformasi Fourier)  

Misalkan fungsi 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ) dan  𝑓(𝜔) ∈ 𝐿1(ℝ2), maka invers dari transformasi 

Fourier ditulis sebagai 

2.4 Sifat-sifat Transformasi Fourier (TF) 

Dalam bagian ini akan dibahas sifat-sifat transformasi Fourier dengan 

notasi sebagai berikut: 

Teorema 2.4.1. Misalkan 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(ℝ) dan untuk setiap 𝜔 ∈ ℝ maka 

ℱ{𝛼𝑓 + 𝛽𝑔}(𝜔) = 𝛼ℱ{𝑓}(𝜔) + 𝛽ℱ{𝑓}(𝜔), (2.13) 

dengan 𝛼, 𝛽 merupakan konstanta bilangan riil. 

Teorema 2.4.2 Misalkan 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ) dan translasi 𝜏𝑘𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡 − 𝑘) maka  

ℱ{𝜏𝑘𝑓}(𝜔) = 𝑒−𝑖𝜔𝑘ℱ{𝑓}(𝜔), (2.14) 

𝑓(𝒕) = ℱ−1[ℱ{𝑓}(𝒕)] =
1

2𝜋
∫ 𝑓(𝜔)

ℝ2

𝑒𝑖𝒕∙𝝎 𝑑𝝎. (2.12) 
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Teorema 2.4.3 Misalkan 𝑓 ∈ 𝐿2 (ℝ) dan 𝜔0 ∈ ℝ. Jika 𝕄𝜔0
𝑓(𝑡) = 𝑒𝑖𝜔0𝑥𝑓(𝑡) 

maka  

ℱ{𝕄𝜔0
}(𝜔) = ℱ{𝑓}(𝜔 − 𝜔0).  (2.15) 

(Zulfajar, 2013) 

Teorema 2.4.4 Misalkan diberikan fungsi 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ), 𝛼 ∈ ℝ − {0} dan misal 

𝑓𝛼(𝑡) = 𝑓(𝛼𝑡) maka 

 ℱ{𝑓𝛼} =
1

|𝛼|
ℱ{𝑓} (

𝜔

𝛼
), 

   (2.16) 

Akibitanya Misalkan diberikan fungsi 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ), 𝛼 ∈ ℝ − {0} dengan 𝑓𝛼(𝑡) =

𝑓(−𝑡) maka transformasi Fourier dari 𝑓𝛼 adalah ℱ{𝑓}(−𝜔), yaitu  

ℱ{𝑓𝛼}(𝜔) = ℱ{𝑓}(−𝜔). (2.17) 

  

2.5 Prinsip Ketidakpastian Heisenberg 

Prinsip ketidakpastian Heisenberg merupakan salah satu hukum dasar 

dari mekanika kuantum dan sebagian besar memberikan pernyataan 

mengenai batasan dengan tidak adanya hasil pengukuran mutlak dalam setiap 

pengukuran kuantum. 

 Warner Heisenberg (1927) mengemukakan bahwa posisi atau lokasi 

suatu elektron dalam atom tidak dapat ditentukan dengan pasti dan dalam 

waktu bersamaan, karena semakin akurat momentum yang ditentukan, maka 

semakin tidak akurat penentuan posisinya, begitupun sebaliknya. Pembuktian 

secara matematis diberikan oleh Wolfgang Pauli dan Hermann Weyl pada 

tahun 1928. 
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 Berikut diberikan bentuk umum persamaan prinsip ketidakpastian 

Heisenberg  

∆𝑥∆𝑝 ≥
ℎ

4𝜋
 (2.18) 

dengan keterangan: 

∆𝑥 = ketidakpastian posisi 

∆𝑝 = ketidakpastian momentum 

ℎ   = konstanta Planck (6,626 × 10−34) Js 

Dari persamaan (2.18) diketahui bahwa hasil kali ketidakpastian posisi 

(∆𝑥) suatu benda dan ketidakpastian momentum (∆𝑝) dalam arah 𝑥 akan lebih 

besar atau sama dengan hasil bagi konstanta Planck oleh 4𝜋. Bentuk lain dari 

prinsip ketidakpastian Heisenberg juga tidak kalah penting. Salah satunya 

adalah modifikasi prinsip ketidakpastian pada transformasi Fourier. Dalam 

keadaan ini, ∆𝑥 merupakan suatu fungsi dan ∆𝑝 merupakan suatu transformasi 

Fourier. 

2.6 Prinsip Ketidakpastian Heisenberg pada Transformasi Fourier 

Pada bagian ini akan dibahas prinsip ketidakpastian Heisenberg pada 

transformasi Fourier yang menyatakan bahwa semakin besar suatu nilai fungsi 

maka akan semakin kecil nilai transformasi Fouriernya, dan sebaliknya. 

Sebelum membahas prinsip ketidakpastian Heisenberg pada transformasi 

Fourier, kita lihat teorema transformasi Fourier dari turunan berikut.  

Teorema 2.6.1. Misalkan 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ) dan 𝑡 ∈ (ℝ). Maka ∀𝑛 ∈ ℕ berlaku 

ℱ {
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡)} (𝜔) = (𝑖𝜔)𝑛ℱ{𝑓}(𝜔). (2.19) 
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Teorema 2.6.2. Misalkan 𝑓(𝑡), 𝑡𝑓(𝑡) ∈ 𝐿2(ℝ) dan juga 𝜔ℱ{𝑓}(𝜔) ∈ 𝐿2(ℝ) 

maka pertidaksamaan berikut berlaku: 

∫ 𝑡2|𝑓(𝑡)|2
∞

−∞

𝑑𝑡 ∫ 𝜔2|ℱ{𝑓}(𝜔)|2
∞

−∞

𝑑𝜔 ≥
𝜋

2
( ∫|𝑓(𝑡)|2

∞

−∞

𝑑𝑡)

2

.     (2.20) 

(Rahmah, 2022) 

Persamaan (2.20) disebut prinsip ketidakpastian Heisenberg pada 

transformasi Fourier. Pada perumusannya dapat dilihat modifikasi yang terjadi, 

dimana ∆𝑥 sebagai fungsi 𝑓 dan ∆𝑝 sebagai transformasi Fourier dari 𝑓. Hal ini 

menjelaskan bahwa fungsi 𝑥𝑓(𝑡) dan transformasi Fouriernya 𝜔ℱ{𝑓}(𝜔) tidak 

dapat teralokasikan dengan baik secara bersamaan. Jika 𝑓 terkonsentrasi 

pada suatu titik di ℝ, maka ℱ{𝑓} akan tersebar pada ℝ dan berlaku sebaliknya. 

2.7 Transformasi Fourier Fraksional 

Pada bagian ini akan disajikan definisi dari transformasi Fourier 

fraksional: 

Definisi 2.7.1 Transformasi Fourier fraksional dengan sudut parameter 𝜃 dari 

fungsi 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2 (ℝ), dinotasikan ℱ𝜃{𝑓}(𝜔) didefinisikan oleh 

ℱ𝜃{𝑓}(𝜔) = 𝑓𝜃(𝜔) = ∫ 𝐾𝜃(𝑡, 𝜔)𝑓(𝑡)

∞

−∞

 𝑑𝑡, (2.21) 

Kemudian untuk kernelnya adalah 

𝐾𝜃(𝑡, 𝜔) =

{
 
 

 
 𝐶𝜃𝑒

−𝑖(𝑡2+𝜔2)
cot𝜃
2

+𝑖𝑡𝜔 csc𝜃  ; 𝜋

2
≠ 𝜃 ≠ 𝑛𝜋

1

√2𝜋
𝑒𝑖𝑡𝜔                             ; 𝜃 =

𝜋

2

𝛿(𝑡 − 𝜔)                   ; 𝜃 = 2𝑛𝜋,
𝛿(𝑡 + 𝜔)  ; 𝜃 = (2𝑛 + 1)𝜋, 𝑛 ∈ ℤ,
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dan 𝐶𝜃 = (2𝜋𝑖 sin 𝜃)−
1

2 𝑒
𝑖𝜃

2 = √
1−𝑖 cot𝜃

2𝜋
, 

(Sutrisna, dkk., 2019) 

atau 

ℱ𝜃{𝑓}(𝜔) = √
1 − 𝑖 cot 𝜃

2𝜋
 𝑒𝑖(𝑡

2+𝜔2)
cot𝜃
2

−𝑖𝑡𝜔 csc𝜃𝑓(𝑡) 𝑑𝑡. 

Khususnya untuk 𝜃 =
𝜋

2
, maka diperoleh 

ℱ𝜃{𝑓}(𝜔)  = ∫ √
1 − 𝑖 cot

𝜋
2

2𝜋

∞

−∞ 

𝑒𝑖(𝑡
2+𝜔2)

cot  
𝜋
2

2
−𝑖𝑡𝜔 csc

𝜋
2𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 

= ∫
1

2𝜋
𝑒0−𝑖𝑡𝜔𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

∞

−∞

 

=
1

2𝜋
∫ 𝑒−𝑖𝑡𝜔𝑓(𝑡)

∞

−∞

𝑑𝑡 

=
1

√2𝜋
ℱ{𝑓}(𝜔). 

Jadi, untuk 𝜃 =
𝜋

2
 transformasi Fourier fraksional berubah menjadi transformasi 

Fourier biasa. 

2.8 Sifat-sifat Transformasi Fourier Fraksional (TFF) 

1. Sifat Liniear 

Misalkan 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(ℝ) dan untuk setiap 𝜔 ∈ ℝ maka 

ℱ𝜃{𝛼𝑓 + 𝛽𝑔}(𝜔) = ℱ𝜃{𝑓}(𝜔) + 𝛽ℱ𝜃{𝑔}(𝜔) 
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Bukti. 

Dari definisi transformasi Fourier diperoleh 

ℱ𝜃{𝛼𝑓 + 𝛽𝑔}(𝜔) = ∫ (𝐶𝜃𝑒𝑖(𝑡
2+𝜔2)

cot𝜃
2

−𝑖𝑡𝜔 csc𝜃) (𝛼𝑓(𝑡) + 𝛽𝑔(𝑡)) 𝑑𝑡

∞

−∞

 

= ∫ (𝛼𝑓(𝑡)𝐶𝜃𝑒𝑖(𝑡
2+𝜔2)

cot𝜃
2

−𝑖𝑡𝜔 csc𝜃

∞

−∞

 

+ ∫ 𝛽𝑔(𝑡)𝐶𝜃𝑒𝑖(𝑡
2+𝜔2)

cot𝜃
2

𝑖𝑡𝜔 csc𝜃 

∞

−∞

)𝑑𝑡 

= ∫ (𝛼𝑓(𝑡)𝐶𝜃𝑒𝑖(𝑡
2+𝜔2)

cot𝜃
2

−𝑖𝑡𝜔 csc𝜃) 𝑑𝑡

∞

−∞

 

+( ∫ 𝛽𝑔(𝑡)𝐶𝜃𝑒𝑖(𝑡
2+𝜔2)

cot𝜃
2

𝑖𝑡𝜔 csc𝜃 

∞

−∞

)  𝑑𝑡 

= 𝛼 ∫ (𝑓(𝑡)𝐶𝜃𝑒𝑖(𝑡
2+𝜔2)

cot𝜃
2

−𝑖𝑡𝜔 csc𝜃) 𝑑𝑡

∞

−∞

 

+𝛽 ( ∫ 𝛽𝑔(𝑡)𝐶𝜃𝑒𝑖(𝑡
2+𝜔2)

cot𝜃
2

𝑖𝑡𝜔 csc𝜃 

∞

−∞

)  𝑑𝑡 

= 𝛼ℱ𝜃{𝑓}(𝜔) + 𝛽ℱ𝜃{𝑔}(𝜔)     ∎.
    

2. Sifat Translasi 

Misalkan 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(ℝ) dan translasi 𝜏𝑘𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡 − 𝑘), maka  

 

ℱ𝜃{𝜏𝑘𝑓}(𝜔) = 𝑒
1
4
(𝑘2 sin2𝜃−4𝜔𝑘 sin𝜃)ℱ𝜃{𝑓}(𝜔 − 𝑘 cos 𝜃) 

(2.23) 

 

ℱ𝜃{𝛼𝑓 + 𝛽𝑔}(𝜔) = 𝛼ℱ𝜃{𝑓}(𝜔) + 𝛽ℱ𝜃{𝑔}(𝜔) (2.22) 
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Bukti. 

Dari definisi transformasi Fourier diperoleh 

ℱ𝜃{𝜏𝑘𝑓}(𝜔) = ∫ (𝐶𝜃𝑒𝑖(𝑡
2+𝜔2)

cot𝜃
2

−𝑖𝑡𝜔 csc𝜃)

∞

−∞

𝜏𝑘𝑓(𝑡)𝑑𝑡 

= ∫ (𝐶𝜃𝑒𝑖(𝑡
2+𝜔2)

cot𝜃
2

−𝑖𝑡𝜔 csc𝜃)

∞

−∞

𝑓(𝑡 − 𝑘) 𝑑𝑡 

Misalkan 𝑢 = 𝑡 − 𝑘, 𝑡 = 𝑢 + 𝑘, dan 𝑑𝑡 = 𝑑𝑢, maka   

ℱ𝜃{𝜏𝑘𝑓}(𝜔) = ∫ (𝐶𝜃𝑒𝑖
(𝑢+𝑘)2+𝜔2)

cot𝜃
2

−𝑖(𝑢+𝑘)𝜔 csc𝜃) 𝑓(𝑢) 𝑑𝑢

∞

−∞

 

= ∫ (𝐶𝜃𝑒𝑖
(𝑢2+2𝑢𝑘+𝑘2+𝜔2)

cos𝜃
2sin𝜃

−
𝑖𝜔𝑘+𝑖𝜔𝑢
sin𝜃

 )𝑓(𝑢) 𝑑𝑢 

∞

−∞

 

= ∫ (𝐶𝜃𝑒
𝑖

2 sin𝜃
(𝑢2+2𝑢𝑘+𝑘2+𝜔2) cos𝜃−2(𝜔𝑘+𝜔𝑢)) 𝑓(𝑢) 𝑑𝑢

∞

−∞

 

= ∫ (𝐶𝜃𝑒
𝑖

2 sin𝜃(
𝑢2 cos𝜃+2𝑢𝑘 cos𝜃 +𝑘2 cos𝜃 +𝜔2 cos𝜃−2𝜔𝑘−2𝜔𝑢))𝑓(𝑢) 𝑑𝑢

∞

∞

 

Kemudian akan dimisalkan 𝑣 = 𝜔 − 𝑘 cos 𝜃 dan 𝜔 = 𝑣 + 𝑘 cos 𝜃 sehingga 

diperoleh 

ℱ𝜃{𝜏𝑘𝑓}(𝜔) = ∫ (𝐶𝜃𝑒
𝑖

2 sin𝜃(𝑢
2 cos𝜃+2𝑢((𝑣+𝑘 cos𝜃)−𝑘 cos𝜃)+𝑘2 cos𝜃+(𝑣+𝑘 cos𝜃)2 cos𝜃−2𝑘(𝑣+𝑘 cos𝜃)))𝑓(𝑢) 𝑑𝑢

∞

−∞

 

 

= ∫ (𝐶𝜃𝑒
𝑖

2 sin𝜃
((𝑢2+𝑣2) cos𝜃−2𝑢𝑣)𝑒

1
2sin  𝜃(

2𝑣𝑘 cos2 𝜃+𝑘2 cos3 𝜃−2𝑣𝑘−𝑘2 cos𝜃 )) 𝑓(𝑢) 𝑑𝑢

∞

−∞

 

= 𝑒
1

2sin  𝜃(
2𝑣𝑘 cos2 𝜃+𝑘2 cos3 𝜃−2𝑣𝑘−𝑘2 cos𝜃 ) ∫(𝐶𝜃𝑒

𝑖
2 sin𝜃

((𝑢2+𝑣2) cos𝜃−2𝑢𝑣)

∞

−∞

𝑓(𝑢) 𝑑𝑢 

= 𝑒
1

2sin  𝜃(
−2𝑣𝑘 (1−cos2 𝜃)−𝑘2 cos 𝜃(1−cos2 𝜃 )) ∫ (𝑐𝜃𝑒

(𝑖(𝑢2+𝑣2)
cot𝜃
2

−2𝑢𝑣 csc𝜃  )
)𝑓(𝑢)𝑑𝑢

∞

−∞

 

= 𝑒
𝑖

2 sin𝜃
(−2𝑣𝑘 sin2 𝜃−𝑘2 cos𝜃 sin2 𝜃)ℱ𝜃{𝑓}(𝑣) 

= 𝑒
1

4
(𝑘2 sin2𝜃−4𝜔𝑘sin𝜃)ℱ𝜃{𝑓}(𝜔 − 𝑘 cos 𝜃)     ∎. 
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3. Sifat Modulasi 

Misalkan 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ) dan 𝜔0 ∈ ℝ. Jika 𝕄𝜔0𝑓(𝑡) = 𝑒
𝑖𝜔0𝑡𝑓(𝑡), maka 

 

ℱ𝜃{𝕄𝜔0𝑓}(𝜔) = 𝑒
𝑖
4
(4𝜔𝜔0 cos𝜃−𝜔0

2 sin2𝜃)ℱ𝜃{𝑓}(𝜔 − 𝜔0 sin 𝜃)  

𝐁𝐮𝐤𝐭𝐢. 

ℱ𝜃{𝕄𝜔0𝑓}(𝜔) = ∫ (𝐶𝜃𝑒𝑖(𝑡
2+𝜔2)

cot𝜃
2

−𝑖𝑡𝜔 csc𝜃)𝕄𝜔0𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

∞

−∞

  

= ∫ (𝐶𝜃𝑒𝑖(𝑡
2+𝜔2)

cot𝜃
2

−𝑖𝑡𝜔 csc𝜃) 𝑒𝑖𝜔0𝑡𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

∞

−∞

 

= ∫ (𝐶𝜃𝑒𝑖(𝑡
2+𝜔2)

cot𝜃
2

−𝑖𝑡(𝜔−𝜔0 sin 𝜃) csc𝜃) 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

∞

−∞

 

Misalkan 𝑢 = 𝜔 − 𝜔0 sin 𝜃 dan 𝜔 = 𝑢 + 𝜔0 sin 𝜃 maka 

ℱ𝜃{𝕄𝜔0𝑓}(𝜔) = ∫ (𝐶𝜃𝑒𝑖(𝑡
2+(𝑢+𝜔0 sin𝜃)

2)
cot𝜃
2

−𝑖𝑡𝑢 csc𝜃) 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

∞

−∞

 

= ∫ (𝐶𝜃𝑒𝑖(𝑡
2+𝑢2+2𝑢𝜔0 sin𝜃+𝜔0

2 sin2 𝜃)
cot𝜃
2

−𝑖𝑡𝑢 csc𝜃) 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

∞

−∞

 

= 𝑒𝑖(2𝑢𝜔0 sin𝜃+𝜔0
2 sin2 𝜃)

cot𝜃
2

 
 

∫ 𝐶𝜃𝑒
𝑖

2 sin𝜃
(𝑡2+𝑢2)

cot𝜃
2

−𝑖𝑡𝑢 csc𝜃 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞

 

= 𝑒𝑖(2𝑢𝜔0 sin𝜃+𝜔0
2 sin2 𝜃)

cot𝜃
2

 ℱ𝜃{𝑓}(𝑢) 

  = 𝑒
𝑖

4
(4𝜔𝜔0 cos𝜃−𝜔0

2 sin2𝜃) ℱ𝜃{𝑓}(𝜔 − 𝜔0 sin 𝜃)   ∎. 

2.9 Transformasi Fourier Fraksional Coupled  

Pada bagian ini akan disajikan definisi dari transformasi Fourier fraksional 

coupled yang kemudian akan dicari relasi antara fungsi transformasi Fourier 

dengan fungsi transformasi Fraksional coupled. Relasi ini akan digunakan 

untuk memperoleh hasil utama pada penelitian ini yaitu dengan cara 
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mengeneralisasi prinsip ketidakpastian transformasi Fourier frakasional 

coupled. 

Definisi 2.9.1 Transformasi Fourier Fraksional coupled ℱ𝛼,𝛽 dengan 𝛼, 𝛽 ∈

ℝ dan 𝛼 + 𝛽 ≠ 2𝜋ℤ. Parameter transformasi coupled yaitu 𝛾 = (𝛼 + 𝛽)/2   dan 

𝛿 = (𝛼 − 𝛽)/2  untuk setiap fungsi 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ2)⋂ 𝐿2(ℝ2) yang didefinisikan 

sebagai berikut: 

ℱ𝛼,𝛽[𝑓](𝝎) = �̃�(𝛾) ∫ 𝑓(𝒕)𝑒−𝑖(�̃�(𝛾)(|𝒕|
2+|𝝎|2)−𝒕∙𝑀𝝎)

ℝ2 

 𝑑𝒕, (2.24) 

dimana, 

�̃�(𝛾) =
cos 𝛾

2
, �̃� (𝛾, 𝛿) =

cos 𝛿 

sin 𝛾
, �̃�(𝛾, 𝛿) =

sin 𝛿

sin 𝛾
 , �̃�(𝛾) =

𝑖𝑒−𝑖𝛾

2𝜋 sin 𝛾
, 

 𝑀 = (
�̃�(𝛾, 𝛿) �̃�(𝛾, 𝛿)

−�̃�(𝛾, 𝛿) �̃�(𝛾, 𝛿)
). 

Contoh 2.2: Diketahaui fungsi 𝑓(𝒕) = 𝑒−|𝒕|
𝟐
dengan 𝛼 =

𝜋

2
, dan 𝛽 =

𝜋

2
. Maka 

transformasi fraksional coupled didapatkan dari fungsi tersebut adalah: 

Jawab: 

Diketahui 𝛼 =
𝜋

2
, dan 𝛽 =

𝜋

2
, maka 

𝛾 =

𝜋
2 +

𝜋
2

2
=
𝜋

2
,    𝛿 =

𝜋
2 −

𝜋
2

2
= 0,      �̃�(𝛾) =

cos
𝜋
2

2
= 0,           

�̃�(𝛾, 𝛿) =  
cos 0

sin
𝜋
2

= 1,   �̃�(𝛾, 𝛿) =
sin 0

sin
𝜋
2

= 0,     �̃�(𝛾) =
𝑖𝑒−𝑖

𝜋
2
 

2𝜋 sin
𝜋
2

=
1

2𝜋
 

𝑀 = (
1

0

    0

    1
), 

Akan dicari ℱ𝛼,𝛽[𝑓](𝝎) dengan 𝑓(𝒕) = 𝑒−|𝒕|
𝟐
. Sesuai definisi transformasi 

fraksional coupled didapatkan 
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 ℱ𝛼,𝛽[𝑓](𝝎) =  �̃�(𝛾) ∫ 𝑓(𝒕)𝑒−𝑖(�̃�(𝛾)(|𝒕|
2+|𝝎|2)−𝒕∙𝑀𝝎)

ℝ2 

 𝑑𝒕 

=
1

2𝜋
∫  (𝑒−|𝒕|

2
)𝑒−𝑖(�̃�(𝛾)(|𝒕|

2+|𝝎|2)−𝒕∙𝑀𝝎)𝑑𝒕

ℝ2

 

=
1

2𝜋
∫  (𝑒−|𝒕|

2
)𝑒−𝑖(�̃�(𝛾)(|𝒕|

2+|𝝎|2)−𝒕∙𝑀𝝎𝑑𝒕

ℝ2

 

=
1

2𝜋
∫ ((𝑒−(𝑡1

2+𝑡2
2)𝑒

−𝑖(�̃�(𝛾)(𝑡1
2+𝑡2

2)+(𝜔1
2+𝜔2

2))−((
𝑡1
𝑡2
)∙(
1 0
0 1

)(
𝜔1
𝜔2
))
)𝑑𝒕

ℝ2

 

=
1

2𝜋
∫((𝑒−(𝑡1

2+𝑡2
2))𝑒

−𝑖((0)(𝑡1
2+𝑡2

2)+(𝜔1
2+𝜔2

2))
𝑒
𝑖((

𝑡1
𝑡2
)∙(
1 0
0 1

)(
𝜔1
𝜔2
))
𝑑𝒕

ℝ2 

 

=
1

2𝜋
∫((𝑒−(𝑡1

2+𝑡2
2))𝑒

−𝑖((0)(𝑡1
2+𝑡2

2)+(𝜔1
2+𝜔2

2))𝑒
𝑖((

𝑡1
𝑡2
)∙(
𝜔1
𝜔2
))
𝑑𝒕

ℝ2 

 

=
1

2𝜋
∫ ((𝑒−(𝑡1

2+𝑡2
2)) 𝑒𝑖𝑡1𝜔1+𝑖𝑡2𝜔2)𝑑𝒕

ℝ2

 

=
1

2𝜋
∫ ((𝑒−𝑡1

2−𝑡2
2
) 𝑒𝑖𝑡1𝜔1+𝑖𝑡2𝜔2)𝑑𝒕

ℝ2

 

=
1

2𝜋
∫ ((𝑒−𝑡1

2+𝑖𝑡1𝜔1)𝑑𝑡1) ∫((𝑒
−𝑡2

2+𝑖𝑡2𝜔2)𝑑𝑡2)

ℝℝ 

  

=
1

2𝜋
∫ ((𝑒

−(𝑡1−𝑖
𝜔1
2
)
2

𝑒
−𝜔1

2

4 )𝑑𝑡1) ∫ ((𝑒
−(𝑡2−𝑖

𝜔2
2
)
2

𝑒−
𝜔2
2

4 )𝑑𝑡2)

ℝ

 

ℝ

 

= (
1

2𝜋
)(√

𝜋

2
)(𝑒−

𝜔1
2

4 )(√
𝜋

2
)(𝑒−

𝜔2
2

4 ) 

= (
1

2𝜋
) ( 
𝜋

2
) (𝑒

−(
𝜔1
4

2
+
𝜔2
4

2
)
) 

=
1

4
𝑒
|𝝎|
4

2

. 


