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ABSTRAK

Gelanggang tumpuan yang digunakan dalam penelitian ini adalah gelanggang
matriks ukuran 2 x 2 dengan bentuk khusus. Dari gelanggang tersebut, kita
dapat mendesain bentuk endomorfisma dan sigma derivatif untuk membentuk
gelanggang polinomial miring. Dari penelitian ini, digunakan dua delta untuk
mencari bentuk hasil perkalian polinomial pangkat n yaitu perkalian x™ dengan
matriks 2 x 2. Dengan demikian, dari hasil tersebut digunakan untuk mencari

bentuk pusat dan ideal maksimal dari gelanggang polinomial miring.

Kata Kunci : gelanggang polinomial miring, ideal maksimal, pusat.
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ABSTRACT

The basic ring used in this paper is a 2 X 2 ring matrix with a special form. From
this, we can design the endomorphism and sigma derivatives to form a skew
polynomial ring. From this paper, two deltas were used to find the form of the
multiplication form of the polynomial of degree n, namely the multiplication of
x™ with a 2 X 2 matrix. Thus, these results are used to find the center and the

maximal ideal forms of the skew polynomial ring.

Key words : skew polynomial ring, maximal ideal, center.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1Latar Belakang

Salah satu pengembangan dari gelanggang adalah gelanggang polinomial
miring. Gelanggang tersebut merupakan gelanggang yang terdiri dari polinom
— polinom dengan aturan perkaliannya bersifat tidak komutatif. Adapun aturan
perkalian dari gelanggang polinomial miring vyaitu xa = d(a)x + §(a),
Va € R dengan R adalah gelanggang. Dalam gelanggang polinomial miring
terdapat tiga unsur yaitu gelanggang biasa atau gelanggang tumpuan yang

disimbol dengan R, ¢ suatu endomorfisma di R, dan § suatu ¢ —derivatif.

Dalam struktur aljabar juga dikenal istilah ideal. Dikatakan ideal jika
memenuhi ideal kiri sekaligus ideal kanan. Perlu diketahui bahwa bentuk ideal
dari gelanggang biasa berbeda dengan bentuk ideal dari gelanggang
polinomial miring yang dinotasikan dengan R|x; o, §]. Dengan adanya ¢ dan §
dapat dibentuk ideal dari gelanggang polinomial miring dengan aturan

perkalian yang tidak komutatif dengan xa # ax.

Penelitian yang berkaitan dengan ideal pada gelanggang polinomial miring
telah diteliti sebelumnya, diantaranya : Amir (2009) mengkaji tentang ciri — ciri
ideal o-prim dan gelanggang polinomial miring. Kemudian, Amir dkk (2016)
kembali melakukan penelitian tentang bentuk pusat dan ideal gelanggang
polinomial miring atas quaternion. Pada penelitian tersebut menggunakam
gelanggang quaternion sebagai gelanggang tumpuannya dan & ditetapkan
sebagai nol sehingga gelanggang polinomial miring yang terbentuk tidak
sempurna. Kemudian, Gil dan Elad (2020) mengkaji tentang ideal lengkap
prima satu sisi dalam gelanggang polinomial miring. Pada penelitian tersebut
membahas tentang ideal prima kiri lengkap dengan polinomial p prima dan
menggunakan K sebagai field dengan berorde hingga. Selain membahas ideal

satu sisi, Gil dan Elad juga membahas tentang center-free dengan 6 = 0.



Selanjutnya, pada tahun 2023, M. V. Babenko dan V. V. Chermnykh
melakukan penelitian tentang “On the semirings of skew polynomials.” Dalam
penelitian tersebut menggunakan A semiring dengan

6 = 0 sehingga gelanggang polinomial yang terbentuk yaitu R[x; o].

Dari beberapa penelitian yang telah dilakukan, penulis tertarik untuk
meneliti mengenai ideal maksimal dan pusat dari gelanggang polinomial miring
dengan mengambil gelanggang tumpuan berupa gelanggang matriks ukuran

2 X 2 dan menetapkan § # 0.
1.2 Rumusan Masalah

Misalkan R gelanggang. Himpunan bagian I dari R yang tidak kosong
disebut ideal dari R jika : I adalah subgrup penjumlahan dari R dan misalkan
r€R,a €l maka ra €1 dan ar €I . Pusat dari gelanggang R dinotasikan
sebagai Z(R) adalah Z(R) = {r € R|rx = xr,Vx € R}. Selanjutnya,

didefinisikan gelanggang polinomial miring dinotasikan dengan R[x; g, 6] :
() o adalah endomorfisma gelanggang

(i) & suatu derivatif pada gelanggang R adalah pemetaan §:R —» R yang
memenuhi aturan penjumlahan dan perkalian biasa untuk derivatif
yaitu §(a + b) = §(a) + 6(b) dan 6(ab) = §(a)a(b) + ad(b),Va,b € R.

Adapun rumusan masalah dalam penelitian ini adalah menentukan bentuk
ideal maksimal dan pusat dari gelanggang polinomial miring atas gelanggang

matriks.
1.3 Batasan Masalah

Dalam penelitian ini dibatasi ukuran dari gelanggang matriks yaitu matriks

dengan ukuran 2 x 2 sebagai berikut :



1.4 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dalam penelitian ini yaitu untuk mengetahui bentuk ideal
maksimal dan pusat dari gelanggang polinomial miring atas gelanggang

matriks.
1.5 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dalam penelitian ini yaitu : untuk memberikan kontribusi
dalam kemajuan dan perkembangan ilmu matematika pada umumnya dan

aljabar pada khususnya.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Pada sub bab ini, akan membahas mengenai beberapa teori yang

digunakan untuk menunjang penelitian yang dilakukan yaitu sebagai berikut.
2.1Grup

Dalam struktur aljabar dikenal istilah grup yang menggunakan satu operasi

biner dan memenuhi beberapa syarat sebagai grup.

Definisi 2.1 : Himpunan tak kosong G dikatakan grup jika dalam ¢ didefinisikan

sebuah operasi biner (-) sedemikian sehingga :

(@) Jikaa,b eGmakaa - b €G

(b) Misalkana,b,c e Gmakaa-(b-c)=(a-b)-c

(c) Terdapat e € G sedemikian sehinggaa-e =e-a = a untuk setiap a € G

(d) Untuk setiap a € G terdapat a’ € G sedemikian sehinggaa-a’' =a'-a =e.
(Herstein, 1996).

Berikut disajikan contoh 2.1 untuk lebih memahami definisi dari grup.

a O
0 b

adalah operasi penjumlahan pada matriks maka (M, +) merupakan grup.

Contoh 2.1 : Diketahui Mz{( ),a,b EZ}, didefinisikan operasi +

Bukti :
(a) Bersifat tertutup terhadap operasi penjumlahan v A,B € M ,A + B € M.

a O

0 b) dan B = (C 0) dengan

Ambil sebarang A,B € M dengan A =( 0 d

a,b,c,d € Z maka

a+8=( )G =0 bid)

Karenaa +c €Zdan b + d € Z maka terbukti A + B € M.



(b) Bersifat asosiatif vVA,B,C e M,(A+B)+C=A+ (B +C).
; _f(a O _(c 0
Ambil sebarang 4, B,C € M dengan A = (O b)'B = (0 d)’

C = (8 2) dengana,b,c,d,e, f € Z maka
(A+B>+c:((g 04 (¢ g))+(g )
=<@3C bgﬁ)+6 ?)

_(a+(c+e) 0 )

0 b+(d+f)
=(82)+V38 diﬁ
=A+ (B +0).

Terbukti(A+B)+C=A+ (B + C).

(c) Mempunyai elemen identitas, 3E € M,3VAEM, A+ E=E+ A =A.

0 0
0 0

a O

mez( -

), ambil sebarang A = ( ) € M. Maka

a+E= (] 2)+(8 g)z(g 2)=A=(8 8)+(8 2)=E+A.

Karena A+E=E+A=A,VAEe M maka terbukti bahwa E elemen

identitas dari M.

(d) Setiap elemen mempunyai invers, VA€ M,3 A" € M sedemikian
sehinggaA+A 1 =A4"1+A=E.

a 0

Ambil sebarang A = (0 b

) € M dengan a,b € Z maka

I HHETEEE



atva=E-a1+ (0

0 b (8 g)_’A_lz_(g 2)

Jadi, invers dari A yaitu A= = — (g 2)

Dari (a), (b), (c), dan (d) terbukti bahwa (M, +) merupakan grup.
2.2 Gelanggang

Salah satu perluasan dari grup adalah gelanggang. Perbedaan antara grup
dan gelanggang adalah terletak pada operasi biner yang digunakan. Grup
menggunakan satu operasi biner sedangkan gelanggang menggunakan dua

operasi biner.

Definisi 2.2 : Himpunan tak kosong R dikatakan gelanggang jika di R terdapat

dua operasi yaitu (+) dan (-) sedemikian sehingga :

(@ abeRberlakua+beRrR

(b) a+b=b+aVab€eR

(c) (a+b)+c=a+(b+c),Vab,cER

(d) Terdapat 0 € R sedemikian sehinggaa + 0 =a,Va € R

(e) Va € R,3a,b € R sedemikian sehinggaa+b =0

(N abeRDberlakua-b €R

(99 a-(b-c)=(a-b)-c, VYa,b,c€R

(h) Memenubhi distributif kanan dan Kiri
QDa-(b+c)=(@-b)+(a-c), Va,b,c€R
2b+c)-a=((b-a)+ (c.a), Va,b,ce€R. (Herstein, 1996).

Adapun contoh dari gelanggang sebagai berikut.

a O
0 b

adalah operasi penjumlahan pada matriks dan operasi (-) adalah operasi

Contoh 2.2 : Diketahui M ={(& ),a,b €z}, didefinisikan operasi +

perkalian pada matriks (M, +,-), maka M merupakan gelanggang.

Bukti :



(@) Mudah ditunjukkan bahwa (M, +) merupakan grup abelian.

(b) (M, -) bersifat asosiatif (A-B)-C=A-(B-C),VAB,C € M.

Ambil sebarang 4,B,C € M dengan A = (g g)B ((C) d) dan

C= (0 f)denganabcdefez maka
wnc=(G D6 9)6 7

(T 526G )
(a(ce)
(o

b(df)>
05 ar)
@ (¢ 96 D)

=A-(B-0).

Q
o

Jadi terbukti (M, -) bersifat asosiatif (A-B)-C=A-(B-C),VA,B,C € M.

(c) Akan ditunjukkan bersifat distributif kanan dan Kiri.
. _f(a O .
Ambil sebarang A,B,C e M dengan A = (0 b)’B = (
C = (0 f>denganabcdeermaka

(i) Bersifat distributif kanan A- (B+C) =(A-B) + (A C).
0 0 e O
A-@+0)= (g b)'<((c) d)+<0 f))

=(‘S 2)(CJ5€ d-(l)-f)

o



(ac+ae )
bd+bf

:(o bd) (0 d%")
(@ 9¢ 9)+(C 9 9)

=(A-B)+(4-0).

Terbukti A-(B+C) = (A-B) + (4- C).

(i) Bersifat distributif kii (A+B)-C=A-C+ B -C.
<A+B>-c=(<z 0+ D)6 P
0
- ( b+ d) (S f)

(ae + ce

bf+df)

(5 o)+ (T )
-5 96 D+G D6

=A-C+B-C.

Terbukti(A+B)-C=A-C+B-C.

Karena memenuhi syarat (a),(b),dan (c) maka terbukti bahwa

(M, +,-) merupakan gelanggang.
2.2.1 Homomorfisma Grup

Homomorfisma grup adalah suatu pemetaan dari grup ke grup yang

memenuhi syarat tertentu.



Definisi 2.3 Jika (G,+) dan (H,x) adalah grup dan fungsi f:G —» H adalah
homomorfisma grup jika f(a + b) = f(a) * f(b) untuk setiap a, b € G (Amir dkk,
2016).

Adapun contoh dari homomorfisma grup sebagai berikut.

Contoh 2.3 (Fraleigh, 2010) Misalkan r € Z dan ¢,:Z — Z didefinisikan

sebagai ¢,(n) =rn,vn € Z. Buktikan bahwa ¢, merupakan homomorfisma
grup.
Bukti :

Ambil sebarang m,n € Z. Akan ditunjukkan ¢,.(m + n) = ¢,.(m) + ¢, (n).

p,(m+n)=r(m+n)
=rm+rn

= ¢,(m) + . (n).

Karena ¢,.(m+n) = ¢@,.(m) + ¢,.(n) maka terbukti bahwa ¢, merupakan

homomorfisma grup.
2.2.2 Homomorfisma Gelanggang

Homomorfisma gelanggang merupakan suatu pemetaan dari gelanggang
ke gelanggang yang memenuhi dua syarat tertentu.

Definisi 2.4 Misalkan R dan R’ merupakan gelanggang. Pemetaan f:R - R’

merupakan homomorfisma gelanggang jika Va, b € R berlaku
(i) fla+b)=f(a)+f(b)
(i) f(ab) = f(a)f(b). (Amir dkk, 2016).

Untuk memahami mengenai homomorfisma gelanggang, berikut disajikan

conton 2.4.
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Contoh 2.4 (Herstein, 1996) Misalkan didefinisikan pemetaan ¢:R — R’

dengan ¢ (g Z) = a, maka ¢ merupakan homomorfisma gelanggang.

Bukti :

Ambil sebarang X,Y € R dengan X = (g Z) danY = ((C) Cci) Maka

(i)  Akan ditunjukkan @ (X +Y) = @ (X) + @(Y).

ren=o((@ D)+(3 9)
=o((“3° 219)

=a+c

=05 Do o)
= (D) + ().

(i) Akan ditunjukkan @ (XY) = @ (X)@(Y).
b d
van=o((§ 1) 9)
_ ac ad+ bc
- ¢ <( 0 ac ))
ac

=05 JoG o)

= oX)e().

Datri (i) dan (ii) terbukti bahwa ¢ merupakan homomorfisma gelanggang.

2.3 Gelanggang Polinomial Miring

Dalam gelanggang polinomial miring digunakan aturan perkalian yang tidak

bersifat komutatif vyaitu xa =oc(a)x+ 6(a),Ya € R dengan R adalah
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gelanggang. Gelanggang polinomial miring dinotasikan dengan R[x; g, §]. Jika
& = 0 maka ditulis R[x; o] dan jika ¢ = 1 maka ditulis R[x; &].

Definisi 2.5 Misalkan R gelanggang, ¢ suatu endomorfisma gelanggang, dan
6 suatu o-derivatif yang memenuhi syarat § endomorfisma grup penjumlahan
dan 6(ab) = 6(a)a(b) + ad(b), Va,b € R. (McConnel J C dan J C Robson,
2001)

Definisi 2.6 Suatu endomorfisma gelanggang dinyatakan dengan End(A)
adalah homomorfisma gelanggang yang memetakan gelanggang R ke dirinya
sendiri. (Rotman, 2003).

Berikut contoh dari endomorfisma gelanggang dan gelanggang polinomial
miring. Pada bagian (a) merupakan contoh endomorfisma gelanggang dan

bagian (a) dan (b) merupakan contoh gelanggang polinomial miring.

Contoh 2.5 Misalkan R = Z + Zv -5 adalah gelanggang. Automorfisma pada
R didefinisikan o(p +qV=5) =p—qV-5Vp+qV-5€R. Selanjutnya,
pemetaan & didefinisikan sebagai §(p + qvV=5) =q, Vp + qV—5 € R maka

R[x: 0 ,8] merupakan gelanggang polinomial miring.
Bukti :

(&) Akan ditunjukkan pemetaan ¢ merupakan endomorfisma gelanggang.

Ambil sebarang x,y € Rdenganx =p +qgv-5dany =r + sv—-5

dengan p,q,r,s € Z maka

(i) Akan ditunjukkan o(x + y) = a(x) + a(y).
o(x+y)=o0 ((p +qV=5) + (r + S\/—_S))

=a((p+r)+(q+s)\/—_5)
=(p+r)—(q+s)\/—_5



= (p—qV=5) + (r — sV=5)
=o(p + qV=5) + o(r + sV=5)

=o(x) +o(y)
Terbukti o(x +y) = o(x) + a(y).

(i) Akan ditunjukkan o (xy) = o(x)a(y).
o(xy) = o ((p + qV=5)(r + sv=5))

= o(pr + psV—=5 + qrV=5 — 5¢s)
= o ((r — 5q5) + (ps + qr)V=5)
= (pr — 59s) — (ps + qr)V=5
= (pr — psV=5) + (—qrVv—=5 — 5gs)
= (p — qV=5)(r — sV=5)

o(p + qV=5)a(r + sV=5)

= o(x)a(y).

Terbukti a(xy) = a(x)a(y).
Karena memenuhi syarat (i) dan (ii) serta merupakan pemetaan dari R

ke R maka terbukti bahwa pemetaan ¢ merupakan endomorfisma

gelanggang.

(b) Akan ditunjukkan § adalah suatu o-derivatif.

Ambil sebarang x,y € Rdenganx =p+qgv-5dany =r + sv-5

dengan p,q,r,s € Z maka

(i) Akan ditunjukkan §(x + y) = §(x) + ().

12
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S(x +y) = 6((p +qV=5)+ (r + S\/—_S))
=6((p+7)+ (g +5)V=5)
=q+s
= 8(p + qV—5) + 8(r + sV-5)
=6(x) +0(y).

Terbukti bahwa & (x + y) = 8(x) + 8().

(i) Akan ditunjukkan 6(xy) = a(x)8(y) + §(x)y.

5(xy) = 6 ((p + ¢V=5)(r + sV=5))
= 6 ((pr — 5¢5) + (ps + qr)V=5)
=ps +qr
= (ps — qsV=5) + (qr + qsV-5)
= (p— qV=5)s + q(r + sV=5)
= o(p + qV=5)8(r + sV=5) + 8(p + qV=5)(r + sV-5)
=0(x)6(y) +6(x)y.
Terbukti bahwa 5(xy) = a(x)8(y) + 5(x)y.

Dari (i) dan (ii) terbukti bahwa § adalah suatu ¢ — derivatif. Jadi, dari (a)

dan (b) terbukti bahwa R[x: o , §] merupakan gelanggang polinomial miring.

Dalam gelanggang polinomial miring terdapat istilah center (pusat) yang

memenuhi syarat tertentu.

Definisi 2.7 Misalkan G grup. Pusat dari Z(G) didefinisikan sebagai
Z(G) ={z € G|zg = gz, Vg € G}. (Fraleigh J.B and Victor J.K, 2003)
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2.4 ldeal

Suatu himpunan bagian I dari R, dengan R adalah gelanggang. I dikatakan

ideal jika memenuhi ideal kiri sekaligus ideal kanan. Berikut definisi dari ideal.

Definisi 2.8 Misalkan R gelanggang. Himpunan bagian I dari R yang tidak
kosong disebut ideal dari R jika :

(@) I adalah subgrup penjumlahan dari R

(b) Misalkanr € R,a € I maka ra € I dan ar € I (Herstein, 1996).

Adapun contoh dari ideal sebagai berikut.

a b

Contoh 2.6 (Herstein, 1996) Misalkan R={(O a

) la,b € ]R} adalah

subgelanggang matriks 2 x 2 atas bilangan real. Misalkan I = {(8 g) |b € R}.

Apakah I ideal dari R ?
Bukti :

Akan diperiksa, apakah I ideal dari R. Mudah dilihat bahwa I merupakan
subgrup penjumlahan dari R. Selanjutnya, akan ditunjukkan P € R,A €
berlaku PA € I dan AP € I. Ambil sebarang P € R,A € I dengan P = (g 3;)

0 b
0 0

0 =G 0 D=0 B

i ar=(Q DG D=0 B)er

Karena I merupakan subgrup penjumlahan dari R dan memenuhi syarat (i)

dan A = ( )dengan x,v,b € R. Maka

dan (ii) maka I merupakan ideal dari R.

Salah satu pengembangan dari ideal adalah ideal prima. Berikut disajikan

definisi dari ideal prima.
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Definisi 2.9 Ideal prima dari gelanggang R adalah ideal P dari R sedemikian
sehingga I dan J adalah ideal dari R dengan I € P maka [l € P atau ] < P.
(Goodearl, 2004).

Untuk lebih memahami ideal prima, perhatikan contoh di bawah ini.

Contoh 2.7 (Rasiman, 2018) Misalkan (Z, +,") adalah gelanggang komutatif.
Ideal P = {5x|x € Z} adalah ideal prima. Karena jika a,b € P maka 5|ab dan

karenanya 5|a atau 5|b.

Dalam ideal, selain ideal prima juga terdapat beberapa ideal lain yaitu ideal

maksimal. Berikut definisi dari ideal maksimal.

Definisi 2.10 Ideal sejati M dari R adalah ideal maksimal dari R jika satu —

satunya ideal R yang memuat M adalah M itu sendiri dan R. (Herstein, 1996).
Adapun contoh dari ideal maksimal sebagai berikut.

Contoh 2.8 (Rasiman, 2018) Misalkan (Z, +,") adalah gelanggang komutatif.
K = (11) adalah ideal maksimal dalam Z karena K tidak termuat dalam ideal
lainnya dalam gelanggang Z, kecuali K itu sendiri dan Z. T = (6) bukan ideal
maksimal karena T termuat dalam ideal (2) = {2x|x € Z} dan juga termuat
dalam ideal (3) = {3x|x € Z}.



