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SARI BACAAN 

 

Abstrak. Telah diperoleh solusi vakum persamaan medan gravitasi Einstein simetri 

aksial stasioner. Solusi ini diperoleh dengan penelusuran tensor Ricci dari metric 

Lewis-Papapetrou. Persamaan yang diperoleh selanjutnya diselesaikan 

menggunakan metode Ernst dengan potensial Ernst orde pertama sehingga 

didapatkan metrik Kerr. Sebagai pelengkap, disajikan pula metrik Kerr dalam 

koordinat Boyer-Lindquist, persamaan geodesik dan gambaran horison peristiwa 

dalam kasus lubanghitam Kerr untuk 𝑚 > 𝑎.  

Kata Kunci: medan gravitasi Einstein, persamaan Ernst, simetri aksial stasioner, 

geodesik.  
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ABSTRACT 

We presented the stationary axial symmetry solution of Einstein's vacuum 

gravitational field equations. This solution is obtained by tracking Ricci tensor of 

Lewis-Papapetrou metric. The obtained equation solved using the Ernst equation 

with first order Ernst potential to get the Kerr metric. As a complement, we also 

present Kerr metric in Boyer-Lindquist coordinates, the geodesic equation and the 

display of event horizon for Kerr blackhole with 𝒎 > 𝒂.  

Keywords: Einstein’s gravitational field,  Ernst equation, axial simetry stationary 

geodesic. 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Rentang tahun 1905 - 1916 merupakan tahun-tahun kemenangan bagi teori 

gravitasi dalam dunia fisika modern, ditandai dengan hadirnya teori relativitas 

khusus yang dikemukakan oleh Albert Einstein pada tahun 1905. Teori tersebut 

berdasar pada dua prinsip yakni: pertama, hukum-hukum fisika tetap bentuknya 

pada semua acuan pengamat yang tidak dipercepat; kedua, kecepatan cahaya di 

ruang hampa tidak bergantung pada pergerakan sumber cahaya maupun 

pergerakan pengamat[1]. Kemudian, pada tahun 1911 Albert Einstein 

mengemukakan prinsip kesetaraan massa inersia dan massa gravitasi. Prinsip 

tersebut menyebabkan lahirnya teori relativitas umum di tahun 1915 sebagai 

generalisasi dari teori relativitas khusus[1]. Teori relativitas umum dibangun 

berdasarkan dua prinsip yakni: pertama, percobaan di daerah lokal tidak dapat 

membedakan efek medan gravitasi atau percepatan setara; kedua, hukum-hukum 

fisika tetap bentuknya terhadap segala bentuk perubahan acuan pengamat[2]. 

Dampak teori relativitas umum adalah pergeseran persepsi ruangwaktu 

absolut dikarenakan adanya jalinan antara kehadiran sebaran massa dengan 

ruangwaktu yang melengkung. Jalinan antara keduanya dinyatakan dalam 

persamaan medan Einstein[1]. Solusi eksak pertama dari persamaan medan Einstein 
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berhasil ditemukan oleh Karl Schwarzschild dengan tinjauan kasus benda statik 

simetri bola [3,4]. Hasil yang didapatkan oleh Schwarzschild merupakan solusi satu-

satunya yang dapat menggambarkan solusi vakum medan gravitasi Einstein di 

sekitar bola statik[5], namun tidak untuk medan gravitasi simetri bola yang berotasi 

seperti kebanyakan perilaku dari benda-benda langit. Bola berotasi mestinya tidak 

dapat mempertahankan bentuk simetri bolanya, dikarenakan adanya pemampatan 

pada sumbu rotasi akibat pengaruh momentum sudut maksimal pada daerah 

ekuatornya[6]. 

Pada tahun 1917, Hermann Weyl memulai investigasi terhadap solusi 

vakum dari persamaan medan Einstein untuk benda simetri aksial statik, dengan 

mengajukan bentuk kanonik dari metrik simetri aksial statik menggunakan 

koordinat silinder[6]. Kemudian, pada tahun 1931 Lewis memperluas metrik Weyl 

dengan membuat benda tinjauan Weyl berotasi stasioner. Bentuk metrik hasil 

perluasan tersebut dinamakan metrik Lewis, yang mana solusinya mencakup jenis 

sumber medan silinder berotasi[7]. Solusi kasus simetri aksial stasioner lainnya 

ditemukan oleh Achilles Papapetrou pada tahun 1953 melalui transformasinya pada 

metrik Lewis. Papapetrou menyusun metriknya dengan menghubungkan ansatz-

ansatz (fungsi yang belum diketahui) metrik Lewis dengan tiga ansatz Papapetrou. 

Solusi persamaan medannya menghasilkan parameter rotasi dengan total massa nol 

yang menjadikannya solusi tanpa makna fisis[8]. Pada tahun 1954 Alexei Petrov 

melakukan pengklasifikasian terhadap solusi vakum persaman medan Einstein 

berdasarkan karakteristik tensor kelengkungannya. Hasil klasifikasi Petrov 
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membuka jalan terhadap terselesaikannya solusi vakum persamaan medan Einstein 

untuk kasus bola berotasi[9]. Adalah Roy Patrick Kerr yang menemukan solusi 

vakum secara eksak dari persamaan medan Einstein untuk benda berotasi pada 

tahun 1963, hampir setengah abad setelah Einstein merumuskan persamaan medan 

gravitasinya. Kerr menyusun metriknya berdasarkan klasifikasi Petrov tipe-D yang 

solusinya mencakup parameter massa dan parameter rotasi. Hasil yang ditemukan 

oleh Kerr merupakan solusi yang tepat untuk kasus natural dari bola berotasi[10]. 

Pada tahun 1967 Frederick J. Ernst menemukan formulasi baru untuk 

menyelesaikan persamaan medan Einstein dari metrik Papapetrou, yang mana salah 

satu solusinya merupakan solusi Kerr[11].  

 Pada tahun 2008 Matt Visser memberikan pengenalan singkat mengenai 

ruangwaktu Kerr berdasarkan pada metrik Kerr dalam koordinat Kerr (koordinat 

original dari metrik Kerr)[12]. Kemudian, pada tahun 2015 Heinicke dan Hehl 

mempublikasikan penelusuran solusi persamaan medan Einstein yang salah satunya 

merupakan solusi vakum untuk sumber gravitasi simetri aksial stasioner dengan 

jalan penelusuran tensor Einstein campuran metrik Papapetrou [13]. 

Penelitian yang dilakukan ini merupakan penelusuran kembali solusi vakum 

persamaan medan Einstein simetri aksial stasioner. Pencarian solusi dilakukan 

dengan memilih jalan penelusuran tensor Ricci dari metrik Lewis sampai kepada 

tensor Ricci dari metrik Papapetrou, untuk kemudian diselesaikan persamaan 

medannya dengan menggunakan persamaan Ernst. 
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1.2 Rumusan Masalah 

Penelitian ini merupakan kajian teoretik yang berupaya menelusuri kembali 

solusi vakum persamaan medan gravitasi Einstein simetri aksial stasioner dengan 

menggunakan persamaan Ernst melalui penelusuran tensor Ricci dari metrik Lewis-

Papapetrou. Dalam penelitian ini juga ditentukan bentuk persamaan geodesik dari 

partikel uji di sekitar ekuator sumber medan berotasi dan penerapan solusi vakum 

terhadap kasus lubanghitam berotasi.  

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Penelitian ini bertujuan untuk; 

1. Menelusuri solusi vakum dari persamaan medan Einstein untuk kasus benda 

simetri aksial stasioner menggunakan persamaan Ernst,  

2. Menentukan rumusan persamaan geodesik partikel uji di sekitar ekuator 

sumber medan berotasi,  

3. Memperoleh gambaran horison peristiwa pada kasus lubanghitam berotasi. 
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BAB 2 

MEDAN GRAVITASI 

 

Sebelum teori Einstein tentang gravitasi dicetuskan, terlebih dahulu dikenal 

teori gravitasi Newton. Teori tersebut menjelaskan dengan presisi tentang gaya 

gravitasi dari interaksi dua pusat massa. Newton mengungkapkan dalam hukum 

gravitasinya, bahwa gaya gravitasi yang dialami oleh suatu benda terhadap pusat 

massa yang mempengaruhinya dipengaruhi oleh jarak dan massa. Ungkapan 

tersebut tidak memperhatikan pengaruh dari variabel waktu, yang mana bila pusat 

massa berubah maka benda yang berada dalam pengaruh medannya merasakan 

perubahan seketika. Konsekuensinya untuk dua pusat massa yang terpisah sangat 

jauh adalah adanya efek fisis yang bergerak melebihi kecepatan cahaya. 

Konsekuensi tersebut bertolak belakang dengan teori relativitas khusus yang 

menyatakan bahwa kelajuan tertinggi di dalam ruangwaktu adalah kelajuan cahaya. 

Dapat disimpulkan bahwa hukum Newton merupakan kasus khusus, karena tidak 

akurat untuk kasus kecepatan tinggi dan interaksi benda bermassa besar. Untuk itu 

Einstein memperluas teori relativitas khusus menjadi teori relativitas umum yang 

mana teori gravitasi Newton tercakup[14].   

Sesuai dengan asas kovariansi dalam teori relativitas umum, hukum-hukum 

fisika tidak berubah terhadap segala bentuk transformasi koordinat. Sifat kovarian 

tersebut yang kemudian membuat persamaan-persamaan fisika pada relativitas 
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umum ditulis dalam bentuk Tensor, yang mana tensor merupakan generalisasi dari 

vektor seperti halnya vektor merupakan generalisasi dari skalar[2].     

 

2.1 Metrik umum 

Menurut teori relativitas khusus ruangwaktu dipengaruhi oleh pemilihan 

kerangka acuan, yang berarti ruangwaktu tidaklah mutlak. Misalkan  pengamat 

dalam kerangka acuan yang bergerak serempak bersama suatu peristiwa secara 

paralel dengan kelajuan konstan sebesar 𝑣, akan mengukur selang waktu peristiwa 

tersebut sebesar 𝑑𝜏. Bagi pengamat lain yang diam terhadap peristiwa tersebut, 

akan mengukur selang waktu sebesar  

 𝑑𝑡 =
𝑑𝜏

√1−
𝑣2

𝑐2

  (2.1) 

dengan 𝑐 merupakan kecepatan cahaya di ruang vakum. Dapat dilihat pada 

persamaan (2.1) bahwa pengamat diam terhadap peristiwa mengukur selang waktu 

yang lebih besar (𝑑𝑡 > 𝑑𝜏). Adanya selisi pengukuran selang waktu antara dua 

pengamat berbeda disebut sebagai efek pemuaian waktu[14]. Elemen jarak (garis) 

yang bersangkutan dengan persamaan (2.1) dapat dituliskan sebagai 

 𝑑𝑠2 ≡ 𝑐2𝑑𝜏2 = 𝑐2𝑑𝑡2 − 𝑑𝑙2  (2.2) 

yang mana persamaan tersebut merupakan elemen garis ruangwaktu Minkowski 

(ruang datar) dengan ds merupakan interval ruangwaktu dan 𝑑𝑙2 merupakan elemen 

garis ruang Euclid. Bagi teori relativitas koordinat suatu titik dalam ruangwaktu 

diwakili oleh (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) dengan 𝑥0 merupakan komponen 𝑐𝑡, yaitu komponen 
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yang satuannya disesuaikan dengan komponen ruang 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3. Untuk seterusnya 

dalam skrpsi ini tanda ∑ untuk indeks berjalan dihilangkan dan dipilih 𝑐 = 1. 

Kemudian, metrik ruangwaktu empat dimensi (2.2) dapat diperluas dalam sajian 

berikut. 

𝑑𝑠2 = 𝑔00(𝑥0)2 + 2𝑔01𝑥0𝑥1 + 2𝑔02𝑥0𝑥0 + 2𝑔03𝑥0𝑥3 + 𝑔11(𝑥0)2 + 2𝑔12𝑥1𝑥2 

+2𝑔13𝑥1𝑥3 + 𝑔22(𝑥2)2 + 2𝑔23𝑥2𝑥3 + 𝑔33(𝑥3)2 

= 𝑔𝜇𝜈𝑥𝜇𝑥𝜈   (2.3) 

dengan 𝑔𝜇𝜈 merupakan tensor metrik rank-kedua yang memerikan fungsi dari titik 

dalam ruangwaktu[14]. Tensor metrik memenuhi sifat simetri terhadap pertukaran 

indeks dan memenuhi hubungan 𝑔𝜇𝛼𝑔𝛼𝜈 = 𝛿𝜈
𝜇

≡ 𝐼, yang mana 𝐼 merupakan 

matriks identitas. Tensor dengan indeks bawah disebut tensor kovarian sedangkan 

inversnya, yaitu tensor dengan indeks atas disebut tensor kontravarian. Vektor 

kovarian dan vektor kontravarian memenuhi hubungan 𝐴𝜇 = 𝑔𝜇𝜈𝐴𝜈. Sebaliknya, 

𝐴𝜇 = 𝑔𝜇𝜈𝐴𝜈. Kemudian, diperkenalkan konvensi tensor metrik kovarian yang 

digunakan untuk ruang Minkowski dalam koordinat kartesian dan koordinat bola 

masing-masing sebagai berikut. 

 𝑔𝜇𝜈 = (

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

) (2.4a) 

 𝑔𝜇𝜈 = (

1 0 0 0
0 −𝑟2 sin2 𝜃 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −𝑟2 

) (2.4b) 



8 
 
 

 

 

Pergeseran paralel dari suatu vektor di ruangwaktu lengkung sangat 

dipengaruhi oleh lintasan. Jika suatu vektor bergerak sepanjang lintasan tertutup, 

tidak ada jaminan vektor tersebut akan berimpit dengan vektor awal. Jadi untuk 

ruang lengkung diperkenalkan tensor kurvatur Riemann yang memerikan variasi 

dari vektor yang bergerak paralel dalam lintasan tertutup di ruangwaktu lengkung 

sebagai berikut.[14]  

 𝑅𝛽𝜇𝜈
        𝛼 = 𝜕𝛽Γ𝜇𝜈

α − 𝜕𝜇Γ𝛽𝜈
α + Γ𝜇𝜈

ρ
Γ𝛽𝜌

α − Γ𝛽𝜈
ρ

Γ𝜇𝜌
𝛼  (2.5) 

dengan 𝜕𝛽 ≡
𝜕

𝜕𝑥𝛽
 dan Γ merupakan simbol Christoffel. Simbol Christoffel 

merupakan koefisien koneksi yang menghubungkan pergeseran paralel antara 

vektor yang terletak pada permukaan datar dengan proyeksinya pada permukaan 

lengkung. Simbol Christoffel didefinisikan sebagai  

 Γ𝜇𝜈
α =

𝑔𝛼𝛽

2
(𝜕𝜇𝑔𝛽𝜈 + 𝜕𝜈𝑔𝛽𝜇 − 𝜕𝛽𝑔𝜇𝜈)  (2.6) 

yang bersifat simetri terhadap pertukaran dua indeks bawah. Mengontraksikan 

indeks 𝛼 dan 𝛽 pada persamaan (2.5) memerikan tensor kurvatur Ricci yang 

merupakan tensor rank dua simetri sebagai berikut. 

 𝑅𝛼𝜇𝜈
        𝛼 = 𝑅𝜇𝜈 = 𝜕𝛼Γ𝜇𝜈

𝛼 − 𝜕𝜇Γ𝛼𝜈
𝛼 + Γ𝜇𝜈

𝜌
Γ𝛼𝜌

𝛼 − Γ𝛼𝜈
𝜌

Γ𝜇𝜌
𝛼  (2.7) 

yang memiliki sifat simetri terhadap pertukaran indeks bawah, 𝑅𝜇𝜈 = 𝑅𝜈𝜇. 

Kemudian, jika persamaan (2.7) dikalikan dengan tensor metrik 𝑔𝜇𝜈 diperoleh  

 𝑔𝜇𝜈𝑅𝜇𝜈 = 𝑅 (2.8) 

yang disebut sebagai skalar Ricci[14]. 
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2.2 Geodesik 

Geodesik menggambarkan perilaku gerak suatu benda berdasarkan lintasan 

terpendek yang ditempuh benda tersebut di dalam ruangwaktu. Dalam ruangwaktu 

lengkung (ruang Riemann) geometrinya hanya diwakili oleh garis lengkung. 

Dengan demikian, lintasan terpendek yang ditempuh oleh sebuah benda diruang 

lengkung pastilah merupakan garis lengkung. Seperti tafsiran geodesik pada 

ruangwaktu Minkowski yang menyatakan gerak tanpa perubahan kecepatan, 

tafsiran geodesik pada ruangwaktu Riemann menyatakan gerak yang mengalami 

percepatan. Semua benda yang geraknya diperikan dalam persamaan geodesik 

ruangwaktu lengkung bergerak dengan percepatan yang sama dan tidak bergantung 

pada massa masing-masing benda[1]. Geodesik dalam ruangwaktu lengkung 

diberikan oleh[2] 

 
𝑑2𝑥𝛼

𝑑𝑠2
+ Γμν

α 𝑑𝑥𝜇

𝑑𝑠

𝑑𝑥𝜈

𝑑𝑠
= 0  (2.9) 

yang mana dalam limit medan lemah (asimtotik Minkowskian) tereduksi menjadi 

gerak dengan kecepatan konstan. 

 

 2.3 Persamaan Medan Einstein 

Pada mekanika klasik telah ada teori yang mampu menggambarkan 

interaksi medan gravitasi dengan baik, yaitu teori gravitasi Newton. Dalam 

pengertian mekanika Newtonian diberikan hubungan antara potensial skalar dan 

kerapatan massa yang diperikan dalam bentuk persamaan Poisson 
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 ∇2𝜑 = 4𝜋𝐺𝜌 (2.10) 

dengan G merupakan tetapan gravitasi Newton (6,67 × 10−8 dalam c. g. s) dan 𝜌 

merupakan kerapatan massa sumber. Berdasarkan kesimpulan Einstein mengenai 

kesetaraan massa dan energi, generalisasi dari rapat materi-energi dalam relativitas 

khusus harus dirumuskan dalam bentuk tensor. Untuk itu Einstein merumuskan 

rapat materi-energi dalam bentuk tensor energi-momentum 𝑇𝜇𝜈, yang berarti 

generalisasi dari persamaan (2.10) pada relativitas umum harus memuat tensor 

energi-momentum tersebut. Potensial gravitasi pada persamaan (2.10) harus 

mengandung tensor metrik 𝑔𝜇𝜈 yang memiliki sifat: maksimal hanya memiliki 

turunan orde dua; dan linier dalam turunan orde dua. Karena  itu Einstein 

mempostulasikan[14] 

 𝐺𝜇𝜈 = 𝜅𝑇𝜇𝜈 (2.11)      

yang memuat ungkapan gravitasi merupakan efek dari kelengkungan ruangwaktu. 

Hubungan antara tensor Einstein dengan tensor kurvatur Ricci diberikan oleh  

 𝐺𝜇𝜈 = 𝑅𝜇𝜈 −
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑅  (2.12) 

sehingga melalui persamaan (2.11) dan (2.12) dapat dilihat jalinan antara kehadiran 

massa-energi dan kelengkungan ruangwaktu[2].   

 

2.4 Medan Vakum 

Dalam relativitas umum, medan vakum berarti ketiadaan sebaran materi dan 

ketiadaan medan fisis kecuali medan gravitasi. Persamaan medan vakum Einstein 
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merupakan persamaan medan yang memerikan pengaruh dari medan gravitasi 

terhadap setiap titik dalam koordinat di luar sumber medan. Artinya, solusi vakum 

dari persamaan medan Einstein merupakan solusi eksterior yang memerikan 

geometri ruangwaktu di luar sumber medan gravitasi yang mana 𝑇𝜇𝜈 = 0[15]. 

Berdasarkan persamaan (2.8), mengalikan persamaan (2.11) dan (2.12) dengan 𝑔𝜇𝜈 

diperoleh  

 𝐺 = 𝑅 − 2𝑅 = −𝑅 = 𝜅𝑇    (2.13) 

Hubungan persamaan (2.11), (2.12) dan (2.13) memberikan 𝑅𝜇𝜈 untuk kasus vakum 

sebagai berikut 

 𝑅𝜇𝜈 = 𝜅 (𝑇𝜇𝜈 −
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑇) = 0 (2.14) 
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BAB 3 

RUANGWAKTU SIMETRI AKSIAL STASIONER 

 

3.1 Metodologi 

Tugas akhir ini meliputi kajian teoritis mengenai solusi vakum medan 

gravitasi simetri aksial stasioner, termasuk penentuan geodesik dan penerapan 

solusi terhadap kasus lubanghitam berotasi. Mengenai tahapan-tahapan dalam 

pengerjaan penelitian dapat dilihat pada gambar 3.1 di bawah ini 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    Gambar 3.1 Bagan Alir Penelitian 

Mulai 

Merumuskan Tensor Ricci 

Lewis-Papapetrou 

Merumuskan Persamaan Medan 

Vakum 

Merumuskan Persamaan Ernst 

Merumuskan Solusi Vakum Dalam 

Koordinat Prolate Spheroidal 

Mentransformasikan Solusi Vakum 

Dalam Koordinat Boyer-Linquist 

Merumuskan Persamaan Geodesik 

Untuk Kasus Gerak Pada Ekuator 

Menganalisis dan Memplot Horison 

Peristiwa Dari Metrik Lubanghitam Berotasi 

Selesai 

Mentransformasikan Solusi Vakum 

dalam Koordinat Kerr-Schild  
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3.2 Metrik Lewis-Papapetrou  

Metrik ruangwaktu simetri aksial stasioner merupakan metrik yang 

memerikan kondisi dari geometri ruangwaktu akibat pengaruh dari adanya pusat 

massa yang berotasi stasioner dan simetri terhadap salah satu sumbu rotasinya. 

Karakteristik dari ruang-waktu simetri aksial stasioner mengharuskan adanya 

koefisien metrik yang tidak bergantung terhadap t (waktu) dan ϕ (azimuth), dalam 

hal ini diperkenalkan  

 𝑔𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈(𝑥2, 𝑥3) (3.1) 

dengan 𝑥2 dan 𝑥3 merupakan dua koordinat spasial. Oleh karena itu berdasarkan 

persamaan (2.3) dan (3.1) metrik simetri aksial stasioner harus memiliki bentuk 

𝑑𝑠2 = 𝑔00(𝑑𝑥𝑜)2 + 2𝑔01𝑑𝑥0𝑑𝑥1 + 𝑔11(𝑑𝑥1)2 + 𝑔22(𝑑𝑥2)2 + 2𝑔23𝑑𝑥2𝑑𝑥3 

+𝑔33(𝑑𝑥3)2  (3.2) 

yang mana semua koefisien metrik merupakan fungsi dari 𝑥2 dan 𝑥3. Kemudian 

diterapkan pengortonormalan terhadap 𝑥2 dan 𝑥3 pada persamaan (3.2) 

berdasarkan teorema  

 𝑑𝑠2 =  𝑔𝑎𝑎(𝑑𝑥𝑎)2 + 2𝑔𝑎𝑏𝑑𝑥𝑎𝑑𝑥𝑏 + 𝑔𝑏𝑏(𝑑𝑥𝑏)2 

= ±𝑒2𝜇[(𝑑𝑥𝑎′
)2 + (𝑑𝑥𝑏′)2] (3.3) 

diperoleh  

 𝑑𝑠2 = 𝑔00(𝑑𝑥𝑜)2 + 2𝑔01𝑑𝑥0𝑑𝑥1 + 𝑔11(𝑑𝑥1)2±𝑒2𝜇 [(𝑑𝑥2′
)

2
+

                           (𝑑𝑥3′
)

2
]  (3.4) 

dengan 𝜇 merupakan fungsi dari 𝑥2′
 dan 𝑥3′

 [16].  
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Pemilih ansatz berbeda pada 𝑑𝑥2′
 dan 𝑑𝑥3′

 dilakukan untuk perluasan 

persamaan (3.4), agar mencakup solusi dari benda yang memiliki perbedaan 

potensial pada dua sumbu spasial yang ortogonal. Persamaan umum elemen garis 

ruangwaktu simetri aksial stasioner dapat ditulis menjadi[7] 

  𝑑𝑠2 =  𝐴(𝑑𝑡)2 − 2𝐵 𝑑𝑡 𝑑𝜙 − 𝐶(𝑑𝜙)2 − 𝑒2𝜇2(𝑑𝑥2′
)2 − 𝑒2𝜇3(𝑑𝑥3′

)2 (3.5) 

Persamaan (3.5) dikenal sebagai metrik Lewis, yang memerikan keadaan geometri 

dari pusat massa silinder berotasi. Metrik Lewis dapat dituliskan dalam bentuk 

notasi matriks sebagai berikut 

 𝑔𝜇𝑣 =  (

𝐴 −𝐵 0 0
−𝐵 −𝐶 0 0

0 0 −𝑒2𝜇2 0
0 0 0 −𝑒2𝜇3

) (3.6a) 

Kemudian, dengan menggunakan rumus invers matriks 

𝑔𝜇𝜈 =
𝑎𝑑𝑗 𝑔𝜇𝜈

det 𝑔𝜇𝜈

=
[(−1)𝜇+𝜈 det 𝑀𝜇𝜈]

𝑇

det 𝑔𝜇𝜈

 

maka diperoleh 

 𝑔𝜇𝑣 = (

𝐶/𝜌2 −𝐵/𝜌2 0 0

−𝐵/𝜌2 −𝐴/𝜌2 0 0

0 0 −𝑒−2𝜇2 0
0 0 0 −𝑒−2𝜇3

) (3.6b) 

yang mana 𝜌2 = 𝐴𝐶 + 𝐵2. Selanjutnya, determinan dari persamaan (3.6) adalah 

 det 𝑔𝜇𝜈 = √−𝑔 =  𝜌 𝑒𝜇2+𝜇3  (3.7) 

Kemudian, subtitusi persamaan (3.6) ke dalam persamaan (2.6) diperoleh 

simbol Christoffel yang tidak nol sebagai berikut: 
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Γ 20
0 =

𝐶

2𝜌2
𝜕2𝐴 +

𝐵

2𝜌2
𝜕2𝐵  Γ 11

2 = −
𝑒−2𝜇2

2
𝜕2𝐶  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3.8) 

Γ 30
0 =

𝐶

2𝜌2
𝜕3𝐴 +

𝐵

2𝜌2
𝜕3𝐵  Γ 22

2 = 𝜕2𝜇2  

Γ 12
0 =

𝐵

2𝜌2
𝜕2𝐶 −

𝐶

2𝜌2
𝜕2𝐵  Γ 32

2 = 𝜕3𝜇2  

Γ 13
0 =

𝐵

2𝜌2
𝜕3𝐶 −

𝐶

2𝜌2
𝜕3𝐵  Γ 33

2 = −𝜕2𝜇3𝑒2(𝜇3−𝜇2)  

Γ 02
1 =

𝐴

2𝜌2
𝜕2𝐵 −

𝐵

2𝜌2
𝜕2𝐴  Γ 00

3 =
𝑒−2𝜇3

2
𝜕3𝐴  

Γ 03
1 =

𝐴

2𝜌2
𝜕3𝐵 −

𝐵

2𝜌2
𝜕3𝐴  Γ 01

3 = −
𝑒−2𝜇3

2
𝜕3𝐵  

Γ 21
1 =

𝐴

2𝜌2
𝜕2𝐶 +

𝐵

2𝜌2
𝜕2𝐵  Γ 11

3 = −
𝑒−2𝜇3

2
𝜕3𝐶  

Γ 31
1 =

𝐴

2𝜌2
𝜕3𝐶 +

𝐵

2𝜌2
𝜕3𝐵  Γ 22

3 = −𝜕3𝜇2𝑒2(𝜇2−𝜇3)  

Γ 00
2 =

𝑒−2𝜇2

2
𝜕2𝐴  Γ 23

3 = 𝜕2𝜇3  

Γ 01
2 = −

𝑒−2𝜇2

2
𝜕2𝐵   

dengan notasi 𝜕2 =
𝜕

𝜕𝑥2′  dan 𝜕3 =
𝜕

𝜕𝑥3′ . Subtitusi simbol Christoffel (3.8) ke dalam 

persamaan (2.7) diperoleh komponen tensor Ricci tidak lenyap sebagai berikut 

(Lampiran A): 

𝑅00 = 𝑒−2𝜇2 [
1

2
𝜕2

 2𝐴 −
1

2
𝜕2𝐴 𝜕2𝜇2 +

1

2
𝜕2𝐴 𝜕2𝜇3 +

𝐴

2𝜌2
(𝜕2𝐵)2 −

𝐶

4𝜌2
(𝜕2𝐴)2 −

𝐵

2𝜌2
𝜕2𝐴 𝜕2𝐵 +

𝐴

4𝜌2
𝜕2𝐴 𝜕2𝐶] + 𝑒−2𝜇3 [

1

2
𝜕3

 2𝐴 −  
1

2
𝜕3𝐴 𝜕3𝜇3 +

1

2
𝜕3𝐴 𝜕3𝜇2 +

𝐴

2𝜌2
(𝜕3𝐵)2 −

𝐶

4𝜌2
(𝜕3𝐴)2 −

𝐵

2𝜌2
𝜕3𝐴 𝜕3𝐵 + 

𝐴

4𝜌2
𝜕3𝐴 𝜕3𝐶]   (3.9a) 
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𝑅01 =  −𝑒−2𝜇2 (
1

2
𝜕2

 2𝐵 −
1

2
𝜕2𝐵 𝜕2𝜇2 +

1

2
𝜕2𝐵 𝜕2𝜇3 +

𝐵

2𝜌2
𝜕2𝐴 𝜕2𝐶 −

𝐶

4𝜌2
𝜕2𝐴 𝜕2𝐵 −

𝐴

4𝜌2
𝜕2𝐵 𝜕2𝐶) − 𝑒−2𝜇3 (

1

2
𝜕3

 2𝐵 −
1

2
𝜕3𝐵 𝜕3𝜇3 +

1

2
𝜕3𝐵 𝜕3𝜇2 +

𝐵

2𝜌2
𝜕3𝐴 𝜕3𝐶 −

𝐶

4𝜌2
𝜕3𝐴 𝜕3𝐵 −

𝐴

4𝜌2
𝜕3𝐵 𝜕3𝐶)  (3.9b) 

𝑅11 =  −𝑒−2𝜇2 [
1

2
𝜕2

 2𝐶 −
1

2
𝜕2𝐶 𝜕2𝜇2 +

1

2
𝜕2𝐶 𝜕2𝜇3 −

𝐴

4𝜌2
(𝜕2𝐶)2 +

𝐶

2𝜌2
(𝜕2𝐵)2 +

𝐶

4𝜌2
𝜕2𝐴 𝜕2𝐶 −

𝐵

2𝜌2
𝜕2𝐵 𝜕2𝐶] − 𝑒−2𝜇3 [

1

2
𝜕3

 2𝐶 −
1

2
𝜕3𝐶 𝜕3𝜇3 +

1

2
𝜕3𝐶 𝜕3𝜇2 +

𝐶

2𝜌2
(𝜕3𝐵)2 −

𝐴

4𝜌2
(𝜕3𝐶)2 −

𝐵

2𝜌2
𝜕3𝐵 𝜕3𝐶 +

𝐶

4𝜌2
𝜕3𝐴 𝜕3𝐶] (3.9c)  

𝑅22 =  𝑒2(𝜇2−𝜇3) [−𝜕3
 2𝜇2 − (𝜕3𝜇2)2 + 𝜕3𝜇2 𝜕3𝜇3 −

1

𝜌
𝜕3𝜇2 𝜕3𝜌] − 𝜕2

 2𝜇3 −

(𝜕2𝜇3)2 + 𝜕2𝜇2 𝜕2𝜇3 +
1

𝜌
𝜕2𝜇2𝜕2𝜌 −

1

𝜌
𝜕2

 2𝜌 +
1

𝜌2
(𝜕2𝜌)2 − [

𝐶 2

4𝜌4
(𝜕2𝐴)2 +

𝐵2

2𝜌4
(𝜕2𝐵)2 +

𝐵𝐶

𝜌4
𝜕2𝐴 𝜕2𝐵 +

𝐴𝐵

𝜌4
𝜕2𝐵 𝜕2𝐶 −

𝐵2

2𝜌4
𝜕2𝐴 𝜕2𝐶 −

𝐴𝐶

2𝜌4
(𝜕2𝐵)2 +

𝐴2

4𝜌4
(𝜕2𝐶)2]  (3.9d) 

𝑅23 = (
𝐴𝐶

4𝜌4
𝜕2𝐴 𝜕3𝐶 +

𝐵2

2𝜌4
𝜕2𝐵 𝜕3𝐵 +

𝐴𝐶

4𝜌4
𝜕3𝐴 𝜕2𝐶 +

𝐴𝐶

2𝜌4
𝜕2𝐵 𝜕3𝐵 +

𝐵2

4𝜌4
𝜕3𝐴 𝜕2𝐶 +

𝐵2

4𝜌4
𝜕2𝐴 𝜕3𝐶) +

1

𝜌
𝜕3𝜇2 𝜕2𝜌 +

1

𝜌
𝜕2𝜇3 𝜕3𝜌 −  

1

𝜌
𝜕3(𝜕2𝜌)  (3.9e) 

𝑅33 =  𝑒2(𝜇3−𝜇2) [−𝜕2
 2𝜇3 − (𝜕2𝜇3)2 + 𝜕2𝜇2 𝜕2𝜇3 −

1

𝜌
𝜕2𝜇3 𝜕2𝜌] − 𝜕3

 2𝜇2 −

(𝜕3𝜇2)2 + 𝜕3𝜇2 𝜕3𝜇3 +
1

𝜌
𝜕3𝜇3 𝜕3𝜌 −

1

𝜌
𝜕3

 2𝜌 +
1

𝜌2
(𝜕3𝜌)2 − [

𝐶 2

4𝜌4
(𝜕3𝐴)2 +
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𝐵2

2𝜌4
(𝜕3𝐵)2 +

𝐵𝐶

𝜌4
𝜕3𝐴 𝜕3𝐵 +

𝐴𝐵

𝜌4
𝜕3𝐵 𝜕3𝐶 −

𝐵2

2𝜌4
𝜕3𝐴 𝜕3𝐶 −

𝐴𝐶

2𝜌4
(𝜕3𝐵)2 +

𝐴2

4𝜌4
(𝜕3𝐶)2]  (3.9f) 

Pemilihan koordinat spasial yang ortogonal pada metrik (3.5) dilakukan 

dengan memilih 𝑥2′
= 𝜌 dan 𝑥3′

= 𝑧. Ketiga anzats A, B, C dan 𝜇 pada metrik 

(3.5) haruslah memiliki hubungan dalam potensialnya, sehingga Papapetrou 

mengajukan tiga bentuk anzats 𝑓, 𝜔 dan 𝛾 yang memenuhi persamaan (3.8) dengan 

transformasi sebagai berikut[17].  

𝐴 = 𝑓 

𝐵 = 𝜔𝑓 

𝐶 =
𝜌2

𝑓
− 𝑓𝜔2 

 𝜇2 = 𝜇3 = 𝜇 = 𝛾 −  
1

2
𝑙𝑛(𝑓) (3.10) 

Penerapan transformasi (3.10) pada persamaan (3.5) diperoleh 

𝑑𝑠2 =  𝑓(𝑑𝑡)2 − 2𝜔𝑓 𝑑𝑡 𝑑𝜙 − (
𝜌2

𝑓
− 𝑓𝜔2) (𝑑𝜙)2 − 𝑒2𝛾 − 𝑙𝑛(𝑓)(𝑑𝑥2)2 −

𝑒2𝛾 − 𝑙𝑛(𝑓)(𝑑𝑥3)2 (3.11) 

atau dengan penyederhanaan dapat dinyatakan dalam bentuk 

 𝑑𝑠2 =  𝑓(𝑑𝑡 − 𝜔𝑑𝜙)2 − 𝑓−1[𝑒2𝛾(𝑑𝜌2 + 𝑑𝑧2) + 𝜌2𝑑𝜙2]  (3.12) 

yang mana elemen garis (3.12) dikenal sebagai metrik Papapetrou[8]. Penerapan 

transformasi (3.10) pada tensor Ricci Lewis pada persamaan (3.9) diperoleh tensor 

Ricci Papapetrou sebagai berikut 
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𝑅00 =
𝑒−2𝛾

2
{𝑓 (𝜕𝜌

2𝑓 + 𝜕𝑧
2𝑓 +  

1

𝜌
𝜕𝜌𝑓) +

𝑓4

𝜌2
[(𝜕𝜌𝜔)

2
+ (𝜕𝑧𝜔)2] − (𝜕𝑧𝑓)2 −

(𝜕𝜌𝑓)
2

}  (3.13a) 

𝑅01 = −
𝑒−2𝛾

2
[𝑓2 (𝜕𝜌

2𝜔 + 𝜕𝑧
2𝜔 −

1

𝜌
𝜕𝜌𝜔) + 2𝑓(𝜕𝜌𝑓𝜕𝜌𝜔 + 𝜕𝑧𝑓𝜕𝑧𝜔) +

 2𝑒2𝛾𝜔𝑅00]  (3.13b) 

𝑅11 =
𝜌2

𝑓2
𝑅00 − 2𝜔 (𝑅01 + 𝜔𝑅00 −

𝜔

2
𝑅00)  (3.13c) 

𝑅23 =
1

𝜌
𝜕𝑧𝛾 −

1

2𝑓2
𝜕𝜌𝑓𝜕𝑧𝑓 +

𝑓2

2𝜌2
𝜕𝜌𝜔𝜕𝑧𝜔   (3.13d) 

𝑅22 = −𝜕𝑧
2𝛾 − 𝜕𝜌

2𝛾 +
1

𝜌
𝜕𝜌𝛾 +

1

2𝑓
(𝜕𝜌

2𝑓 + 𝜕𝑧
2𝑓 + 

1

𝜌
𝜕𝜌𝑓) −

1

𝑓2
(𝜕𝜌𝑓)

2
−

1

2𝑓2
(𝜕𝑧𝑓)2 +

𝑓2

2𝜌2
(𝜕𝜌𝜔)

2
  (3.13e) 

𝑅33 = −𝜕𝑧
2𝛾 − 𝜕𝜌

2𝛾 −
1

𝜌
𝜕𝜌𝛾 +

1

2𝑓
(𝜕𝜌

2𝑓 + 𝜕𝑧
2𝑓 + 

1

𝜌
𝜕𝜌𝑓) −

1

2𝑓2
(𝜕𝜌𝑓)

2
−

1

𝑓2
(𝜕𝑧𝑓)2 +

𝑓2

2𝜌2
(𝜕𝑧𝜔)2  (3.13f) 

 

3.3 Persamaan Medan Vakum Papapetrou 

Tinjauan medan gravitasi yang jauh di luar sumber menghasilkan syarat 

batas limit medan lemah, yang mana untuk jarak 𝑟 >> metrik asimtotik 

Minkoswkian. Syarat batas ini memenuhi persamaan (2.14) yang mengakibatkan 

tensor Ricci lenyap (𝑅𝜇𝜈 = 0), sehingga dengan menerapkan kondisi ini ke 

persamaan (3.13) diperoleh 

𝑅00 = 𝑓 (𝜕𝜌
2𝑓 + 𝜕𝑧

2𝑓 + 
1

𝜌
𝜕𝜌𝑓) +

𝑓4

𝑝2
[(𝜕𝜌𝜔)

2
+ (𝜕𝑧𝜔)2] − (𝜕𝑧𝑓)2 −  
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(𝜕𝜌𝑓)
2

= 0 (3.14a) 

𝑅01 = 𝑓 (𝜕𝜌
2𝜔 + 𝜕𝑧

2𝜔 −
1

𝜌
𝜕𝜌𝜔) + 2(𝜕𝜌𝑓𝜕𝜌𝜔 + 𝜕𝑧𝑓𝜕𝑧𝜔) = 0  (3.14b) 

𝑅11 = 0 (3.14c) 

𝑅23 =
1

𝜌
𝜕𝑧𝛾 −

1

2𝑓2
𝜕𝜌𝑓𝜕𝑧𝑓 +

𝑓2

2𝜌2
𝜕𝜌𝜔𝜕𝑧𝜔 = 0 (3.14d) 

𝑅22 = −𝜕𝑧
2𝛾 − 𝜕𝜌

2𝛾 +
1

𝜌
𝜕𝜌𝛾 +

1

2𝑓
(𝜕𝜌

2𝑓 + 𝜕𝑧
2𝑓 + 

1

𝜌
𝜕𝜌𝑓) −

1

𝑓2
(𝜕𝜌𝑓)

2
−

1

2𝑓2
(𝜕𝑧𝑓)2 +

𝑓2

2𝜌2
(𝜕𝜌𝜔)

2
= 0 (3.14e) 

𝑅33 = −𝜕𝑧
2𝛾 − 𝜕𝜌

2𝛾 −
1

𝜌
𝜕𝜌𝛾 +

1

2𝑓
(𝜕𝜌

2𝑓 + 𝜕𝑧
2𝑓 + 

1

𝜌
𝜕𝜌𝑓) −

1

2𝑓2
(𝜕𝜌𝑓)

2
−

1

𝑓2
(𝜕𝑧𝑓)2 +

𝑓2

2𝜌2
(𝜕𝑧𝜔)2 = 0 (3.14f) 

Dari ekspresi 𝑅00 , 𝑅01, 𝑅23, dan 𝑅22 − 𝑅33 pada persamaan (3.14a)-(3.14f), 

dinyatakan persamaan medan vakum dari persamaan (3.12) sebagai berikut  

𝑓 (𝜕𝜌
2𝑓 + 𝜕𝑧

2𝑓 +
1

𝜌
𝜕𝜌𝑓) +

𝑓4

𝜌2
[(𝜕𝜌𝜔)

2
+ (𝜕𝑧𝜔)2] − (𝜕𝑧𝑓)2 − (𝜕𝜌𝑓)

2
= 0  (3.15a) 

𝑓 (𝜕𝜌
2𝜔 + 𝜕𝑧

2𝜔 −
1

𝜌
𝜕𝜌𝜔) + 2(𝜕𝜌𝑓𝜕𝜌𝜔 + 𝜕𝑧𝑓𝜕𝑧𝜔) = 0  (3.15b) 

𝜕𝑧𝛾 =
𝜌

2𝑓2
𝜕𝜌𝑓𝜕𝑧𝑓 −

𝑓2

2𝜌
𝜕𝜌𝜔𝜕𝑧𝜔 (3.15c) 

𝜕𝜌𝛾 =
𝜌

4𝑓2
[(𝜕𝜌𝑓)

2
− (𝜕𝑧𝑓)2] −

𝑓2

4𝜌
[(𝜕𝜌𝜔)

2
− (𝜕𝑧𝜔)2] (3.15d) 

 

3.4 Persamaan Ernst 

Metode Ernst merupakan salah satu metode yang digunakan untuk 

menyelesaikan persamaan differensial non-linier (3.15a)–(3.15d), dengan 
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membawa fungsi potensial 𝑓, 𝜔, 𝛾 ke dalam bentuk potensial kompleksnya. Untuk 

itu persamaan (3.15b) dapat ditulis menjadi 

 𝛁 ∙
𝑓2

𝜌2
𝛁𝜔 = 0  (3.16) 

dengan 𝛁 dalam koordinat silinder. Diperkenalkan vektor 𝑨 yang memenuhi 

hubungan  

 
𝑓2

𝜌2
𝛁𝜔 = 𝛁 × 𝑨 (3.17) 

yang mana 𝛁𝜔 orthogonal terhadap azimutal (�̂�). Melalui hubungan persamaan 

(3.16) dan (3.17) diperoleh 

 (𝛁 × 𝑨) ⦁�̂� = 0 (3.18)  

yang memberikan syarat 𝜕𝜌𝐴𝑧 − 𝜕𝑧𝐴𝜌 = 0 sehingga 

 𝜕𝜌𝐴𝑧 = 𝜕𝑧𝐴𝜌 (3.19) 

yang mana persamaan (3.19) mengharuskan munculnya sebuah fungsi 𝐹(𝜌, 𝑧, 𝜙) 

yang memberikan 

 𝐴𝜌 = 𝜕𝜌𝐹  (3.20a) 

  𝐴𝑧 = 𝜕𝑧𝐹 (3.20b)  

Subtitusi persamaan (3.20a) dan (3.20b) ke dalam persamaan (3.18), diperoleh 

jalinan persamaan 

 𝛁 × 𝑨 = 𝜌 [
1

𝜌
(𝜕𝜙𝜕𝑧𝐹 − 𝜕𝑧𝜌𝐴𝜙)] + 𝑧̂ [

1

𝜌
(𝜕𝜌𝜌𝐴𝜙 − 𝜕𝜙𝜕𝜌𝐹)]  (3.21) 

Kemudian, memperkenalkan fungsi potensial baru yang didefinisikan sebagai Ω ≡

𝜕𝜙𝐹 − 𝜌𝐴𝜙, maka persamaan (3.21) dapat ditulis menjadi 
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 𝛁 × 𝐴 =
1

𝜌
(𝜌𝜕𝑧Ω − 𝑧̂𝜕𝜌Ω) . (3.22) 

Mensubtitusi persamaan (3.22) ke dalam persamaan (3.17) maka diperoleh jalinan 

 
𝑓2

𝜌2
𝛁𝜔 =

1

𝜌
(𝜌𝜕𝑧Ω − 𝑧̂𝜕𝜌Ω)  

 (ρ̂𝜕𝜌𝜔 + ẑ𝜕𝑧𝜔) =
𝜌

𝑓2
(𝜌𝜕𝑧Ω − 𝑧̂𝜕𝜌Ω) (3.23) 

Hubungan ruas kiri dan ruas kanan persamaan (3.23) memberikan hubungan 

𝜕𝜌𝜔 =
𝜌

𝑓2
𝜕𝑧Ω  

 𝜕𝑧𝜔 = −
𝜌

𝑓2
𝜕𝜌Ω  

atau 

 𝜕𝑧Ω =
𝑓2

𝜌
𝜕𝜌𝜔 (3.24a) 

  𝜕𝜌Ω = −
𝑓2

𝜌
𝜕𝑧𝜔  (3.24b) 

Persamaan (3.15a) dan (3.15b) dapat ditulis kembali berdasarkan persamaan 

(3.24) dengan ekspresi sebagai berikut 

 𝑓∇2𝑓 − 𝛁𝑓 ∙ 𝛁𝑓 + 𝛁𝛺 ∙ 𝛁𝛺 = 0  (3.25) 

 𝑓∇2Ω − 2(𝛁𝑓 ∙ 𝛁Ω) = 0  (3.26) 

dengan 𝛁 dan ∇2 adalah operator gradien dan operator Laplacian 2 dimensi dalam 

koordinat silinder. Mengalikan persamaan (3.26) dengan bilangan imaginer, 

didapatkan 

  𝑖𝑓∇2Ω − 2𝑖(𝛁𝑓 ∙ 𝛁Ω) = 0 (3.27) 

Penjumlahan persamaan (3.25) dan (3.27) menghasilkan 
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 𝑓∇2𝑓 + 𝑖𝑓∇2Ω = 𝛁𝑓 ∙ 𝛁𝑓 − 𝛁Ω ∙ 𝛁Ω + 2𝑖(𝛁𝑓 ∙ 𝛁Ω)  (3.28) 

Diperkenalkan suatu fungsi potensial kompleks Ԑ (𝜌, 𝑧) dengan definisi[13] 

 Ԑ ≡ 𝑓 + 𝑖Ω   (3.29) 

Penerapan persamaan (3.29) ke dalam persamaan (3.28) menghasilkan 

 𝑓∇2Ԑ = 𝛁Ԑ ∙ 𝛁Ԑ 

atau dapat ditulis menjadi 

 (Re Ԑ)∇2Ԑ = 𝛁Ԑ ∙ 𝛁Ԑ  (3.30) 

Persamaaan (3.30) dikenal sebagai persamaan Ernst. Pengggunaan “Re” dalam 

persamaan (3.30) menandakan komponen real potensial kompleks. Selanjutnya 

diperkenalkan potensial kompleks baru 𝜉(𝜌, 𝑧) melalui transformasi Mobius untuk 

memperoleh bentuk alternatif persamaan Ernst, yakni: 

  Ԑ =
𝜉−1

𝜉+1
  (3.31) 

sehingga persamaan (3.30) menjadi [lampiran B] 

 (𝜉𝜉̅ − 1)∇2 𝜉 = 2𝜉̅ 𝛁𝜉 ∙ 𝛁𝜉 (3.32) 

dengan 𝜉 ̅merupakan kompleks konjugate 𝜉[11]. 

 

3.5 Anzats Papapetrou Dalam Potensial Ernst 

Potensial 𝑓, 𝜔, dan 𝛾 pada persamaan medan vakum (3.15) dapat 

diekspresikan ke dalam fungsi potensial 𝜉 dengan memerhatikan jalinan persamaan 

(3.29) dan (3.31) sebagai berikut 

 𝑓 + 𝑖Ω =
𝜉−1

𝜉+1
 (3.33) 
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Kemudian, berdasarkan persamaan (3.33) ditunjukkan potensial 𝑓 sebagai berikut   

 𝑓 = Re (
𝜉−1

𝜉+1
) =

1

2
(

𝜉−1

𝜉+1
+

�̅�−1

�̅�+1
) =

𝜉�̅�−1

(𝜉+1)(�̅�+1)
   (3.34) 

yang mana turunan orde pertama terhadap 𝜌 dan 𝑧 adalah sebagai berikut 

 𝜕𝜌𝑓 = [
𝜕𝜌𝜉(�̅�+1)

2
+𝜕𝜌�̅�(𝜉+1)2

(𝜉+1)2(�̅�+1)
2 ] (3.35a) 

 𝜕𝑧𝑓 = [
𝜕𝑧𝜉(�̅�+1)

2
+𝜕𝑧�̅�(𝜉+1)2

(𝜉+1)2(�̅�+1)
2 ]  (3.35b) 

Sedangkan untuk 𝜕𝜌𝜔 dan 𝜕𝑧𝜔, mengingat persamaan (3.24a) dan (3.24b) terlebih 

dahulu dicari potensial Ω dalam 𝜉    

 Ω = Im (
𝜉−1

 𝜉+1
) =

1

2𝑖
(

𝜉−1

𝜉+1
−

�̅�−1

�̅�+1
) =

𝜉−�̅�

 𝑖(𝜉+1)(�̅�+1)
  (3.36) 

yang mana turunan pertamanya terhadap 𝜌 dan 𝑧 adalah sebagai berikut 

 𝜕𝜌Ω =
𝜕𝜌𝜉(�̅�+1)

2
−𝜕𝜌�̅�(𝜉+1)2

𝑖(�̅�+1)
2

(𝜉+1)2
 (3.37a) 

 𝜕𝑧Ω =
𝜕𝑧𝜉(�̅�+1)

2
−𝜕𝑧�̅�(𝜉+1)2

𝑖(�̅�+1)
2

(𝜉+1)2
 . (3.37b) 

Subtitusi persamaan (3.34) dan (3.37) kedalam persamaan (3.24) didapatkan  

 𝜕𝜌𝜔 = 𝜌
[𝜕𝑧𝜉(�̅�+1)

2
−𝜕𝑧�̅�(𝜉+1)2]

𝑖(𝜉�̅�−1)
2  (3.38a) 

 𝜕𝑧𝜔 = −𝜌
[𝜕𝜌𝜉(�̅�+1)

2
−𝜕𝜌�̅�(𝜉+1)2]

𝑖(𝜉�̅�−1)
2  . (3.38b) 

Subtitusi persamaan (3.34a), (3.34b)), (3.35a), (3.35b), (3.38a) dan (3.38b) ke 

dalam persamaan (3.15c) dan (3.15d), diperoleh 𝜕𝜌𝛾 dan 𝜕𝑧𝛾 dalam potensial 𝜉 

sebagai berikut 



24 
 
 

 

 

 𝜕𝜌𝛾 =
𝜌

(𝜉�̅�−1)
2 {𝜕𝜌𝜉𝜕𝜌𝜉̅ − 𝜕𝑧𝜉𝜕𝑧𝜉}̅ (3.39a) 

 𝜕𝑧𝛾 =
𝜌

(𝜉�̅�−1)
2 {𝜕𝜌𝜉𝜕𝑧𝜉̅ + 𝜕𝜌𝜉̅𝜕𝑧𝜉}  (3.39b) 

 

3.6 Solusi Ernst 

Sumber medan gravitasi yang ditinjau merupakan benda berbentuk elipsoid 

yang berotasi stasioner, sehingga persamaan Ernst lebih mudah diselesaikan dalam 

koordinat spheroidal. Untuk itu dipilih koordinat prolate spheroidal (𝑥, 𝑦) sebagai 

berikut 

 𝜌 = 𝑘(𝑥2 − 1)
1

2 (1 − 𝑦2)
1

2           (3.40a) 

 𝑧 = 𝑘𝑥𝑦 (3.40b) 

dengan transformasi balik 

 𝑥 =
1

2𝑘
(√(𝑘 + 𝑧)2 + 𝜌2 + √(𝑘 − 𝑧)2 + 𝜌2)  (3.41a) 

 𝑦 =
1

2𝑘
(√(𝑘 + 𝑧)2 + 𝜌2 − √(𝑘 − 𝑧)2 + 𝜌2). (3.41b) 

yang mana 𝑘 bernilai konstan dan 𝑦 = ±1 merupakan sumbu simetri. Gradien dan 

Laplacian dalam koordinat prolate spheroidal disajikan sebagai berikut[17]  

 𝛁 =
𝑘

(𝑥2−𝑦2)
1
2

[𝑥(𝑥2 − 1)
1

2𝜕𝑥 + �̂�(1 − 𝑦2)
1

2𝜕𝑦 ] (3.42a) 

 ∇2=
𝑘2

𝑥2−𝑦2
[𝜕𝑥(𝑥2 − 1)𝜕𝑥 + 𝜕𝑦(1 − 𝑦2)𝜕𝑦 ] (3.42b) 

Persamaan (3.42a) dan (3.42b) disubtitusi ke dalam persamaan (3.32), 

didapatkan persamaan Ernst dalam koordinat prolate spheroidal yakni 
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 (𝜉𝜉̅ − 1)[(𝑥2 − 1)𝜕𝑥
2𝜉 + 2𝑥𝜕𝑥𝜉 + (1 − 𝑦2)𝜕𝑦

2𝜉 − 2𝑦𝜕𝑦𝜉] = 

2𝜉̅[(𝑥2 − 1)(𝜕𝑥𝜉)2 + (1 − 𝑦2)(𝜕𝑦𝜉)
2

)] (3.43) 

Dipilih parameter 𝜉 sebagai fungsi 𝜓 untuk mempermudah pengerjaan 

matematis, yakni 

 𝜉 = 𝑒𝑖𝛼 coth 𝜓 (3.44) 

dengan 𝛼 merupakan konstanta dan 𝜓 = 𝜓(𝑥, 𝑦). Persamaan (3.44) disubtitusikan 

ke persamaan (3.32), maka diperoleh persamaan Laplace sebagai berikut 

 ∇2𝜓 = 0 (3.45) 

dengan memilih 𝜓(𝑥, 𝑦) = 𝑋(𝑥)𝑌(𝑦), dapat diterapkan separasi variabe pada 

persamaan (3.48) dalam koordinat prolate spheroidal, sehingga diperoleh dua 

persamaan Legendre sebagai berikut 

 (𝑥2 − 1)
𝑑2𝑋

𝑑𝑥2
+ 2𝑥

𝑑𝑋

𝑑𝑥
− 𝑙(𝑙 + 1)𝑋 = 0   (3.46a) 

 (𝑥2 − 1)
𝑑2𝑋

𝑑𝑥2
+ 2𝑥

𝑑𝑋

𝑑𝑥
− 𝑙(𝑙 + 1)𝑋 = 0   (3.46b) 

dengan kasus 𝑙 = 0. Solusi umum dari persamaan (3.46a) dan (3.46b) adalah[17] 

 𝜓 = ∑ [𝑎𝑙𝑄𝑙(𝑥) + 𝑏𝑙𝑃𝑙 (𝑥)][𝑐𝑙𝑄𝑙(𝑦) + 𝑑𝑙𝑃𝑙 (𝑦)]∞
𝑙=0  (3.47) 

dengan 𝑄𝑙  dan 𝑃𝑙  merupakan polinomial Legendre dan 𝑎𝑙 , 𝑏𝑙, 𝑐𝑙 , dan 𝑑𝑙 merupakan 

konstanta. Dalam perumusan Rodrigues 𝑄𝑙  dan 𝑃𝑙  dituliskan sebagai berikut[17] 

 𝑃𝑙 (𝑢) =
1

2𝑙𝑙!

𝑑𝑙

𝑑𝑢𝑙
(𝑢2 − 1)𝑙  (3.48a) 

 𝑄𝑙(𝑢) =
1

2𝑙𝑙!

𝑑𝑙

𝑑𝑢𝑙
[(𝑢2 − 1)𝑙 ln (

𝑢+1

𝑢−1
)] −

1

2
𝑃𝑙(𝑢) ln (

𝑢+1

𝑢−1
) (3.48b) 
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Jika dimasukkan syarat batas 𝑦 = 1 dan 𝑦 = −1 (sumbu simetri) pada persamaan 

(3.48b), maka akan diperoleh solusi berbeda untuk masing-masing nilai 𝑦 yang 

menjadikan solusi Q tidak simetri. Untuk itu pada persamaan (3.47) dipilih 𝑐𝑙 = 0. 

Jika dimasukkan syarat batas limit medan lemah (daerah yang jauh dari sumber 

medan gravitasi) 𝑥 → ∞ untuk setiap 𝑦, maka melalui persamaan (3.29) diperoleh 

Ԑ = 1 yang terpenuhi apabila pada persamaan (3.31) 𝜉 → ∞. Penerapan syarat 𝜉 →

∞ pada persamaan (3.44) dan (3.48b) mengakibatkan 𝜓 → 0 dan 𝑄𝑙(𝑥) = 0. Untuk 

kasus 𝜓 → 0 pada persamaan (3.47) hanya terpenuhi jika 𝑏𝑙 lenyap. Dengan 

mensubtusikan nilai konstanta 𝑐𝑙  dan 𝑏𝑙 pada persamaan (3.47) diperoleh 

 𝜓 = ∑ 𝑎𝑙𝑑𝑙𝑄𝑙(𝑥)𝑃𝑙(𝑦)∞
𝑙=0 = ∑ 𝑎𝑙

′𝑄𝑙(𝑥)𝑃𝑙(𝑦)∞
𝑙=0  (3.49)  

Untuk kasus 𝑙 = 0, melalui persamaan (3.48a), (3.48b) dan (3.49) diperoleh  

 𝜓 =
𝑎0

′

2
ln (

𝑥+1

𝑥−1
) (3.50) 

Persamaan (3.50) disubtitusikan ke dalam persamaan (3.44), kemudian coth 𝜓 

dibawa ke dalam bentuk eksponensial sehingga diperoleh 

 𝜉 = 𝑒𝑖𝛼 (𝑥+1)𝑎0
′

+(𝑥−1)𝑎0
′

(𝑥+1)𝑎0
′

−(𝑥−1)𝑎0
′  (3.51) 

dengan memilih syarat batas limit medan lemah, maka melalui persamaan (3.29) 

diperoleh Ω = 0. Kemudian, persamaan (3.44) disubtitusikan ke dalam persamaan 

(3.36), maka diperoleh konstanta 𝛼 = 0. Dengan demikian persamaan (3.51) 

menjadi 

 𝜉 =
(𝑥+1)𝑎0

′
+(𝑥−1)𝑎0

′

(𝑥+1)𝑎0
′

−(𝑥−1)𝑎0
′  (3.52) 
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yang mana 𝑎0
′  merupakan parameter deformasi. Dengan memilih 𝑎0

′ = 1 pada 

persamaan (3.52) maka diperoleh  

 𝜉(𝑥, 𝑦) = 𝑥 (3.53) 

Persamaan (3.47) simetri terhadap pertukaran 𝑥 dan 𝑦, sehingga jika persamaan 

(3.53) merupakan solusi dari persamaan (3.32), maka  

 𝜉(𝑦, 𝑥) = 𝑦 (3.54) 

juga merupakan solusi dari persamaan (3.53). Dipilih salah satu kombinasi linier 

dari persamaan (3.53) dan (3.54) yang memenuhi persamaan (3.43), yakni[17] 

 𝜉 = 𝑝𝑥 − 𝑖𝑞𝑦 (3.55) 

dengan 𝑝 dan 𝑞 merupakan konstanta yang memenuhi hubungan 𝑝2 + 𝑞2 = 1. 
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BAB 4 

METRIK KERR 

 

Sajian persamaan (3.34), (3.38a), (3.38b), (3.39a) dan (3.39b) dalam 

koordinat prolate speroidal dengan potensial (3.55) adalah sebagai berikut 

[lampiran C] 

 𝑓 =
𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1

(𝑝𝑥+1)2+𝑞2𝑦2
 (4.1) 

 
𝑑𝜔

𝑑𝑥
= −

𝑘2𝑞(1−𝑦2) ((𝑝𝑥 + 1)2− 𝑞2𝑦2)

(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1)2
  (4.2) 

 
𝑑𝜔

𝑑𝑦
= −

4𝑘𝑝𝑞𝑦(𝑥2− 1)(𝑝𝑥 + 1)

(𝑝2𝑥2+ 𝑞2𝑦2− 1)2
  (4.3) 

 
𝑑𝛾

𝑑𝑥
=

𝑥(1 − 𝑦2)

(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1)(𝑥2− 𝑦2)
  (4.4) 

 
𝑑𝛾

𝑑𝑦
=

𝑦(𝑥2−1)

(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1)(𝑥2− 𝑦2)
  (4.5) 

Kemudian, dilakukan pengintegralan pada persamaan (4.2) , maka diperoleh 

potensial 𝜔 sebagai berikut [lampiran D] 

 𝜔 = ∫ −
𝑘2𝑞(1−𝑦2) [(𝑝𝑥 + 1)2− 𝑞2𝑦2]

(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1)2
𝑑𝑥 

 𝜔 =
2𝑘𝑞(1−𝑦2)(𝑝𝑥+1)

𝑝(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1)
+ 𝐶 (4.6) 

Dipilih konstanta integrasi 𝐶 sama dengan nol sehingga persamaan (4.6) menjadi 

 𝜔 =
2𝑘𝑞(1−𝑦2)(𝑝𝑥+1)

𝑝(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1)
  (4.7) 

Selanjutnya, dengan mengintegralkan persamaan (4.4) diperoleh [lampiran D] 
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 𝛾 = ∫
𝑥(1 − 𝑦2)

(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1)(𝑥2− 𝑦2)
𝑑𝑥 

 𝛾 = −
(𝑦2−1)[ln(𝑦2−𝑥2)−ln(−𝑝2𝑥2−𝑞2𝑦2+1)]

2(𝑝2𝑦2+𝑞2𝑦2−1)
+ 𝐶 

 𝑒(2𝛾+𝐶) =
𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1

𝑥2−𝑦2
 

 𝑒2𝛾 = 𝐶′ 𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1

𝑥2−𝑦2
 (4.8) 

Untuk 𝑥 → ∞ dan 𝑦 ≪ akan terlihat dalam skala lokal koordinat asimtotik 

kartesian, sehingga melalui persamaan (3.12) diperoleh syarat batas lim
𝑥→∞

𝑒2𝛾 = 1. 

Dengan memasukkan syarat batas ke dalam persamaan (4.8) maka didapatkan nilai 

konstanta integrasi  

𝐶′ =
1

𝑝2
 

sehingga persamaan (4.8) menjadi 

 𝑒2𝛾 =
𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1

𝑝2(𝑥2−𝑦2)
. (4.9) 

Selanjutnya, dilakukan transformasi (3.12) melalui hubungan (3.40a) dan 

(3.40b), kemudian mensubtitusi persamaan (4.1), (4.7) dan (4.9) pada metrik (3.12), 

maka diperoleh 

𝑑𝑠2 =  
𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1

(𝑝𝑥+1)2+𝑞2𝑦2
[𝑑𝑡 −

2𝑘𝑞(1−𝑦2)(𝑝𝑥+1)

𝑝(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1)
𝑑𝜙]

2

−

(𝑝𝑥+1)2+𝑞2𝑦2

𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1
{

𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1

𝑝2(𝑥2−𝑦2)
[(

𝑥2−𝑦2

𝑥2−1
 ) 𝑘2𝑑𝑥2 + (

𝑥2−𝑦2

1−𝑦2
) 𝑘2𝑑𝑦2] + 𝑘2(𝑥2 −

1)(1 − 𝑦2)𝑑𝜙2}   (4.10) 
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yang mana persamaan (4.10) merupakan metrik Kerr dalam koordinat prolate 

spheriodal (𝑡, 𝜙, 𝑥, 𝑦).  

Ekspresi ruangwaktu Kerr dalam koordinat Boyer-Lindquist (𝑡′, 𝜙′, 𝑟, 𝜃)  

(bentuk standar metrik Kerr) diperoleh  dengan mentransformasi persamaan (4.10) 

melalui hubungan 

𝑡 = 𝑡′ 

𝜙 = 𝜙′ 

𝑝𝑥 =
𝑟

𝑚
− 1 

 𝑞𝑦 =
𝑎

𝑚
cos θ (4.11) 

dengan  𝑝 =
𝑘

𝑚
 ,  𝑞 =

𝑎

𝑚
 ,  𝑘 = (𝑚2 − 𝑎2)

1

2 ,  𝑥 =
𝑟−𝑚

(𝑚2−𝑎2)
1
2

  dan  𝑦 = cos θ 

[Lampiran E], sehingga diperoleh 

𝑑𝑠2 = (1 −
2𝑚𝑟

𝜚2
) (𝑑𝑡′ −

2𝑚𝑟𝑎 sin2 θ

𝜚2−2𝑚𝑟
𝑑𝜙′)

2

−
𝜚2∆

𝜚2−2𝑚𝑟
sin2 𝜃 𝑑𝜙′2 −

𝜚2

∆
𝑑𝑟2 −

𝜚2𝑑𝜃2  (4.12) 

dengan 𝜚2 ≡ 𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃,  ∆ ≡ 𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝑎2.  

Jika dipilih 𝑎 = 0 pada persamaan (4.12), maka diperoleh 

 𝑑𝑠2 = (1 −
2𝑚

𝑟
) (𝑑𝑡′)2 − 𝑟2 sin2 𝜃 𝑑𝜙′2 − (1 −

2𝑚

𝑟
 )

−1
𝑑𝑟2 − 𝑟2𝑑𝜃2 (4.13) 

yang mana persamaan (4.13) merupakan metrik Scwarzschild untuk solusi vakum 

medan gravitasi statik simetri bola[12]. Perbedaan antara metrik Scwarzschild dan 
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metrik Kerr terletak pada rotasi dari sumber medan gravitasi. Untuk itu dapat 

diidentifikasi bahwa 𝑎 pastilah merupakan parameter momentum sudut.  

 

4.1 Geodesik Metrik Kerr 

Metrik Kerr pada persamaan (4.13) dapat disederhanakan menjadi 

𝑑𝑠2 = (1 −
2𝑚𝑟

𝜚2
) 𝑑𝑡′2 −

4𝑚𝑟𝑎 sin2 𝜃

𝜚2
𝑑𝑡′𝑑𝜙′ −  

(𝑟2 + 𝑎2 +
2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝜚2
) sin2 𝜃 𝑑𝜙′2 −  

𝜚2

∆
 𝑑𝑟2 − 𝜚2𝑑𝜃2  (4.14) 

dengan bentuk tensor metrik kontravarian sebagai berikut 

𝑔00 =
𝜚4(𝑟2+𝑎2+

2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝜚2 ) sin2 𝜃

𝜚4(1−
2𝑚𝑟

𝜚2 )(𝑟2+𝑎2+
2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝜚2 ) sin2 𝜃+(2𝑚𝑟𝑎 sin2 𝜃)2
  

𝑔01 = 𝑔10 = −

2𝑚𝑟𝑎 sin2 𝜃

𝜚2

(1−
2𝑚𝑟

𝜚2 )(𝑟2+𝑎2+
2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝜚2 ) sin2 𝜃−(
2𝑚𝑟𝑎 sin2 𝜃

𝜚2 )
2   

𝑔11 = −
𝜚4(1−

2𝑚𝑟

𝜚2 )

𝜚4(1−
2𝑚𝑟

𝜚2 )(𝑟2+𝑎2+
2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝜚2 ) sin2 θ+(2𝑚𝑟𝑎 sin2 𝜃)2
  

𝑔22 = −
∆

𝜚2
  

𝑔33 = −
1

𝜚2
 (4.15) 

Tampak metrik Kerr pada persamaan (4.14) analog dengan Metrik Lewis pada 

persamaan (3.5), sehingga diperoleh hubungan subtitusi sebagai berikut  
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𝑡 = 𝑡′ 

 𝜙 = 𝜙′ 

𝑥2′
= 𝑟 

 𝑥3′
= 𝜃 (4.16a) 

dengan 

𝐴 = 1 −
2𝑚𝑟

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
 

𝐵 =
2𝑚𝑟𝑎 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
  

𝐶 = (𝑟2 + 𝑎2 +
2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
) sin2 𝜃  

𝑒2𝜇2 =
𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃

𝑟2−2𝑚𝑟+𝑎2
  

𝑒2𝜇3 = 𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃  

𝜇2 =
1

2
[𝑙𝑛(𝑟2 + 𝑎2 𝑐𝑜𝑠2 𝜃) − 𝑙𝑛(𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝑎2)]  

 𝜇3 =
1

2
𝑙𝑛(𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃)    (4.16b) 

Kemudian, dilakukan subtitusi pada elemen simbol Christoffel (3.9) 

menggunakan persamaan (4.16a) dan (4.16b), sehingga diperoleh simbol 

Christoffel metrik Kerr (4.14) sebagai berikut [lampiran F] 

Γ 20
0 =

𝑚 sin2 𝜃

𝜌2(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
[(𝑟2 + 𝑎2 +

2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
) (𝑟2 − 𝑎2 cos2 𝜃) +

2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
(𝑎2 cos2 𝜃 − 𝑟2)]  

Γ 30
0 =

2𝑚𝑟𝑎2 sin3 𝜃 cos 𝜃

𝜌2(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
[

2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
+ 2𝑚𝑟 − (𝑟2 + 𝑎2 +

2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
)]    (4.17𝑎) 
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Γ 12
0 =

𝑚𝑎 sin4 𝜃

𝜌2(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)
[2𝑟2 −

4𝑚𝑟2𝑎2 sin2 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
+

2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
−

𝑎2 cos2 𝜃−𝑟2

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
(𝑟2 + 𝑎2 +

2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
)]  

Γ 13
0 =

2𝑚𝑟𝑎3 sin5 𝜃 cos 𝜃

𝜌2(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
(2𝑚𝑟 − 𝑟2 − 𝑎2)     

Γ 02
1 =

𝑚𝑎 sin2 𝜃

𝜌2
[

𝑎2 cos2 𝜃−𝑟2

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
]                                                                                                                                         

Γ 03
1 =

2𝑚𝑟𝑎 sin 𝜃 cos 𝜃

𝜌2(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)
(

𝑎2 sin2 𝜃−2𝑚𝑟

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
+ 1)  

Γ 21
1 =

sin2 𝜃

𝜌2
(

2𝑚2𝑟𝑎4 sin2 𝜃 cos2 𝜃+4𝑚2𝑟2𝑎2 sin2 𝜃−2𝑚2𝑟3𝑎2 sin2 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)3
−

2𝑚2𝑟𝑎2 sin2 𝜃−2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
+

𝑚𝑎2 sin2 𝜃−2𝑚𝑟2 

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
+ 𝑟)   

Γ 31
1 =

sin 𝜃 cos 𝜃

𝜌2
[𝑟2 + 𝑎2 +

4𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃−2𝑚𝑟3−2𝑚𝑟𝑎2

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
+

2𝑚𝑟𝑎4 sin4 𝜃+4𝑚2𝑟2𝑎2−8𝑚2𝑟2𝑎2 sin2 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
−

4𝑚2𝑟2𝑎4 sin4 𝜃+4𝑚2𝑟2𝑎4 sin2 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)3
]    

Γ 00
2 =

𝑚(𝑟2−𝑎2 cos2 𝜃)(𝑟2−2𝑚𝑟+𝑎2)

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)3
                                                                            

Γ 01
2 = −

𝑚𝑎 sin2 𝜃(𝑎2 cos2 𝜃−𝑟2)(𝑟2−2𝑚𝑟+𝑎2)

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)3
   

Γ 11
2 = −

(𝑟2−2𝑚𝑟+𝑎2) sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
[𝑟 −

2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
+

𝑚𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
]  

Γ 22
2 =

𝑟

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
−

𝑟−𝑚

𝑟2−2𝑚𝑟+𝑎2
   

Γ 32
2 = −

𝑎2 cos 𝜃 sin 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
   

Γ 33
2 = −

𝑟(𝑟2−2𝑚𝑟+𝑎2)

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
                                                                                                (4.17𝑏)                
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Γ 00
3 = −

2𝑚𝑟𝑎2 cos 𝜃 sin 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)3
    

Γ 01
3 = −

2𝑚𝑟𝑎 sin𝜃 cos 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
(

𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
+ 1)   

Γ 11
3 = −

sin 𝜃 cos 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
 [𝑟2 + 𝑎2 +

4𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
+

2𝑚𝑟𝑎4 sin4 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
]   

Γ 22
3 = −

𝑎2 cos 𝜃 sin 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)(𝑟2−2𝑚𝑟+𝑎2)
   

Γ 23
3 =

𝑟

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
                                                                                                             

Γ 33
3 = −

𝑎2 sin 𝜃 cos 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
                                                                                                  (4.17c)  

Subtitusi simbol Christoffel (4.17a)-( 4.17c) ke dalam persaman (2.9), 

diperoleh persamaan geodesik yang menggambarkan perilaku gerak dari partikel 

uji di sekitar ruangwaktu Kerr sebaga berikut: 

- Untuk 𝑥𝛼 = 𝑥0 = 𝑡′ diperoleh 

𝑑2𝑡 ′

𝑑𝑠2
+ 2Γ02

0 𝑑𝑡 ′

𝑑𝑠

𝑑𝑟

𝑑𝑠
+ 2Γ03

0 𝑑𝑡

𝑑𝑠

𝑑𝜃

𝑑𝑠
+ 2Γ12

0 𝑑𝜙′

𝑑𝑠

𝑑𝑟

𝑑𝑠
+ 2Γ13

0 𝑑𝜙′

𝑑𝑠

𝑑𝜃

𝑑𝑠
= 0  

𝑑2𝑡 ′

𝑑𝑠2
+

2𝑚 sin2 𝜃

𝜌2(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
[(𝑟2 + 𝑎2 +

2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
) (𝑟2 − 𝑎2 cos2 𝜃) +

2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
(𝑎2 cos2 𝜃 − 𝑟2)]

𝑑𝑡 ′

𝑑𝑠

𝑑𝑟

𝑑𝑠
+

4𝑚𝑟𝑎2 sin3 𝜃 cos 𝜃

𝜌2(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
[− (𝑟2 + 𝑎2 +

2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
) + 2𝑚𝑟 (

𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
+ 1)]

𝑑𝑡 ′

𝑑𝑠

𝑑𝜃

𝑑𝑠
+

2𝑚𝑎 sin4 𝜃

𝜌2(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)
[2𝑟2 −

4𝑚𝑟2𝑎2 sin2 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
+

2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
−

𝑎2 cos2 𝜃−𝑟2

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
(𝑟2 + 𝑎2 +

2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
)]

𝑑𝜙′

𝑑𝑠

𝑑𝑟

𝑑𝑠
+

4𝑚𝑟𝑎3 sin5 𝜃 cos 𝜃

𝜌2(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
(2𝑚𝑟 − 𝑟2 − 𝑎2)

𝑑𝜙′

𝑑𝑠

𝑑𝜃

𝑑𝑠
= 0  (4.18a) 
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- Untuk 𝑥𝛼 = 𝑥1 = 𝜙′ diperoleh 

𝑑2𝜙′

𝑑𝑠2
+ 2Γ02

1 𝑑𝑡′

𝑑𝑠

𝑑𝑟

𝑑𝑠
+ 2Γ03

1 𝑑𝑡 ′

𝑑𝑠

𝑑𝜃

𝑑𝑠
+ 2Γ12

1 𝑑𝜙′

𝑑𝑠

𝑑𝑟

𝑑𝑠
+ 2Γ13

1 𝑑𝜙′

𝑑𝑠

𝑑𝜃

𝑑𝑠
= 0  

𝑑2𝜙′

𝑑𝑠2
+

2𝑚𝑎 sin2 𝜃

𝜌2
[

𝑎2 cos2 𝜃−𝑟2

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
]

𝑑𝑡 ′

𝑑𝑠

𝑑𝑟

𝑑𝑠
+

4𝑚𝑟𝑎 sin 𝜃 cos 𝜃

𝜌2(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)
(

𝑎2 sin2 𝜃−2𝑚𝑟

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
+

1)
𝑑𝑡 ′

𝑑𝑠

𝑑𝜃

𝑑𝑠
+

2 sin2 𝜃

𝜌2
(

2𝑚2𝑟𝑎4 sin2 𝜃 cos2 𝜃+4𝑚2𝑟2𝑎2 sin2 𝜃−2𝑚2𝑟3𝑎2 𝑠𝑖𝑛2 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)3
−

2𝑚2𝑟𝑎2 sin2 𝜃−2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
+

𝑚𝑎2 sin2 𝜃−2𝑚𝑟2 

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
+ 𝑟)

𝑑𝜙′

𝑑𝑠

𝑑𝑟

𝑑𝑠
+

2 sin 𝜃 cos 𝜃

𝜌2
[𝑟2 +

𝑎2 +
4𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃−2𝑚𝑟3−2𝑚𝑟𝑎2

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
+

2𝑚𝑟𝑎4 sin4 𝜃+4𝑚2𝑟2𝑎2−8𝑚2𝑟2𝑎2 sin2 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
−

4𝑚2𝑟2𝑎4 sin4 𝜃+4𝑚2𝑟2𝑎4 sin2 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)3
]

𝑑𝜙′

𝑑𝑠

𝑑𝜃

𝑑𝑠
= 0  (4.18b) 

- Untuk 𝑥𝛼 = 𝑥2 = 𝑟 diperoleh 

𝑑2𝑟

𝑑𝑠2
+ Γ00

2 (
𝑑𝑡 ′

𝑑𝑠
)

2

+ 2Γ01
2 𝑑𝑡 ′

𝑑𝑠

𝑑𝜙′

𝑑𝑠
+ Γ11

2 (
𝑑𝜙′

𝑑𝑠
)

2

+ Γ22
2 (

𝑑𝑟

𝑑𝑠
)

2
+ 2Γ23

2 𝑑𝑟

𝑑𝑠

𝑑𝜃

𝑑𝑠
+  

Γ33
2 (

𝑑𝜃

𝑑𝑠
)

2
= 0  

𝑑2𝑟

𝑑𝑠2
+

𝑚(𝑟2−𝑎2 cos2 𝜃)(𝑟2−2𝑚𝑟+𝑎2)

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)3
(

𝑑𝑡 ′

𝑑𝑠
)

2

−

2𝑚𝑎 sin2 𝜃(𝑎2 cos2 𝜃−𝑟2)(𝑟2−2𝑚𝑟+𝑎2)

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)3

𝑑𝑡 ′

𝑑𝑠

𝑑𝜙′

𝑑𝑠
−

(𝑟2−2𝑚𝑟+𝑎2) sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
[𝑟 −

2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
+

𝑚𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
] (

𝑑𝜙′

𝑑𝑠
)

2

+ (
𝑟

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
−

𝑟−𝑚

𝑟2−2𝑚𝑟+𝑎2
) (

𝑑𝑟

𝑑𝑠
)

2
−

2𝑎2 cos 𝜃 sin 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃

𝑑𝑟

𝑑𝑠

𝑑𝜃

𝑑𝑠
−

𝑟(𝑟2−2𝑚𝑟+𝑎2)

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
(

𝑑𝜃

𝑑𝑠
)

2
= 0  (4.18c) 

- Untuk 𝑥𝛼 = 𝑥3 = 𝜃 

𝑑2𝜃

𝑑𝑠2
+ Γ00

3 (
𝑑𝑡

𝑑𝑠
)

2
+ 2Γ01

3 𝑑𝑡 ′

𝑑𝑠

𝑑𝜙′

𝑑𝑠
+ Γ11

3 (
𝑑𝜙′

𝑑𝑠
)

2

+ Γ22
3 (

𝑑𝑟

𝑑𝑠
)

2
+ 2Γ23

3 𝑑𝑟

𝑑𝑠

𝑑𝜃

𝑑𝑠
+  
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Γ33
3 (

𝑑𝜃

𝑑𝑠
)

2
= 0   

𝑑2𝜃

𝑑𝑠2
−

2𝑚𝑟𝑎2 cos 𝜃 sin 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)3
(

𝑑𝑡 ′

𝑑𝑠
)

2

−
4𝑚𝑟𝑎 sin 𝜃 cos 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
(

𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
+ 1)

𝑑𝑡 ′

𝑑𝑠

𝑑𝜙′

𝑑𝑠
−

sin 𝜃 cos 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
 [𝑟2 + 𝑎2 +

4𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
+

2𝑚𝑟𝑎4 sin4 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
] (

𝑑𝜙′

𝑑𝑠
)

2

−

𝑎2 cos 𝜃 sin 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)(𝑟2−2𝑚𝑟+𝑎2)
(

𝑑𝑟

𝑑𝑠
)

2
+

2𝑟

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃

𝑑𝑟

𝑑𝑠

𝑑𝜃

𝑑𝑠
−  

𝑎2 sin 𝜃 cos 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
(

𝑑𝜃

𝑑𝑠
)

2
= 0  (4.18d) 

Untuk gerak pada daerah equator sumber massa (𝜃 =
𝜋

2
 dan

𝑑𝜃

𝑑𝑠
= 0) diperoleh 

persamaan geodesik berdasarkan persamaan (4.18a)-(4.18d) sebagai berikut:  

- Untuk 𝑥𝛼 = 𝑥0 = 𝑡′ 

𝑑2𝑡 ′

𝑑𝑠2
+

2𝑚𝑟2

∆𝑟4
(𝑟2 + 𝑎2)

𝑑𝑡 ′

𝑑𝑠

𝑑𝑟

𝑑𝑠
+

2𝑚𝑎

∆
[3 −

4𝑚𝑎2

𝑟4
+

4𝑚𝑎2

𝑟3
+

𝑎2

𝑟2
]

𝑑𝜙′

𝑑𝑠

𝑑𝑟

𝑑𝑠
= 0  (4.19a) 

- Untuk 𝑥𝛼 = 𝑥1 = 𝜙′ 

𝑑2𝜙′

𝑑𝑠2
−

2𝑚𝑎

∆𝑟2

𝑑𝑡 ′

𝑑𝑠

𝑑𝑟

𝑑𝑠
+

2

∆
(

4𝑚2𝑎2

𝑟4
+

2𝑚𝑎2−4𝑚2𝑎2

𝑟3
+

𝑚𝑎2−2𝑚𝑟2  

𝑟2
+ 𝑟)

𝑑𝜙′

𝑑𝑠

𝑑𝑟

𝑑𝑠
= 0  (4.19b) 

- Untuk 𝑥𝛼 = 𝑥2 = 𝑟 

𝑑2𝑟

𝑑𝑠2
+

𝑚∆

𝑟4
(

𝑑𝑡′

𝑑𝑠
)

2

+
2𝑚𝑎∆

𝑟4

𝑑𝑡 ′

𝑑𝑠

𝑑𝜙′

𝑑𝑠
−

∆

𝑟2
[𝑟 −

2𝑚𝑎2

𝑟3
+

𝑚𝑎2

𝑟2
] (

𝑑𝜙′

𝑑𝑠
)

2

+  

(
1

𝑟
−

𝑟−𝑚

∆
) (

𝑑𝑟

𝑑𝑠
)

2
= 0  (4.19c) 

- Untuk 𝑥𝛼 = 𝑥3 = 𝜃 

𝑑2𝜃

𝑑𝑠2
= 0  (4.19d) 
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4.2 Lubanghitam Kerr 

Lubanghitam merupakan objek dengan massa yang sangat besar dan 

memiliki kerapatan menuju tak hingga, sehingga cahaya pun tidak dapat lolos dari 

tarikan gravitasinya. Permukaan terluar di mana cahaya tidak dapat lolos dari 

tarikan gravitasi lubanghitam disebut horison peristiwa. Sedangkan daerah yang 

dilingkupi oleh horison peristiwa di mana tidak dapat diperoleh informasi dari 

metriknya  disebut singularitas.   

Karakteristik singularitas untuk kasus lubanghitam Kerr dapat dilihat pada 

persamaan (4.14) untuk kasus 𝑔00 = 0 dan 𝑔22 = ∞. Pada 𝑔22 diperoleh 

singularitas koordinat dengan syarat ∆= 0 , sehingga horison peristiwa dapat 

diidentifikasi melalui persamaan 

  𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝑎2 = 0 (4.20) 

 Selanjutnya dari persamaan tersebut dapat dicari akar-akar dari r, yaitu 

 𝑟± = 𝑚 ± √𝑚2 − 𝑎2  (4.21) 

Tidak seperti lubanghitam Schwarzschild pada persamaan (4.13), batas permukaan 

horison peristiwa tidak berhimpit pada 𝑔00, sehingga untuk batas limit statik hanya 

bisa diperoleh dari   

 𝑔00 = 1 −
2𝑚𝑟

𝜚2
=

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃−2𝑚𝑟

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
= 0 (4.22) 

yang mana hanya bisa terpenuhi pada  

 𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃 − 2𝑚𝑟 = 0 (4.23) 

Selanjutnya akar-akar persamaan tersebut yaitu 
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 𝑟𝑒± = 𝑚 ± √𝑚2 − 𝑎2 cos2 𝜃  (4.24) 

sehingga dapat dipetakan batas singularitas dan masing-masing horison yang 

dilingkupi oleh persamaan (4.21) dan (4.24) sebagai berikut 

 𝑟+ = 𝑚 + √𝑚2 − 𝑎2  (4.25a) 

 𝑟− = 𝑚 − √𝑚2 − 𝑎2  (4.25b) 

 𝑟𝑒+ = 𝑚 + √𝑚2 − 𝑎2 cos2 𝜃  (4.25c) 

 𝑟𝑒− = 𝑚 − √𝑚2 − 𝑎2 cos2 𝜃  (4.25d) 

 𝑟 = 0  (4.25e) 

Diperkenalkan parameter transformasi dari Boyer-Lindquist (𝑡′, 𝜙′, 𝑟, 𝜃) 

ke Kerr-Schild (𝑡′′, 𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) sebagai berikut [lampiran G] 

 𝑡′ = 𝑡′′ 

 𝑥′ = (𝑟2 + 𝑎2)
1

2 sin 𝜃 cos 𝜙′    

 𝑦′ = (𝑟2 + 𝑎2)
1

2 sin 𝜃 sin 𝜙′   

 𝑧′ = 𝑟 cos 𝜃   (4.26) 

Dengan menggunakan parameter transformasi (4.26) diperoleh hubungan 

 𝑧′2 = 𝑟2 (1 −
𝑥′2

+𝑦′2

𝑟2+𝑎2
) (4.27) 

Berdasarkan persamaan (4.27) dan (4.25a)-(4.25e) diperoleh gambaran horison 

metrik Kerr berdasarkan hasil plot sebagai berikut 
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  𝑟𝑒+       𝑟−  

   

𝑟+       𝑟𝑒−  

          

        𝑟 = 0   

Gambar 4.1 Batas-batas permukaan horison dan singularitas lubanghitam Kerr 

untuk 𝑚 > 𝑎.  

Urutan permukaan horison pada gambar 4.1 diperoleh dengan meninjau 

daerah ekuator (𝜃 = 90) pada persamaan (4.25a) – (4.25d), sehingga dapat 

disimpulkan bahwa 𝑟𝑒+ > 𝑟+ > 𝑟− > 𝑟𝑒−. Pada persamaan (4.27) dan (4.25e) 

diperoleh singularitas pada daerah 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2 dengan  𝑧 = 0. Pada permukaan 

𝑟𝑒+, berdasarkan persamaan (4.14) dan (4.23) diperoleh metrik  

𝑑𝑠2 = −2𝑎 sin2 𝜃 𝑑𝑡′𝑑𝜙′ − (𝑟2 + 𝑎2 + 𝑎2 sin2 𝜃) sin2 𝜃 𝑑𝜙′2 −  
2𝑚𝑟

∆
 𝑑𝑟2 −

2𝑚𝑟𝑑𝜃2  (4.28) 

yang mengartikan bahwa benda apapun pada daerah antara 𝑟𝑒+ dan 𝑟+ tidak boleh 

berada pada kondisi statik melainkan harus berotasi dibawa pengaruh parameter 

momentum sudut sebesar 𝑎 sin2 𝜃 menuju pusat medan gravitasi. Pada daerah 𝑟+, 

berdasarkan persamaan (4.14), (4.20) dan (4.28) 𝑔22 menjadi tak hingga. 

Permukaan 𝑟+ ini disebut horison peristiwa, yang mana pada daerah ini foton tidak 

dapat lolos dari tarikan gravitasi. Karena 𝑟+ > 𝑟− > 𝑟𝑒−, maka pengamat tidak dapat 
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memperoleh informasi dari daerah 𝑟− dan 𝑟𝑒− (daerah dalam lingkup horison 

peristiwa).        
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BAB 5 

KESIMPULAN DAN SARAN 

 

5.1 Kesimpulan 

Dalam penelitian ini diperoleh solusi vakum persamaan medan Einstein 

untuk benda simetri aksial stasioner dengan menggunakan metode Ernst, yang 

setelah ditransformasi ke dalam koordinat Boyer-Lindquist diperoleh solusi standar 

seperti yang ditemukan oleh Kerr. Perumusan tersebut diberikan oleh persamaan 

(4.12) yakni: 

𝑑𝑠2 = (1 −
2𝑚𝑟

𝜚2
) (𝑑𝑡′ −

2𝑚𝑟𝑎 sin2 𝜃

(𝜚2−2𝑚𝑟)
𝑑𝜙′)

2

−
𝜚2∆

𝜚2−2𝑚𝑟
sin2 𝜃 𝑑𝜙′2 −

𝜚2

∆
𝑑𝑟2 −

𝜚2𝑑𝜃2   

dengan 𝜚2 ≡ 𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃,  ∆ ≡ 𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝑎2 dan 𝑐 = 1. Yang mana 

𝑚  : parameter massa dari sumber medan gravitasi  

𝑎 : parameter momentum dari sumber medan gravitasi 

𝜃 : sudut polar dari sumber medan gravitasi 

 Kemudian, dalam penelitian ini ditentukan persamaan Geodesik dari 

partikel uji disekitar ekuator pusat massa berotasi sebagai berikut: 

- Untuk 𝑥𝛼 = 𝑥0 = 𝑡′ 

𝑑2𝑡 ′

𝑑𝑠2
+

2𝑚𝑟2

∆𝑟4
(𝑟2 + 𝑎2)

𝑑𝑡 ′

𝑑𝑠

𝑑𝑟

𝑑𝑠
+

2𝑚𝑎

∆
[3 −

4𝑚𝑎2

𝑟4
+

4𝑚𝑎2

𝑟3
+

𝑎2

𝑟2
]

𝑑𝜙′

𝑑𝑠

𝑑𝑟

𝑑𝑠
= 0   

- Untuk 𝑥𝛼 = 𝑥1 = 𝜙′ 
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𝑑2𝜙′

𝑑𝑠2
−

2𝑚𝑎

∆𝑟2

𝑑𝑡 ′

𝑑𝑠

𝑑𝑟

𝑑𝑠
+

2

∆
(

4𝑚2𝑎2

𝑟4
+

2𝑚𝑎2−4𝑚2𝑎2

𝑟3
+

𝑚𝑎2−2𝑚𝑟2  

𝑟2
+ 𝑟)

𝑑𝜙′

𝑑𝑠

𝑑𝑟

𝑑𝑠
= 0   

- Untuk 𝑥𝛼 = 𝑥2 = 𝑟 

𝑑2𝑟

𝑑𝑠2
+

𝑚∆

𝑟4
(

𝑑𝑡′

𝑑𝑠
)

2

+
2𝑚𝑎∆

𝑟4

𝑑𝑡 ′

𝑑𝑠

𝑑𝜙′

𝑑𝑠
−

∆

𝑟2
[𝑟 −

2𝑚𝑎2

𝑟3
+

𝑚𝑎2

𝑟2
] (

𝑑𝜙′

𝑑𝑠
)

2

+  

(
1

𝑟
−

𝑟−𝑚

∆
) (

𝑑𝑟

𝑑𝑠
)

2
= 0   

- Untuk 𝑥𝛼 = 𝑥3 = 𝜃 

𝑑2𝜃

𝑑𝑠2
= 0   

Selain itu, penelitian ini juga menggambarkan horison peristiwa pada kasus 

lubanghitam berotasi. Pemetaan horison peristiwa diberikan oleh persamaan 

(4.25a)- (4.25d), yang bentuknya  

- 𝑟+ = 𝑚 + √𝑚2 − 𝑎2    

- 𝑟− = 𝑚 − √𝑚2 − 𝑎2   

- 𝑟𝑒+ = 𝑚 + √𝑚2 − 𝑎2 cos2 𝜃    

- 𝑟𝑒− = 𝑚 − √𝑚2 − 𝑎2 cos2 𝜃   

dengan 𝑟𝑒+ > 𝑟+ > 𝑟− > 𝑟𝑒−. 

 

5.2 Saran 

 Penelitian dalam skripsi ini  belum mampu menjelaskan solusi dari 

persamaan geodesik metrik Kerr dikarenakan kerumitan dari persamaanya, 

sehingga diharapkan ada penelitian lanjutan untuk mendapat solusi yang dimaksud. 



43 
 
 

 

 

Selain itu, diharapkan penelitian selanjutnya dapat menjelaskan secara lebih detail 

mengenai tafsiran horison peristiwa dari lubanghitam Kerr.   
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LAMPIRAN A 

Elemen garis Lewis 

𝑑𝑠2 =  𝐴(𝑑𝑡)2 − 2𝐵 𝑑𝑡 𝑑𝜙 − 𝐶(𝑑𝜙)2 − 𝑒2𝜇1(𝑑𝑥2
′
)2 − 𝑒2𝜇2 (𝑑𝑥3

′
)2 

Digunakan notasi turunan 
𝜕𝐴

𝜕𝑥2
′ = �̇� dan 

𝜕𝐴

𝜕𝑥3
′ = 𝐴

′ . Kemudian, simbol Christoffel tak 

lenyap dari elemen garis Lewis adalah             

Γ20
0 =

�̇�𝐶

2𝜌2
+

𝐵�̇�

2𝜌2
  

Γ30
0 =

𝐴′𝐶

2𝜌2
+

𝐵𝐵′

2𝜌2
  

Γ12
0 = −

�̇�𝐶

2𝜌2
+

𝐵𝐶̇

2𝜌2
  

Γ13
0 = −

𝐵′𝐶

2𝜌2
+

𝐵𝐶 ′

2𝜌2
  

Γ02
1 = −

�̇�𝐵

2𝜌2
+

𝐴�̇�

2𝜌2
  

Γ03
1 = −

𝐴′𝐵

2𝜌2
+
𝐴𝐵′

2𝜌2
  

Γ21
1 =

𝐴𝐶̇

2𝜌2
+

𝐵�̇�

2𝜌2
  

Γ31
1 =

𝐴𝐶 ′

2𝜌2
+

𝐵𝐵′

2𝜌2
  

Γ00
2 =

𝐴

2

̇
𝑒−2𝜇2   

Γ00
3 =

𝐴′

2
𝑒−2𝜇3   

Γ01
2 = −

𝐵

2

̇ 𝑒−2𝜇2   

Γ01
3 = −

𝐵′

2
𝑒−2𝜇3   

Γ11
2 = −

𝐶̇

2
𝑒−2𝜇2   

Γ11
3 = −

𝐶 ′

2
𝑒−2𝜇3   

Γ22
3 = −𝜇2

′ 𝑒2(𝜇2−𝜇3)  

Γ32
2 = 𝜇2

′   

Γ23
3 = �̇�3  

Γ22
2 = �̇�2  

Γ33
3 = 𝜇3

′   

Komponen Ricci tak lenyap berdasarkan persamaan 𝑅𝜇𝜈 = 𝜕𝛼Γ𝜇𝜈
𝛼 −𝜕𝜇Γ𝛼𝜈

𝛼 + Γ𝜇𝜈
𝛽 Γ𝛼𝛽

𝛼 −

Γ𝛼𝜈
𝛽 Γ𝜇𝛽

𝛼  adalah 

𝑅00 = 𝜕𝛼Γ00
𝛼 − 𝜕0Γ𝛼0

𝛼 + Γ00
𝛽 Γ𝛼𝛽

𝛼 − Γ𝛼0
𝛽 Γ0𝛽

𝛼   

= 𝜕2Γ00
2 + 𝜕3Γ00

3 + Γ00
2 (Γ12

1 +Γ22
2 +Γ32

3 ) + Γ00
3 (Γ13

1 + Γ23
2 + Γ33

3 ) − (Γ10
2 Γ02

1 +

Γ10
3 Γ03

1 + Γ20
0 Γ00

2 +Γ20
1 Γ01

2 + Γ30
0 Γ00

3 + Γ30
1 Γ01

3 )  



= 𝜕2
𝐴

2

̇ 𝑒−2𝜇2 + 𝜕3
𝐴′

2
𝑒−2𝜇3 +

𝐴

2
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𝐵�̇�
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𝐴′

2
𝑒−2𝜇3  (
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2𝜌2
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𝐵𝐵′

2𝜌2
+𝜇2

′ +𝜇3
′  ) − [−

𝐵

2

̇ 𝑒−2𝜇2 (−
�̇�𝐵

2𝜌2
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𝐴�̇�

2𝜌2
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2
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𝐴′𝐵

2𝜌2
+
𝐴𝐵′

2𝜌2
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𝐴

2
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2𝜌2
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𝐵
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2
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𝐴
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𝐴
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�̇�

2𝜌
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𝐴𝐶̇

2𝜌2
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𝐴′′

2
− 
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2
𝜇3
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𝐴′

2
𝜇2
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𝐴𝐵′
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𝜌′

2𝜌
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2𝜌2
)]  
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𝛽Γ𝛼𝛽

𝛼 −Γ𝛼1
𝛽 Γ1𝛽

𝛼    

= 𝜕2Γ11
2 +𝜕3Γ11
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2 (Γ02

0 + Γ22
2 + Γ32

3 ) + Γ11
3 (Γ03
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2 + Γ33
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2 Γ12
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Γ01
3 Γ13

0 + Γ21
0 Γ10
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1 Γ11
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1 Γ11

3 )  
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𝐶

2

̇
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𝐶

2

̇
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�̇�𝐶
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𝐵�̇�
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𝐶 ′
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𝑒−2𝜇3 (
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+ 𝜇2
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�̇�𝐶
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𝐵𝐶̇

2𝜌2
) −
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𝐵′𝐶

2𝜌2
+
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2𝜌2
) − (

𝐴𝐶̇

2𝜌2
+

𝐵�̇�

2𝜌2
 )
𝐶

2

̇ 𝑒−2𝜇2 − (
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2𝜌2
+
𝐵𝐵′

2𝜌2
)
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𝐶
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̇ �̇�2 −
𝐶

2

̇ �̇�3 −
�̇�2𝐶

2𝜌2
+ �̇� (

�̇�

2𝜌
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�̇�𝐶

2𝜌2
)] + 𝑒−2𝜇3 [−

𝐶 ′′

2
+
𝐶 ′

2
𝜇3
′ −

𝐶 ′

2
𝜇2
′ −

𝐵′
2
𝐶

2𝜌2
+ 𝐶 ′ (

𝜌′

2𝜌
−

𝐴′𝐶
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𝛼 − 𝜕0Γ𝛼1
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2(𝜇3−𝜇2 )]  

= −
�̇�′

𝜌
+𝜇2

′ (
�̇�

𝜌
+
𝜌′

𝜌
) +

�̇�𝐶 ′

4𝜌2
+
�̇�𝐵′

2𝜌2
+

𝐴2𝐶̇𝐶 ′

4𝜌4
+

𝐴′𝐵2𝐶̇

4𝜌4
  

𝑅33 = 𝜕𝛼Γ33
𝛼 − 𝜕3Γ𝛼3

𝛼 + Γ33
𝛽
Γ𝛼𝛽
𝛼 − Γ𝛼3

𝛽
Γ3𝛽
𝛼    

= 𝜕2Γ33
2 − 𝜕3Γ03

0 − 𝜕3Γ13
1 − 𝜕3Γ23

2 + Γ33
2 (Γ02

0 + Γ12
1 +Γ22

2 ) + Γ33
3 (Γ03

0 +Γ13
1 +

Γ23
2 ) − (Γ03

0 )2 −2Γ03
1 Γ31

0 − (Γ13
1 )2 − (Γ23

2 )2 − Γ23
3 Γ33

2   

= 𝜕2(−�̇�3𝑒
2(𝜇3−𝜇2))− 𝜕3 (

𝐴′𝐶

2𝜌2
+

𝐵𝐵′

2𝜌2
) − 𝜕3 (

𝐴𝐶 ′

2𝜌2
+
𝐵𝐵′

2𝜌2
) − 𝜕3𝜇2

′  −

�̇�3𝑒
2(𝜇3−𝜇2) (

�̇�𝐶

2𝜌2
+

𝐵�̇�

2𝜌2
+

𝐴𝐶̇

2𝜌2
+

𝐵�̇�

2𝜌2
+ �̇�2) + 𝜇3

′ (
𝐴′𝐶

2𝜌2
+

𝐵𝐵′

2𝜌2
+
𝐴𝐶 ′

2𝜌2
+

𝐵𝐵′

2𝜌2
+

𝜇2
′  ) − (

𝐴′𝐶

2𝜌2
+
𝐵𝐵′

2𝜌2
)
2

− 2(−
𝐴′𝐵

2𝜌2
+
𝐴𝐵′

2𝜌2
) (−

𝐵′ 𝐶

2𝜌2
+
𝐵𝐶 ′

2𝜌2
) − (

𝐴𝐶 ′

2𝜌2
+
𝐵𝐵′

2𝜌2
)
2

−

(𝜇2
′  )2 +𝜇3̇𝑒

2(𝜇3−𝜇2) �̇�3  

= 𝑒2(𝜇3−𝜇2) (−
�̇�

𝜌
�̇�3 − �̇�3

2 + �̇�2�̇�3 − �̈�3) +
𝐵′

2

2𝜌2
+
𝐴′𝐶 ′

2𝜌2
−

𝜌′′

𝜌
+

𝜌′

𝜌
𝜇3
′ +𝜇2

′ 𝜇3
′ −

𝜇2
′′ −𝜇2

′ 2  



 

LAMPIRAN B 

Berdasarkan persamaan (3.33) dan (3.34) diperoleh hubungan 

 [𝑅𝑒 
𝜉−1

𝜉+1
]∇2 (

𝜉−1

𝜉+1
) = 𝛁(

𝜉−1

𝜉+1
)  ∙ 𝛁 (

𝜉−1

𝜉+1
)  (1) 

Dalam koordinat silinder kanonik diperoleh 

 ∇2=
𝜕2

𝜕𝜌2
+
1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
+

𝜕2

𝜕𝑧2
 (2a) 

 𝛁 = 𝜌
𝜕

𝜕𝜌
+ �̂�

𝜕

𝜕𝑧
 (2b) 

Persamaan  (2a) dan (2b) disubtitusikan ke dalam persamaan (1) diperoleh 

[𝑅𝑒 
𝜉−1

𝜉+1
] [

𝜕2

𝜕𝜌2
(
𝜉−1

𝜉+1
) +

1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
(
𝜉−1

𝜉+1
) +

𝜕2

𝜕𝑧2
(
𝜉−1

𝜉+1
)] = [𝜌

𝜕

𝜕𝜌
(
𝜉−1

𝜉+1
) + �̂�

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜉−1

𝜉+1
)] ∙

[𝜌
𝜕

𝜕𝜌
(
𝜉−1

𝜉+1
) + �̂�

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜉−1

𝜉+1
)]  

Untuk mempermudah penurunan persamaan (3.34) disederhanakan sehingga diperoleh 

[𝑅𝑒 (1 −
2

𝜉+1
)] [

𝜕2

𝜕𝜌2
(1 −

2

𝜉+1
) +

1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
(1 −

2

𝜉+1
) +

𝜕2

𝜕𝑧2
(1 −

2

𝜉+1
)] = [𝜌

𝜕

𝜕𝜌
(1 −

2

𝜉+1
) + �̂�

𝜕

𝜕𝑧
(1 −

2

𝜉+1
)]  ∙ [𝜌

𝜕

𝜕𝜌
(1 −

2

𝜉+1
) + �̂�

𝜕

𝜕𝑧
(1 −

2

𝜉+1
)]  

Kemudian, diiturunkan terhadap masing-masing operator diperoleh 

𝜉�̅�−1

(𝜉+1)(�̅�+1)
[
2𝜉𝜌𝜌

(𝜉+1)2
−

4𝜉𝜌
2

(𝜉+1)3
+

1

𝜌

2𝜉𝜌

(𝜉+1)2
+

2𝜉𝑧𝑧
(𝜉+1)2

−
4𝜉𝑧

2

(𝜉+1)3
] = [𝜌

2𝜉𝜌

(𝜉+1)2
+ �̂�

2𝜉𝑧
(𝜉+1)2

] ∙

[𝜌
2𝜉𝜌

(𝜉+1)2
+ �̂�

2𝜉𝑧
(𝜉+1)2

]    

sehingga hasilnya diperoleh 

 (𝜉𝜉̅ − 1)∇2 𝜉 = 2𝜉̅ 𝛁𝜉 ∙ 𝛁𝜉    



LAMPIRAN C 

- Persamaan (4.1) 

Untuk 𝑓 berdasarkan persamaan (3.37) diperole 

𝑓 = Re
𝜉−1

𝜉+1
=

1

2
(
𝜉−1

𝜉+1
+
�̅�−1

�̅�+1
) =

𝜉�̅�−1

𝜉�̅�+𝜉+�̅�+1
=

(𝑝𝑥−𝑖𝑞𝑦)(𝑝𝑥+𝑖𝑞𝑦)−1

(𝑝𝑥−𝑖𝑞𝑦)(𝑝𝑥+𝑖𝑞𝑦)+𝑝𝑥−𝑖𝑞𝑦+𝑝𝑥+𝑖𝑞𝑦+1
  

=
𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1

(𝑝𝑥+1)2+𝑞2𝑦2
  

 

- Persamaan (4.2) dan (4.3) 

Terlebih dahulu dicari Ω melalui persamaan (3.39) 

Ω = Im(
𝜉−1

 𝜉+1
) =

1

2𝑖
(
𝜉−1

 𝜉+1
−

�̅�−1

 �̅�+1
) = [

𝜉−�̅�

 𝑖(𝜉+1)(�̅�+1)
] =

(𝑝𝑥−𝑖𝑞𝑦)−(𝑝𝑥+𝑖𝑞𝑦)

 𝑖(𝑝𝑥−𝑖𝑞𝑦+1)(𝑝𝑥+𝑖𝑞𝑦+1)
  

=
−2𝑞𝑦

 (𝑝𝑥+1)2+𝑞2𝑦2
  

Ωx =
4𝑝𝑞𝑦(𝑝𝑥 + 1)

[(𝑝𝑥 + 1)2+ 𝑞2𝑦2]2
=

4𝑞3𝑦2

((𝑝𝑥 + 1)2+ 𝑞2𝑦2 )2
−

2𝑞

(𝑝𝑥 + 1)2+ 𝑞2𝑦2
  

= −
2𝑞((𝑝𝑥 + 1)2− 𝑞2𝑦2 )

[(𝑝𝑥 + 1)2+ 𝑞2𝑦2 ]2
  

Dengan mensubtitusikan parameter 𝑓, Ω𝑥 ,Ω𝑦  (dalam bentuk potensial Ernst) ke dalam 

persamaan 𝜔𝜌  dan 𝜔𝑧 diperoleh 

𝜔𝜌 =
𝜌

𝑓2
Ω𝑧 =

𝜌

𝑓2
(Ω𝑥𝑥𝑧+ Ω𝑦𝑦𝑧)  

𝜔𝑧 = −
𝜌

𝑓2
Ω𝜌 = −

𝜌

𝑓2
(Ωx𝑥𝜌 + Ωy𝑦𝜌)  

 

 

 



Untuk 𝜔𝑥   

𝜔𝑥 = 𝜔𝜌𝜌𝑥 +𝜔𝑧𝑧𝑥  

=
𝜌

𝑓2
(Ω𝑥𝑥𝑧𝜌𝑥 −Ωx𝑥𝜌𝑧𝑥+ Ω𝑦𝑦𝑧𝜌𝑥 − Ωy𝑦𝜌𝑧𝑥)  

=
𝜌

𝑓2
[Ω𝑥(𝑥𝑧𝜌𝑥 − 𝑥𝜌𝑧𝑥)+ Ω𝑦(𝑦𝑧𝜌𝑥 − 𝑦𝜌𝑧𝑥)]  

Dengan pemisalan 

𝜔𝑥 =
𝜌

𝑓2
(Ω𝑥𝐴 +Ω𝑦𝐵) dengan 𝐴 = 𝑥𝑧𝜌𝑥 − 𝑥𝜌𝑧𝑥 dan 𝐵 = 𝑦𝑧𝜌𝑥 − 𝑦𝜌𝑧𝑥 

Untuk A  

𝐴 = 0  

Untuk B 

𝐵 =
(1 − 𝑦2)

1
2[𝑥(𝑥 + 𝑦)− 𝑦(𝑥 + 𝑦)+ 𝑥𝑘(𝑥 − 𝑦)+ 𝑦(𝑥 − 𝑦)]

2(𝑥2− 1)
1
2(𝑥 − 𝑦)(𝑥 + 𝑦)

=
(1 − 𝑦2 )

1
2

(𝑥2− 1)
1
2

  

Persamaan A dan B dsubtitusi kembali ke 𝜔𝑥  diperoleh 

𝜔𝑥 =
𝑘(𝑥2−1)

1
2 (1−𝑦2 )

1
2 

[
𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1
(𝑝𝑥+1)2+𝑞2𝑦2

]
2 [−

2𝑞((𝑝𝑥 + 1)2− 𝑞2𝑦2 )(1 − 𝑦2 )
1
2

((𝑝𝑥 + 1)2+ 𝑞2𝑦2 )2(𝑥2− 1)
1
2

]  

= −
2𝑘𝑞(1−𝑦2 ) [(𝑝𝑥 + 1)2− 𝑞2𝑦2 ]

(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1)2
  

 

Untuk 𝜔𝑦 

𝜔𝑦 = 𝜔𝜌𝜌𝑦 + 𝜔𝑧𝑧𝑦  

=
𝜌

𝑓2
(Ω𝑥𝑥𝑧 +Ω𝑦𝑦𝑧)𝜌𝑦 −

𝜌

𝑓2
(Ωx𝑥𝜌 +Ωy𝑦𝜌)𝑧𝑦  

=
𝜌

𝑓2
[Ω𝑥(𝑥𝑧𝜌𝑦 − 𝑥𝜌𝑧𝑦) + Ω𝑦(𝑦𝑧𝜌𝑦 −𝑦𝜌𝑧𝑦)]  



Kemudian, dimisalkan 𝐶 = 𝑥𝑧𝜌𝑦 − 𝑥𝜌𝑧𝑦 dan 𝐷 = 𝑦𝑧𝜌𝑦 − 𝑦𝜌𝑧𝑦, sehingga 

𝜔𝑦 =
𝜌

𝑓2
[Ω𝑥𝐶 +Ω𝑦𝐷]   

Untuk 𝐶 

𝐶 = −
𝑘𝑦(𝑥2−1)

1
2

(1−𝑦2)
1
2

{[
(k+z)

2𝑘((k+z)2+𝜌2)
1
2

] − [
(𝑘−𝑧)

2𝑘((𝑘−𝑧)2+𝜌2 )
1
2

]} − 𝑘𝑥{[
𝜌

2𝑘((𝑘+𝑧)2+𝜌2 )
1
2

] +

[
𝜌

2𝑘((𝑘−𝑧)2+𝜌2)
1
2

]}  

= −
(𝑥2− 1)

1
2

(1 − 𝑦2)
1
2

  

𝐷 = 0  

Persamaan 𝐶 𝑑an 𝐷 disubtiusi kembali ke 𝜔𝑦 

𝜔𝑦 = −
4𝑘𝑝𝑞𝑦(𝑥2− 1)(𝑝𝑥 + 1)

(𝑝2𝑥2+ 𝑞2𝑦2− 1)2
  

 

- Persamaan (4.4) dan (4.5) 

Dengan menggunakan persamaan (3.42a) dan (3.42b) maka dapat diperoleh 𝛾𝑥  

dan 𝛾𝑦  dalam koordinat prolate spheroidal sebagai berikut. 

 

Untuk 𝛾𝑥  

𝛾𝑥 = [
𝜌

(𝜉�̅�−1)
2 (𝜉𝜌𝜉�̅� − 𝜉𝑧𝜉̅𝑧)]𝜌𝑥 + [

𝜌

(𝜉�̅�−1)
2 (𝜉𝜌𝜉�̅� + 𝜉𝑧𝜉̅𝜌)] 𝑧𝑥    



= 𝜌𝑥 {
𝜌

(𝜉�̅�−1)
2 [(𝜉𝑥𝑥𝜌 + 𝜉𝑦𝑦𝜌)(𝜉̅𝑥𝑥𝜌 + 𝜉�̅�𝑦𝜌) − (𝜉𝑥𝑥𝑧 + 𝜉𝑦𝑦𝑧)(𝜉�̅�𝑥𝑧+ 𝜉�̅�𝑦𝑧)]}  +

𝑧𝑥 {
𝜌

(𝜉�̅�−1)
2 [(𝜉𝑥𝑥𝜌 + 𝜉𝑦𝑦𝜌)(𝜉�̅�𝑥𝑧+ 𝜉�̅�𝑦𝑧) + (𝜉𝑥𝑥𝑧 + 𝜉𝑦𝑦𝑧)(𝜉�̅�𝑥𝜌 + 𝜉̅𝑦𝑦𝜌)]}   

=
𝜌

(𝜉�̅�−1)
2 {𝜉𝑥𝜉�̅�[(𝑥𝜌

2 − 𝑥𝑧
2)𝜌𝑥 +2𝑥𝜌𝑥𝑧𝑧𝑥]+ (𝜉𝑥𝜉�̅� + 𝜉𝑦𝜉�̅�)(𝑥𝜌𝑦𝜌𝜌𝑥 − 𝑥𝑧𝑦𝑧𝜌𝑥 +

𝑥𝜌𝑦𝑧𝑧𝑥+𝑥𝑧𝑦𝜌𝑧𝑥)+ 𝜉𝑦𝜉�̅�[(𝑦𝜌
2 −𝑦𝑧

2)𝜌𝑥 +2𝑦𝜌𝑦𝑧𝑧𝑥]}  

=
𝜌

(𝜉�̅�−1)
2 [𝜉𝑥𝜉�̅�𝐴 + 𝜉𝑦𝜉̅𝑦𝐵 + (𝜉𝑥𝜉�̅� + 𝜉𝑦𝜉̅𝑥)𝐶]  

𝐴 =  𝜉𝑥𝜉�̅�[(𝑥𝜌
2 − 𝑥𝑧

2)𝜌𝑥 + 2𝑥𝜌𝑥𝑧𝑧𝑥] =
𝑥(1 − 𝑦2 )

1
2(𝑥2− 1)

1
2

𝑘(𝑥2− 𝑦2)
  

𝐵 = 𝜉𝑦𝜉�̅�[(𝑦𝜌
2 −𝑦𝑧

2)𝜌𝑥 + 2𝑦𝜌𝑦𝑧𝑧𝑥] = −
𝑥(1 − 𝑦2)

1
2( 1−𝑦2)

𝑘(𝑥2−1)
1
2(𝑥2− 𝑦2 )

  

𝐶 = (𝜉𝑥𝜉�̅� + 𝜉𝑦𝜉�̅�)(𝑥𝜌𝑦𝜌𝜌𝑥 − 𝑥𝑧𝑦𝑧𝜌𝑥 + 𝑥𝜌𝑦𝑧𝑧𝑥+ 𝑥𝑧𝑦𝜌𝑧𝑥) = −
𝑦(𝑥2− 1)

1
2(1 − 𝑦2)

1
2

𝑘(𝑥2− 𝑦2 )
  

Masukkan nilai A,B,C ke dalam persamaan 𝛾𝑥  

𝛾𝑥 =
𝑘(𝑥2− 1)

1
2(1 − 𝑦2 )

1
2

(𝜉�̅�−1)
2 (𝜉𝑥𝜉�̅� [

𝑥(1 − 𝑦2 )
1
2(𝑥2− 1)

1
2

𝑘(𝑥2− 𝑦2)
] + (𝜉𝑥𝜉�̅� +

𝜉𝑦𝜉̅𝑥)[−
𝑦(𝑥2− 1)

1
2(1 − 𝑦2 )

1
2

𝑘(𝑥2− 𝑦2)
] − 𝜉𝑦𝜉�̅� [

𝑥(1 − 𝑦2)
1
2( 1−𝑦2 )

𝑘(𝑥2−1)
1
2(𝑥2− 𝑦2 )

] )  

=
(1 − 𝑦2 )

(𝜉�̅�−1)
2
(𝑥2− 𝑦2 )

[𝑥(𝑥2 −  1)𝜉𝑥𝜉�̅� − 𝑥( 1 − 𝑦
2)𝜉𝑦𝜉�̅�  − 𝑦(𝑥

2 −  1)(𝜉𝑥𝜉�̅� + 𝜉𝑦𝜉̅𝑥)]  

 

Untuk 𝛾𝑦  

𝛾𝑦 =
𝜌

(𝜉�̅�−1)
2 (𝜉𝜌𝜉̅𝜌 − 𝜉𝑧𝜉�̅�)𝜌𝑦 +

𝜌

(𝜉�̅�−1)
2 (𝜉𝜌𝜉�̅� + 𝜉𝑧𝜉̅𝜌)𝑧𝑦  



=
𝜌

(𝜉�̅�−1)
2 [(𝜉𝑥𝑥𝜌 + 𝜉𝑦𝑦𝜌)(𝜉̅𝑥𝑥𝜌 + 𝜉�̅�𝑦𝜌) − (𝜉𝑥𝑥𝑧+ 𝜉𝑦𝑦𝑧)(𝜉�̅�𝑥𝑧 + 𝜉�̅�𝑦𝑧)]𝜌𝑦 +

𝜌

(𝜉�̅�−1)
2 [(𝜉𝑥𝑥𝜌 + 𝜉𝑦𝑦𝜌)(𝜉�̅�𝑥𝑧 + 𝜉�̅�𝑦𝑧) + (𝜉𝑥𝑥𝑧 + 𝜉𝑦𝑦𝑧)(𝜉�̅�𝑥𝜌 + 𝜉̅𝑦𝑦𝜌)]𝑧𝑦  

=
𝜌

(𝜉�̅�−1)
2 [𝜉𝑥𝜉�̅�(𝑥𝜌

2𝜌𝑦 − 𝑥𝑧
2𝜌𝑦 +2𝑥𝜌𝑥𝑧𝑧𝑦)+ 𝜉𝑦𝜉̅𝑦(𝑦𝜌

2𝜌𝑦 −𝑦𝑧
2𝜌𝑦 + 2𝑦𝜌𝑦𝑧𝑧𝑦)+

(𝜉𝑥𝜉�̅� + 𝜉𝑦𝜉�̅�)(𝑦𝜌𝑥𝜌𝜌𝑦 −𝑦𝑧𝑥𝑧𝜌𝑦 +𝑦𝜌𝑥𝑧𝑧𝑦+ 𝑦𝑧𝑥𝜌𝑧𝑦)]  

=
𝜌

(𝜉�̅�−1)
2 [𝜉𝑥𝜉�̅�D + 𝜉𝑦𝜉�̅�E + (𝜉𝑥𝜉̅𝑦 + 𝜉𝑦𝜉�̅�)F]  

𝐷 = (𝑥𝜌
2𝜌𝑦 − 𝑥𝑧

2𝜌𝑦 + 2𝑥𝜌𝑥𝑧𝑧𝑦) =
𝑦(𝑥2− 1)

1
2(𝑥2− 1)

𝑘(1 − 𝑦2 )
1
2(𝑥2− 𝑦2 )

  

𝐸 = (𝑦𝜌
2𝜌𝑦 −𝑦𝑧

2𝜌𝑦 + 2𝑦𝜌𝑦𝑧𝑧𝑦) =
𝑦(𝑥2− 1)

1
2( 𝑦2− 1)

𝑘(1 − 𝑦2 )
1
2(𝑥2− 𝑦2 )

  

𝐹 = (𝑥𝜌𝑦𝜌𝜌𝑦 − 𝑥𝑧𝑦𝑧𝜌𝑦 + 𝑥𝜌𝑦𝑧𝑧𝑦+ 𝑥𝑧𝑦𝜌𝑧𝑦) =
𝑥(𝑥2− 1)

1
2(1 − 𝑦2)

1
2

𝑘(𝑥2− 𝑦2)
   

Masukkan nilai D,E,F ke dalam persamaan 𝛾𝑦  

𝛾𝑦 =
𝜌

(𝜉�̅�−1)
2 [𝜉𝑥𝜉�̅�D+ 𝜉𝑦𝜉�̅�E + (𝜉𝑥𝜉�̅� + 𝜉𝑦𝜉̅𝑥)F]  

=
𝜌

(𝜉�̅�−1)
2 {𝜉𝑥𝜉�̅� [

𝑦(𝑥2− 1)
1
2(𝑥2− 1)

𝑘(1 − 𝑦2 )
1
2(𝑥2− 𝑦2 )

]+ 𝜉𝑦𝜉̅𝑦 [
𝑦(𝑥2− 1)

1
2( 𝑦2− 1)

𝑘(1 − 𝑦2 )
1
2(𝑥2− 𝑦2 )

] + (𝜉𝑥𝜉̅𝑦 +

𝜉𝑦𝜉̅𝑥)[
𝑥(𝑥2− 1)

1
2(1 − 𝑦2 )

1
2

𝑘(𝑥2− 𝑦2)
]}  

=
(𝑥2−1)

(𝜉�̅�−1)
2
(𝑥2− 𝑦2 )

[𝑦(𝑥2 −  1)𝜉𝑥𝜉�̅� −𝑦(1 − 𝑦
2)𝜉𝑦𝜉�̅� + 𝑥(1 − 𝑦

2)(𝜉𝑥𝜉�̅� + 𝜉𝑦𝜉�̅�)]  

Maka kita dapatkan 𝛾𝑥  dan  𝛾𝑦  sebagai berikut 

𝛾𝑥 =
(1 − 𝑦2 )

(𝜉�̅�−1)
2
(𝑥2− 𝑦2 )

[𝑥(𝑥2 −  1)𝜉𝑥𝜉�̅� − 𝑥( 1 − 𝑦
2)𝜉𝑦𝜉�̅�  − 𝑦(𝑥

2 −  1)(𝜉𝑥𝜉�̅� + 𝜉𝑦𝜉̅𝑥)]  



𝛾𝑦 =
(𝑥2−1)

(𝜉�̅�−1)
2
(𝑥2− 𝑦2)

[𝑦(𝑥2 −  1)𝜉𝑥𝜉�̅�− 𝑦(1 − 𝑦
2)𝜉𝑦𝜉�̅� +𝑥(1 −  𝑦

2)(𝜉𝑥𝜉�̅� + 𝜉𝑦𝜉̅𝑥)]  

Dilakukan subtitusi potensial Ernst orde pertama 𝜉 = 𝑝𝑥 − 𝑖𝑞𝑦 pada persamaan diatas 

dengan 𝑝 dan 𝑞 merupakan konstanta, Sehingga dperoleh

𝛾𝑥 =
(1 − 𝑦2 )

(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1)2(𝑥2− 𝑦2 )
[𝑥(𝑥2−  1)𝑝2 − 𝑥( 1 − 𝑦2)𝑞2  − 𝑦(𝑥2 −  1)(𝑖𝑞𝑝 −

 𝑖𝑞𝑝)]  

=
𝑥(1 − 𝑦2 )

(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1)(𝑥2− 𝑦2 )
  

dan 

𝛾𝑦 =
(𝑥2−1)

(𝜉�̅�−1)
2
(𝑥2− 𝑦2)

[𝑦(𝑥2−  1)𝑝2 − 𝑦(1 − 𝑦2)𝑞2+ 𝑥(1 −  𝑦2)(𝑖𝑞𝑝 − 𝑖𝑞𝑝)]  

=
𝑦(𝑥2−1)

(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1)(𝑥2− 𝑦2 )
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



LAMPIRAN D 

- Untuk 𝝎  

Dipilih persamaan (4.2) 

𝜔 = ∫−
𝑘2𝑞(1−𝑦2 ) [(𝑝𝑥 + 1)2− 𝑞2𝑦2 ]

(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1)2
𝑑𝑥  

= 𝑘2𝑞(𝑦2 − 1) [∫
 𝑝2𝑥2

(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1)2
𝑑𝑥 + ∫

2𝑝𝑥 + 1− 𝑞2𝑦2

(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1)2
 𝑑𝑥]  

= 𝑘2𝑞(𝑦2 − 1)[𝐴+𝐵]  

 

Untuk 𝐴 

𝐴 = ∫
 𝑝2𝑥2

(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1)2
𝑑𝑥  

Misalkan 𝑥 =
√𝑞2𝑦2−1

𝑝
𝑢  dan 𝑑𝑥 =

√𝑞2𝑦2−1

𝑝
𝑑𝑢 

Sulihkan ke dalam persamaan A 

𝐴 = ∫

 𝑝2(
√𝑞2𝑦2−1

𝑝
𝑢)

2

(𝑝2(
√𝑞2𝑦2−1

𝑝
𝑢)

2

+𝑞2𝑦2−1)

2

√𝑞2𝑦2−1

𝑝
𝑑𝑢  

=
(𝑞2𝑦2−1)

3
2

𝑝
∫

𝑢2

((𝑞2𝑦2−1)𝑢2+𝑞2𝑦2−1)
2𝑑𝑢  

=
1

𝑝√𝑞2𝑦2−1
∫

𝑢2

(𝑢2+1)2
𝑑𝑢  

=
1

𝑝√𝑞2𝑦2−1
[∫

1

(𝑢2+1)
𝑑𝑢 − ∫

1

(𝑢2+1)2
𝑑𝑢]  

=
1

𝑝√𝑞2𝑦2−1
[𝐶 −𝐷]  



 

Untuk 𝐶 

𝐶 = ∫
1

(𝑢2+1)
𝑑𝑢  

Subtitusi 𝑢 = tan 𝜈 dan 𝑑𝑢 = sec2 𝜈 𝑑𝜈 

𝐶 = ∫
sec2 𝜈

(tan2 𝜈+1)
𝑑𝜈  

Karena tan2 𝜈 + 1 = sec2 𝜈, maka 

𝐶 = ∫
sec2 𝜈

sec2 𝜈
𝑑𝜈 = ∫𝑑𝜈 = 𝜈 = arctan𝑢  

 

Untuk D 

𝐷 = ∫
1

(𝑢2+1)2
𝑑𝑢  

Subtitusi 𝑢 = tan 𝜈 dan 𝑑𝑢 = sec2 𝜈 𝑑𝜈 

𝐷 = ∫
sec2 𝜈

(tan2 𝜈+1)2
𝑑𝜈  

Karena tan2 𝜈 + 1 = sec2 𝜈, maka 

𝐷 = ∫
sec2 𝜈

(sec2 𝜈)2
𝑑𝜈 = ∫ cos2 𝜈 𝑑𝜈 = ∫

1+cos2𝜈

2
𝑑𝜈 =

1

2
∫ (1 + cos2𝜈)𝑑𝜈 =

1

2
(𝜈 +

1

2
sin 2𝜈)   

Subtitusi balik 𝜈 = arctan 𝑢 

𝐷 = ∫
1

(𝑢2+1)2
𝑑𝑢 =

1

2
(arctan𝑢 +

1

2
sin(2arctan 𝑢))  

Karena sin 2𝜃 =
2 tan 𝜃

1+tan2 𝜃
 maka 



𝐷 = ∫
1

(𝑢2+1)2
𝑑𝑢 =

1

2
(arctan𝑢 +

1

2
(
2 tan(arctan 𝑢)

1+tan2 (arctan 𝑢)
))  

Karena tan (arctan𝑢) = 𝑢, maka  

𝐷 = ∫
1

(𝑢2+1)2
𝑑𝑢 =

1

2
(arctan𝑢 + (

𝑢

1+𝑢2
))  

Mensubtitusi balik 𝐶 dan 𝐷 ke persamaan 𝐴 diperoleh 

𝐴 =
1

𝑝√𝑞2𝑦2−1
[arctan𝑢 −

1

2
(arctan𝑢 + (

𝑢

1+𝑢2
))] =

1

𝑝√𝑞2𝑦2−1
[
1

2
arctan𝑢 −

1

2
(

𝑢

1+𝑢2
)]  

Subtitusi balik 𝑢 =
𝑝𝑥

√𝑞2𝑦2−1
 diperoleh 

𝐴 =
1

𝑝√𝑞2𝑦2−1

{
 
 

 
 

1

2
arctan (

𝑝𝑥

√𝑞2𝑦2−1
) −

1

2

[
 
 
 
 𝑝𝑥

√𝑞2𝑦2−1

1+(
𝑝𝑥

√𝑞2𝑦2−1

)

2

]
 
 
 
 

}
 
 

 
 

  

=
1

2𝑝√𝑞2𝑦2−1
arctan(

𝑝𝑥

√𝑞2𝑦2−1
) −

1

2𝑝√𝑞2𝑦2−1
(
𝑝𝑥√𝑞2𝑦2−1

𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1
)  

 

Untuk  𝐵 = ∫
2𝑝𝑥 + 1− 𝑞2𝑦2

(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1)2
 𝑑𝑥  

Misalkan 𝑥 =
√𝑞2𝑦2−1

𝑝
𝑢  dan 𝑑𝑥 =

√𝑞2𝑦2−1

𝑝
𝑑𝑢 

𝐵 = ∫

2𝑝(
√𝑞2𝑦2−1

𝑝
𝑢  ) + 1− 𝑞2𝑦2

[𝑝2(
√𝑞2𝑦2−1

𝑝
𝑢  )

2

+𝑞2𝑦2−1]

2  
√𝑞2𝑦2−1

𝑝
𝑑𝑢  



=
√𝑞2𝑦2−1

𝑝
∫

2𝑢√𝑞2𝑦2−1 + 1− 𝑞2𝑦2

{[(𝑞2𝑦2−1)𝑢2  ]2+𝑞2𝑦2−1}2
 𝑑𝑢  

=
1

𝑝(𝑞2𝑦2−1)
3
2

[2√𝑞2𝑦2 −1 ∫
𝑢 

(𝑢2+1)2
 𝑑𝑢 − (𝑞2𝑦2 − 1)∫

1

(𝑢2+1)2
 𝑑𝑢]    

untuk 

∫
𝑢 

(𝑢2+1)2
 𝑑𝑢  

Misalkan 𝑣 = 𝑢2 +1 dengan 𝑑𝑣 = 2𝑢 𝑑𝑢 

∫
𝑢 

(𝑢2+1)2
 𝑑𝑢 = ∫

1

2𝑣2
 𝑑𝑣 =

𝑣−2+1

2(−2+1)
= −

1

2𝑣
    

Jadi 

∫
𝑢 

(𝑢2+1)2
 𝑑𝑢 = −

1

2(𝑢2+1 )
  

Untuk  

∫
 1

(𝑢2+1)2
 𝑑𝑢  

∫
1

(𝑢2+1)2
𝑑𝑢 =

1

2
(arctan 𝑢 + (

𝑢

1+𝑢2
))  

jadi 

𝐵 =
1

𝑝(𝑞2𝑦2−1)
3
2

[−
√𝑞2𝑦2−1

(𝑢2+1 )
−
1

2
(𝑞2𝑦2 − 1)(arctan𝑢 + (

𝑢

1+𝑢2
))]    

= [−
1

(𝑢2+1 )𝑝(𝑞2𝑦2−1)
−

1

2𝑝√𝑞2𝑦2−1
(arctan𝑢 + (

𝑢

1+𝑢2
))]  

Subtitusi balik 𝑢 =
𝑝𝑥

√𝑞2𝑦2−1
 



𝐵 =

{
 
 

 
 

−
1

((
𝑝𝑥

√𝑞2𝑦2−1

)

2

+1 )𝑝(𝑞2𝑦2−1)

−
1

2𝑝√𝑞2𝑦2−1

[
 
 
 
 

arctan(
𝑝𝑥

√𝑞2𝑦2−1
) +

(

 
 

𝑝𝑥

√𝑞2𝑦2−1

1+(
𝑝𝑥

√𝑞2𝑦2−1

)

2

)

 
 

]
 
 
 
 

}
 
 

 
 

  

= {−
(2+𝑝𝑥)

2𝑝(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1 )
−

1

2𝑝√𝑞2𝑦2−1
arctan(

𝑝𝑥

√𝑞2𝑦2−1
)}  

 

Subtitusi balik 𝐴 𝑑𝑎𝑛 𝐵 𝑘𝑒 𝑑𝑎𝑙𝑎𝑚 𝜔 

𝜔 = 𝑘2𝑞(𝑦2 −1)[𝐴+ 𝐵]  

= 𝑘2𝑞(𝑦2 − 1) [
1

2𝑝√𝑞2𝑦2−1
arctan(

𝑝𝑥

√𝑞2𝑦2−1
) −

1

2𝑝√𝑞2𝑦2−1
(
𝑝𝑥√𝑞2𝑦2−1

𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1
) −

(2+𝑝𝑥)

2𝑝(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1 )
−

1

2𝑝√𝑞2𝑦2−1
arctan(

𝑝𝑥

√𝑞2𝑦2−1
)]  

= 𝑘2𝑞(𝑦2 − 1) [−
1

2𝑝√𝑞2𝑦2−1
(
𝑝𝑥√𝑞2𝑦2−1

𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1
) −

(2+𝑝𝑥)

2𝑝(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1 )
]  

𝜔 =
2𝑘𝑞(1−𝑦2 )(𝑝𝑥+1)

𝑝(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1)
+𝐶   

 

 

 

 

 



- Untuk 𝜸 

Dipilih persamaan (4.4) 

𝛾 = (1 −  𝑦2) ∫
𝑥

(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1)(𝑥2− 𝑦2 )
𝑑𝑥  

Misalkan 𝑢 = 𝑥2 dan 𝑑𝑢 = 2𝑥 𝑑𝑥 

𝛾 =
(1 − 𝑦2)

2
∫

1

(𝑝2𝑢+𝑞2𝑦2−1)(𝑢− 𝑦2 )
𝑑𝑢  

Dilakukan manipulasi penyebut seperti berikut 

1

(𝑝2𝑢+𝑞2𝑦2−1)(𝑢− 𝑦2 )
=

𝐴

(𝑝2𝑢+𝑞2𝑦2−1)
+

𝐵

(𝑢− 𝑦2 )
  

=
𝐴(𝑢− 𝑦2 )+𝐵(𝑝2𝑢+𝑞2𝑦2−1)

(𝑝2𝑢+𝑞2𝑦2−1)(𝑢− 𝑦2 )
  

sehingga diperoleh hubungan 

𝐴(𝑢 − 𝑦2) + 𝐵(𝑝2𝑢+ 𝑞2𝑦2 − 1) = 1  

Dengan memperhatikan kesetaraan fungsi 𝑢 antara ruas kiri dan ruas kanan diperoleh 

𝐴𝑢 + 𝐵𝑝2𝑢 = 0  

𝐴 = −𝐵𝑝2  

dan  

𝐵𝑦2(𝑝2 +𝑞2) − 𝐵 = 1  

karena 𝑝2 + 𝑞2 = 1 maka  



𝐵𝑦2 − 𝐵 = 1  

𝐵 =
1

𝑦2−1
  

Dengan mensubtitusi B ke A diperoleh 

𝐴 = −
𝑝2

𝑦2−1
  

Kemudian, subtitusi kembali A dan B ke persamaan berikut 

1

(𝑝2𝑢+𝑞2𝑦2−1)(𝑢− 𝑦2 )
=

𝐴

(𝑝2𝑢+𝑞2𝑦2−1)
+

𝐵

(𝑢− 𝑦2 )
  

=
−

𝑝2

𝑦2−1

(𝑝2𝑢+𝑞2𝑦2−1)
+

1

𝑦2−1

(𝑢− 𝑦2 )
= −

𝑝2

(𝑦2−1)(𝑝2𝑢+𝑞2𝑦2−1)
+

1

(𝑦2−1)(𝑢− 𝑦2 )
  

sehingga diperoleh 𝛾 

𝛾 =
(𝑦2−1)

2
∫ [

𝑝2

(𝑦2−1)(𝑝2𝑢+𝑞2𝑦2−1)
−

1

(𝑦2−1)(𝑢− 𝑦2)
] 𝑑𝑢  

=
(𝑦2−1)

2
[∫

𝑝2

(𝑦2−1)(𝑝2𝑢+𝑞2𝑦2−1)
𝑑𝑢 − ∫

1

(𝑦2−1)(𝑢− 𝑦2 )
𝑑𝑢]   

=
1

2
[𝑝2∫

1

(𝑝2𝑢+𝑞2𝑦2−1)
𝑑𝑢 − ∫

1

(𝑢− 𝑦2 )
𝑑𝑢]   

Untuk ∫
1

(𝑝2𝑢+𝑞2𝑦2−1)
𝑑𝑢  

Misalkan 𝑣 = 𝑝2𝑢 + 𝑞2𝑦2 −1 dan 𝑑𝑣 = 𝑝2𝑑𝑢 

1

𝑝2
∫
1

𝑣
𝑑𝑣 =

1

𝑝2
ln(𝑝2𝑢+ 𝑞2𝑦2 −1)  



Untuk ∫
1

(𝑢− 𝑦2 )
𝑑𝑢 

Misalkan 𝑣 = 𝑢 − 𝑦2 dan 𝑑𝑣 = 𝑑𝑢 

∫
1

𝑣
𝑑𝑣 = ln 𝑣 = ln(𝑢 − 𝑦2)  

Jadi 𝛾 diperoleh 

𝛾 =
1

2
[𝑝2∫

1

(𝑝2𝑢+𝑞2𝑦2−1)
𝑑𝑢 − ∫

1

(𝑢− 𝑦2)
𝑑𝑢] + 𝐶   

=
1

2
[ln(𝑝2𝑢 + 𝑞2𝑦2 − 1) − ln(𝑢 − 𝑦2)] + 𝐶  

Subtitusi balik 𝑢 = 𝑥2 

𝛾 =
1

2
[ln(𝑝2𝑥2 + 𝑞2𝑦2− 1) − ln(𝑥2 −𝑦2)] + 𝐶 =

1

2
(ln

𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1

𝑥2−𝑦2
) + 𝐶  

𝑒2𝛾−𝐶 =
𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1

𝑥2−𝑦2
  

𝑒2𝛾 = 𝐶′
𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1

𝑥2−𝑦2
  

 

 

 

 

 

 



LAMPIRAN E 

Penentuan parameter transformasi metrik Kerr dalam koordinat prolate 

spheroidal ke bentuk standar dalam koordinat Boyer-Linquist diperoleh berdasarkan 

hubungan antara potensial kedua metrik tersebut. Merujuk pada persamaan (4.10) 

diperoleh Metrik Kerr dalam koordinat prolate spheroidal yakni 

𝑑𝑠2 = 
𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1

(𝑝𝑥+1)2+𝑞2𝑦2
[𝑑𝑡 −

2𝑘𝑞(1−𝑦2 )(𝑝𝑥+1)

𝑝(𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1)
𝑑𝜙]

2

−

(𝑝𝑥+1)2+𝑞2𝑦2

𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1
{
𝑝2𝑥2+𝑞2𝑦2−1

𝑝2(𝑥2−𝑦2)
[(
𝑥2−𝑦2

𝑥2−1
 ) 𝑘2𝑑𝑥2 + (

𝑥2−𝑦2

1−𝑦2
) 𝑘2𝑑𝑦2] + 𝑘2(𝑥2 −

1)(1 − 𝑦2)𝑑𝜙2}  

Sedangkan metrik Kerr dalam koordinat Boyer-Linquist adalah[15] 

𝑑𝑠2 = (1−
2𝑚𝑟

𝜚2
)(𝑑𝑡′ −

2𝑚𝑟𝑎 sin2 θ

𝜚2−2𝑚𝑟
𝑑𝜙′)

2

−
𝜚2∆

𝜚2−2𝑚𝑟
sin2 𝜃 𝑑𝜙′2 −

𝜚2

∆
𝑑𝑟2 −𝜚2𝑑𝜃2  

Metrik (4.10) dapat dibawa kedalam bentuk sederhana serupa metrik papapetrou 

berdasarkan persamaan (4.1), (4.7) dan (4.9)  yakni 

𝑑𝑠2 =  𝑓(𝑑𝑡 −𝜔𝑑𝜙)2 − 𝑓−1𝑘2 [𝑒2𝛾(𝑥2 −𝑦2) (
𝑑𝑥2

𝑥2−1
+ 

𝑑𝑦2

1−𝑦2
) + (𝑥2− 1)(1−

𝑦2)𝑑𝜙2]  

Sehingga, melaluli hubungan potensial pada suku 𝑑𝜙2  dari metrik di atas dan metrik 

Kerr dalam koordiant Boyer-Linquist diperoleh 

𝜚2∆

𝜚2−2𝑚𝑟
sin2 𝜃 = 𝑓−1𝑘2(𝑥2 −1)(1 − 𝑦2)  

 dengan 𝑓 = 1 −
2𝑚𝑟

𝜚2
. Selanjutnya, dengan mensubtitusi nilai 𝑓 diperoleh 



(𝑥2 −1)(1 − 𝑦2) =
𝑟2 −2𝑚𝑟 + 𝑎2

𝑘2
sin2 𝜃 

Dalam koordinat prolate spheroidal, 𝑥 merupakan komponen radial dan 𝑦 merupakan 

komponen angular. Karena itu, berdasarkan persamaan di atas diperoleh hubungan 

𝑥2 =
𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝑚2

𝑚2 −𝑎2
 

𝑥 =
𝑟 −𝑚

(𝑚2 − 𝑎2)
1
2

 

dengan konstanta 𝑘 dipilih 𝑘 = (𝑚2 −𝑎2)
1

2. Selanjutnya untuk komponen 𝑦 diperoleh 

𝑦2 = 1− sin2 𝜃 

𝑦 = cos 𝜃 

Kemudian, untuk penyederhanaan transformasi pada metrik (4.10) dipilih konstanta 

𝑝 =
(𝑚2−𝑎2)

1
2

𝑚
, sehingga diperoleh parameter transformasi 

𝑝𝑥 =
𝑟

𝑚
− 1 

Selanjutnya, merujuk pada syarat konstanta 𝑝 dan 𝑞 pada persamaan (3.55) yakni    

𝑝2 + 𝑞2 = 1, diperoleh konstanta 𝑞 =
𝑎

𝑚
 sehingga diperole parameter transformasi 

𝑞𝑦 =
𝑎

𝑚
cos𝜃 

  

 

 

 



LAMPIRAN F 

Terlebih dahulu diuraikan komponen (4.16b) beserta turunannya sebagai 

berikut 

 

- Untuk 𝑨 = 𝟏 −
𝟐𝒎𝒓

𝒓𝟐+𝒂𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝜽
  

Misalkan  

𝑢 = −2𝑚𝑟     𝑢′ = −2𝑚    𝑣 =
1

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
     𝑣 ′ = −

2𝑟

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
  

diperoleh 

𝜕𝐴

𝜕𝑟 
=

4𝑚𝑟2

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
−

2𝑚

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
=

2𝑚(𝑟2−𝑎2 cos2 𝜃)

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
  

Kemudian, misalkan 

𝑢 = −2𝑚𝑟     𝑢′ = 0    𝑣 =
1

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
     𝑣 ′ =

2𝑎2 cos𝜃 sin 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
  

diperoleh 

𝜕𝐴

𝜕𝜃
= −

4𝑚𝑟 𝑎2 cos𝜃 sin 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
  

 

- Untuk 𝑩 =
𝟐𝒎𝒓𝒂 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝜽

𝒓𝟐+𝒂𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝟐 𝜽
  

Misalkan  

𝑢 = 2𝑚𝑟𝑎 sin2 𝜃      𝑢′ = 2𝑚𝑎 sin2 𝜃     𝑣 =
1

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
     𝑣 ′ = −

2𝑟

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
  

diperoleh 

𝜕𝐵

𝜕𝑟
=

2𝑚𝑎 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
−

4𝑚𝑟2𝑎 sin2 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
=

2𝑚𝑎 sin2 𝜃(𝑎2 cos2 𝜃−𝑟2 )

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
  



Kemudian, misalkan 

𝑢 = 2𝑚𝑟𝑎 sin2 𝜃      𝑢′ = 4𝑚𝑟𝑎 sin 𝜃 cos𝜃    𝑣 =
1

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
     𝑣 ′ =

2𝑎2 cos𝜃 sin 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
  

diperoleh 

𝜕𝐵

𝜕𝜃
=

4𝑚𝑟𝑎3 sin3 𝜃 cos𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
+

4𝑚𝑟𝑎 sin 𝜃 cos𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
=

4𝑚𝑟𝑎 sin 𝜃 cos𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
(

𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
+1)   

 

- Untuk 𝑪 = (𝒓𝟐 +𝒂𝟐 +
𝟐𝒎𝒓𝒂𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝜽

𝒓𝟐+𝒂𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝜽
) 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝜽  

𝜕𝐶

𝜕𝑟
= [𝑟 −

2𝑚𝑟 𝑎2 sin2 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
+

𝑚𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
]2 sin2 𝜃  

𝜕𝐶

𝜕𝜃
=

𝜕𝑟2 sin2 𝜃

𝜕𝜃
+

𝜕 sin2 𝜃𝑎2

𝜕𝜃
+

𝜕

𝜕𝜃
(
2𝑚𝑟 𝑎2 sin4 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
) = 2sin 𝜃 cos𝜃 [𝑟2 + 𝑎2 +

4𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
+

2𝑚𝑟 𝑎4 sin4 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
]  

 

- Untutk 𝝁𝟐 =
𝟏

𝟐
[𝐥𝐧(𝒓𝟐 +𝒂𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝜽) − 𝐥𝐧(𝒓𝟐− 𝟐𝒎𝒓 +𝒂𝟐)]  

𝜕𝜇2

𝜕𝑟
=

𝑟

𝑟2+𝑎2 cos2𝜃
−

𝑟−𝑚

𝑟2−2𝑚𝑟+𝑎2
  

𝜕𝜇2

𝜕𝜃
= −

𝑎2 cos𝜃 sin 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2𝜃
  

 

- Untuk 𝝁𝟑 =
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝒓𝟐+𝒂𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝜽)  

𝜕𝜇3

𝜕𝑟
=

𝑟

𝑟2+𝑎2 cos2𝜃
  

𝜕𝜇3

𝜕𝜃
= −

𝑎2 sin 𝜃 cos𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2𝜃
  

 



- Untuk 𝝆𝟐 = 𝑨𝑪+𝑩𝟐    

𝜌2 = (1 −
2𝑚𝑟

𝑟2 + 𝑎2 cos2𝜃
) (𝑟2 + 𝑎2 +

2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2 +𝑎2 cos2𝜃
)sin2 𝜃 + (

2𝑚𝑟𝑎 sin2 𝜃

𝑟2 + 𝑎2 cos2𝜃
)

2

 

 

Kemudian, masing-masing komponen di atas disubtituskan ke dalam simbol 

Christoffel (3.9), maka diperoleh simbol Christoffel metrik Kerr sebagai berikut  

Γ 20
0 =

𝑚sin2 𝜃

𝜌2(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
[(𝑟2 +𝑎2 +

2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
) (𝑟2 −𝑎2 cos2𝜃) +

2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
(𝑎2 cos2𝜃 − 𝑟2)]  

Γ 30
0 =

2𝑚𝑟𝑎2 sin3 𝜃 cos𝜃

𝜌2(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
[2𝑚𝑟 (

𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
+ 1) − (𝑟2 + 𝑎2 +

2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
)]  

Γ 12
0 =

𝑚𝑎 sin4 𝜃

𝜌2(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)
[2𝑟2 −

4𝑚𝑟2𝑎2 sin2 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
+
2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
−

𝑎2 cos2 𝜃−𝑟2

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
(𝑟2 + 𝑎2 +

2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
)]  

Γ 13
0 =

2𝑚𝑟𝑎3 sin5 𝜃 cos𝜃

𝜌2(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
(2𝑚𝑟 − 𝑟2 −𝑎2)  

Γ 02
1 =

𝑚𝑎 sin2 𝜃

𝜌2
[
𝑎2 cos2 𝜃−𝑟2

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
]  

Γ 03
1 =

2𝑚𝑟𝑎 sin 𝜃 cos𝜃

𝜌2(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)
(
𝑎2 sin2 𝜃−2𝑚𝑟

𝑟2+𝑎2 cos2𝜃
+ 1)  



Γ 21
1 =

sin2 𝜃

𝜌2
(
2𝑚2𝑟𝑎4 sin2 𝜃 cos2 𝜃+4𝑚2𝑟2𝑎2 sin2 𝜃−2𝑚2𝑟3𝑎2 sin2 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)3
−

2𝑚2𝑟𝑎2 sin2 𝜃−2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
+
𝑚𝑎2 sin2 𝜃−2𝑚𝑟2 

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
+ 𝑟)  

Γ 31
1 =

sin 𝜃 cos𝜃

𝜌2
[𝑟2 +𝑎2 +

4𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃−2𝑚𝑟3−2𝑚𝑟𝑎2

𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
+

2𝑚𝑟𝑎4 sin4 𝜃+4𝑚2𝑟2𝑎2−8𝑚2𝑟2𝑎2 sin2 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
−
4𝑚2𝑟2𝑎4 sin4 𝜃+4𝑚2𝑟2𝑎4 sin2 𝜃

(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)3
]   

Γ 00
2 =

𝑚(𝑟2 − 𝑎2 cos2𝜃)(𝑟2 −2𝑚𝑟 + 𝑎2)

(𝑟2 +𝑎2 cos2𝜃)3
  

Γ 01
2 = −

𝑚𝑎 sin2 𝜃 (𝑎2 cos2𝜃 − 𝑟2)(𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝑎2)

(𝑟2 + 𝑎2 cos2𝜃)3
  

Γ 11
2 = −

(𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝑎2) sin2 𝜃

𝑟2 +𝑎2 cos2𝜃
[𝑟 −

2𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

(𝑟2 + 𝑎2 cos2𝜃)2
+

𝑚𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2 + 𝑎2 cos2𝜃
]   

Γ 22
2 =

𝑟

𝑟2 + 𝑎2 cos2𝜃
−

𝑟 −𝑚

𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝑎2
  

Γ 32
2 = −

𝑎2 cos 𝜃 sin 𝜃

𝑟2 +𝑎2 cos2𝜃
  

Γ 33
2 = −

𝑟(𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝑎2)

𝑟2 +𝑎2 cos2𝜃
 

Γ 00
3 = −

2𝑚𝑟𝑎2 cos𝜃 sin 𝜃

(𝑟2 +𝑎2 cos2𝜃)3
  

Γ 01
3 = −

2𝑚𝑟𝑎sin 𝜃 cos𝜃

(𝑟2 + 𝑎2 cos2𝜃)2
(

𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2 + 𝑎2 cos2𝜃
+ 1)  



Γ 11
3 = −

sin 𝜃 cos𝜃

𝑟2 +𝑎2 cos2𝜃
 [𝑟2 + 𝑎2 +

4𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃

𝑟2 + 𝑎2 cos2𝜃
+

2𝑚𝑟𝑎4 sin4 𝜃

(𝑟2 + 𝑎2 cos2𝜃)2
]  

Γ 22
3 = −

𝑎2 cos𝜃 sin 𝜃

(𝑟2 + 𝑎2 cos2𝜃)(𝑟2 −2𝑚𝑟 + 𝑎2)
  

Γ 23
3 =

𝑟

𝑟2 + 𝑎2 cos2𝜃
  

Γ 33
3 = −

𝑎2 sin 𝜃 cos 𝜃

𝑟2 +𝑎2 cos2𝜃
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



LAMPIRAN G 

Penentuan parameter transformasi metrik Kerr dalam koordinat Boyer-Linquis t 

ke bentuk koordinat Kerr-Schild (serupa kartesian) diperoleh berdasarkan hubungan 

antara potensial kedua metrik tersebut. Merujuk pada persamaan (4.12) metrik Kerr 

dalam koordinat Boyer-Linquist adalah[15] 

𝑑𝑠2 = (1−
2𝑚𝑟

𝜚2
)(𝑑𝑡′ −

2𝑚𝑟𝑎 sin2 θ

𝜚2−2𝑚𝑟
𝑑𝜙′)

2

−
𝜚2∆

𝜚2−2𝑚𝑟
sin2 𝜃 𝑑𝜙′2 −

𝜚2

∆
𝑑𝑟2 −𝜚2𝑑𝜃2  

 pada kondisi Minkowskian (𝑚 = 0), metrik Kerr di atas tereduksi menjadi 

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡′2 − (𝑟2 + 𝑎2) sin2 𝜃 𝑑𝜙′2 −
𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃

𝑟2+𝑎2
𝑑𝑟2 − (𝑟2 +𝑎2 cos2𝜃)𝑑𝜃2  

Merujuk pada persamaan (2.4b) yakni Minkowskian dalam koordinat bola 

(𝑡′′ , �̃�,𝜙′ , 𝜃), diperoleh metrik 

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡′′2 − �̃�2 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 𝑑𝜙′2 − 𝑑�̃�2 − �̃�2𝑑𝜃 

Kemudian, melalui potensial pada suku 𝑑𝜙′2(azimutal) diperoleh �̃� = √𝑟2 +𝑎2 . 

Sehingga, melalui transformasi koordinat kartesian ke bola di peroleh parameter 

transformasi antara koordinat Boyer-Lindquist (𝑡′ , 𝜙′ , 𝑟, 𝜃) dan Kerr-Schild 

(𝑡′′ , 𝑥′,𝑦′, 𝑧′) sebagai berikut 

𝑥 ′ = �̃� sin 𝜃 cos 𝜙′ = (𝑟2 +𝑎2)
1
2 sin 𝜃 cos𝜙′  

𝑦′ = �̃� sin 𝜃 sin 𝜙′ = (𝑟2 +𝑎2)
1
2 sin 𝜃 cos𝜙′  

Untuk 𝑧, karena merupakan sumbu simetri yang tidak terpengaruh parameter 

momentum sudut maka �̃� = 𝑟, sehingga 

𝑧 = �̃� cos𝜃 = 𝑟 cos𝜃 


