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PERNYATAAN

Dengan ini saya menyatakan bahwa skripsi ini merupakan karya orisinal saya dan
sepanjangg pengetahuan saya tidak memuat bahan yang pernah dipublikasikan atau
telah ditulis oleh orang lain dalam rangka tugas akhir untuk suatu gelar akademik
di Universitas Hasanuddin atau lembaga pendidikan tinggi lainnya di manapun;
kecuali bagian yang telah dikutip sesuai kaidah ilmiah yang berlaku. Saya juga
menyatakan bahwa skripsi ini merupakan hasil kerja saya sendiri dan dalam batas

tertentu dibantu oleh pihak pembimbing.

Penulis

Aldytia Gema Sukma



SARI BACAAN

Abstrak. Telah diperoleh solusi vakum persamaan medan gravitasi Einstein simetri
aksial stasioner. Solusi ini diperoleh dengan penelusuran tensor Ricci dari metric
Lewis-Papapetrou.  Persamaan yang diperoleh  selanjutnya  diselesaikan
menggunakan metode Ernst dengan potensial Ernst orde pertama sehingga
didapatkan metrik Kerr. Sebagai pelengkap, disajikan pula metrik Kerr dalam
koordinat Boyer-Lindquist, persamaan geodesik dan gambaran horison peristiwa

dalam kasus lubanghitam Kerr untuk m > a.

Kata Kunci: medan gravitasi Einstein, persamaan Ernst, simetri aksial stasioner,

geodesik.



ABSTRACT

We presented the stationary axial symmetry solution of Einstein's vacuum
gravitational field equations. This solution is obtained by tracking Ricci tensor of
Lewis-Papapetrou metric. The obtained equation solved using the Ernst equation
with first order Ernst potential to get the Kerr metric. As a complement, we also
present Kerr metric in Boyer-Lindquist coordinates, the geodesic equation and the

display of event horizon for Kerr blackhole with m > a.

Keywords: Einstein’s gravitational field, Ernstequation, axial simetry stationary

geodesic.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Rentang tahun 1905 - 1916 merupakan tahun-tahun kemenangan bagi teori
gravitasi dalam dunia fisika modern, ditandai dengan hadirnya teori relativitas
khusus yang dikemukakan oleh Albert Einstein pada tahun 1905. Teori tersebut
berdasar pada dua prinsip yakni: pertama, hukum-hukum fisika tetap bentuknya
pada semua acuan pengamat yang tidak dipercepat; kedua, kecepatan cahaya di
ruang hampa tidak bergantung pada pergerakan sumber cahaya maupun
pergerakan pengamatl. Kemudian, pada tahun 1911 Albert Einstein
mengemukakan prinsip kesetaraan massa inersia dan massa gravitasi. Prinsip
tersebut menyebabkan lahirnya teori relativitas umum di tahun 1915 sebagai
generalisasi dari teori relativitas khusustt. Teori relativitas umum dibangun
berdasarkan dua prinsip yakni: pertama, percobaan di daerah lokal tidak dapat
membedakan efek medan gravitasi atau percepatan setara; kedua, hukum-hukum
fisika tetap bentuknya terhadap segala bentuk perubahan acuan pengamatl?.,

Dampak teori relativitas umum adalah pergeseran persepsi ruangwaktu
absolut dikarenakan adanya jalinan antara kehadiran sebaran massa dengan
ruangwaktu yang melengkung. Jalinan antara keduanya dinyatakan dalam

persamaan medan Einstein[. Solusi eksak pertama dari persamaan medan Einstein



berhasil ditemukan oleh Karl Schwarzschild dengan tinjauan kasus benda statik
simetri bola [34]. Hasil yang didapatkan oleh Schwarzschild merupakan solusi satu-
satunya yang dapat menggambarkan solusi vakum medan gravitasi Einstein di
sekitar bola statik[®!, namun tidak untuk medan gravitasi simetri bola yang berotasi
seperti kebanyakan perilaku dari benda-benda langit. Bola berotasi mestinya tidak
dapat mempertahankan bentuk simetri bolanya, dikarenakan adanya pemampatan
pada sumbu rotasi akibat pengaruh momentum sudut maksimal pada daerah
ekuatornyal®l,

Pada tahun 1917, Hermann Weyl memulai investigasi terhadap solusi
vakum dari persamaan medan Einstein untuk benda simetri aksial statik, dengan
mengajukan bentuk kanonik dari metrik simetri aksial statik menggunakan
koordinat silinder®l. Kemudian, pada tahun 1931 Lewis memperluas metrik Weyl
dengan membuat benda tinjauan Weyl berotasi stasioner. Bentuk metrik hasil
perluasan tersebut dinamakan metrik Lewis, yang mana solusinya mencakup jenis
sumber medan silinder berotasil’l. Solusi kasus simetri aksial stasioner lainnya
ditemukan oleh Achilles Papapetrou pada tahun 1953 melalui transformasinya pada
metrik Lewis. Papapetrou menyusun metriknya dengan menghubungkan ansatz-
ansatz (fungsi yang belum diketahui) metrik Lewis dengan tiga ansatz Papapetrou.
Solusi persamaan medannya menghasilkan parameter rotasi dengan total massa nol
yang menjadikannya solusi tanpa makna fisis(®l. Pada tahun 1954 Alexei Petrov
melakukan pengklasifikasian terhadap solusi vakum persaman medan Einstein

berdasarkan karakteristik tensor kelengkungannya. Hasil klasifikasi Petrov
2



membuka jalan terhadap terselesaikannya solusi vakum persamaan medan Einstein
untuk kasus bola berotasi®. Adalah Roy Patrick Kerr yang menemukan solusi
vakum secara eksak dari persamaan medan Einstein untuk benda berotasi pada
tahun 1963, hampir setengah abad setelah Einstein merumuskan persamaan medan
gravitasinya. Kerr menyusun metriknya berdasarkan klasifikasi Petrov tipe-D yang
solusinya mencakup parameter massa dan parameter rotasi. Hasil yang ditemukan
oleh Kerr merupakan solusi yang tepat untuk kasus natural dari bola berotasil.
Pada tahun 1967 Frederick J. Ernst menemukan formulasi baru untuk
menyelesaikan persamaan medan Einstein dari metrik Papapetrou, yang mana salah
satu solusinya merupakan solusi Kerr{tt,

Pada tahun 2008 Matt Visser memberikan pengenalan singkat mengenai
ruangwaktu Kerr berdasarkan pada metrik Kerr dalam koordinat Kerr (koordinat
original dari metrik Kerr)['?, Kemudian, pada tahun 2015 Heinicke dan Hehl
mempublikasikan penelusuran solusi persamaan medan Einstein yang salah satunya
merupakan solusi vakum untuk sumber gravitasi simetri aksial stasioner dengan
jalan penelusuran tensor Einstein campuran metrik Papapetrou!™3.

Penelitian yang dilakukan ini merupakan penelusuran kembali solusi vakum
persamaan medan Einstein simetri aksial stasioner. Pencarian solusi dilakukan
dengan memilih jalan penelusuran tensor Ricci dari metrik Lewis sampai kepada
tensor Ricci dari metrik Papapetrou, untuk kemudian diselesaikan persamaan

medannya dengan menggunakan persamaan Ernst.



1.2 Rumusan Masalah

Penelitian ini merupakan kajian teoretik yang berupaya menelusuri kembali
solusi vakum persamaan medan gravitasi Einstein simetri aksial stasioner dengan
menggunakan persamaan Ernst melalui penelusuran tensor Ricci dari metrik Lewis-
Papapetrou. Dalam penelitian ini juga ditentukan bentuk persamaan geodesik dari
partikel uji di sekitar ekuator sumber medan berotasi dan penerapan solusi vakum

terhadap kasus lubanghitam berotasi.

1.3 Tujuan Penelitian
Penelitian ini bertujuan untuk;
1. Menelusuri solusi vakum dari persamaan medan Einstein untuk kasus benda
simetri aksial stasioner menggunakan persamaan Ernst,
2. Menentukan rumusan persamaan geodesik partikel uji di sekitar ekuator
sumber medan berotasi,

3. Memperoleh gambaran horison peristiwa pada kasus lubanghitam berotasi.



BAB 2

MEDAN GRAVITASI

Sebelum teori Einstein tentang gravitasi dicetuskan, terlebih dahulu dikenal
teori gravitasi Newton. Teori tersebut menjelaskan dengan presisi tentang gaya
gravitasi dari interaksi dua pusat massa. Newton mengungkapkan dalam hukum
gravitasinya, bahwa gaya gravitasi yang dialami oleh suatu benda terhadap pusat
massa yang mempengaruhinya dipengaruhi oleh jarak dan massa. Ungkapan
tersebut tidak memperhatikan pengaruh dari variabel waktu, yang mana bila pusat
massa berubah maka benda yang berada dalam pengaruh medannya merasakan
perubahan seketika. Konsekuensinya untuk dua pusat massa yang terpisah sangat
jauh adalah adanya efek fisis yang bergerak melebihi kecepatan cahaya.
Konsekuensi tersebut bertolak belakang dengan teori relativitas khusus yang
menyatakan bahwa kelajuan tertinggi di dalam ruangwaktu adalah kelajuan cahaya.
Dapat disimpulkan bahwa hukum Newton merupakan kasus khusus, karena tidak
akurat untuk kasus kecepatan tinggi dan interaksi benda bermassa besar. Untuk itu
Einstein memperluas teori relativitas khusus menjadi teori relativitas umum yang
mana teori gravitasi Newton tercakup(4l,

Sesuai dengan asas kovariansi dalam teori relativitas umum, hukum-hukum
fisika tidak berubah terhadap segala bentuk transformasi koordinat. Sifat kovarian

tersebut yang kemudian membuat persamaan-persamaan fisika pada relativitas



umum ditulis dalam bentuk Tensor, yang mana tensor merupakan generalisasi dari

vektor seperti halnya vektor merupakan generalisasi dari skalar!?.

2.1 Metrik umum

Menurut teori relativitas khusus ruangwaktu dipengaruhi oleh pemilihan
kerangka acuan, yang berarti ruangwaktu tidaklah mutlak. Misalkan pengamat
dalam kerangka acuan yang bergerak serempak bersama suatu peristiwa secara
paralel dengan kelajuan konstan sebesar v, akan mengukur selang waktu peristiwa
tersebut sebesar dt. Bagi pengamat lain yang diam terhadap peristiwa tersebut,

akan mengukur selang waktu sebesar
dart

2
v
N

dengan ¢ merupakan kecepatan cahaya di ruang vakum. Dapat dilihat pada

dt =

(2.1)

persamaan (2.1) bahwa pengamat diam terhadap peristiwa mengukur selang waktu
yang lebih besar (dt > dt). Adanya selisi pengukuran selang waktu antara dua
pengamat berbeda disebut sebagai efek pemuaian waktul!l. Elemen jarak (garis)
yang bersangkutan dengan persamaan (2.1) dapat dituliskan sebagai

ds? = c?d7? = c?dt? — dI? (2.2)
yang mana persamaan tersebut merupakan elemen garis ruangwaktu Minkowski
(ruang datar) dengan ds merupakan interval ruangwaktu dan d1? merupakan elemen
garis ruang Euclid. Bagi teori relativitas koordinat suatu titik dalam ruangwaktu

diwakili oleh (x©,x1, x2, x3) dengan x° merupakan komponen ct, yaitu komponen

6



yang satuannya disesuaikan dengan komponen ruang x1, x2, x3. Untuk seterusnya
dalam skrpsi ini tanda Y, untuk indeks berjalan dihilangkan dan dipilih ¢ = 1.
Kemudian, metrik ruangwaktu empat dimensi (2.2) dapat diperluas dalam sajian
berikut.
ds? = goo(x9)? + 2go1x°x" + 2g0x°x° + 2g93x°x> + g1, (x°)? + 294 ,x"x?
+2913x7 %3 + 22 (x2)% + 2g53x°%x3 + g33(x3)?

= Guvxtx” (2.3)
dengan g,, merupakan tensor metrik rank-kedua yang memerikan fungsi dari titik
dalam ruangwaktu®4l. Tensor metrik memenuhi sifat simetri terhadap pertukaran
indeks dan memenuhi hubungan g,,9%" = 61‘,‘ =1, yang mana I merupakan
matriks identitas. Tensor dengan indeks bawah disebut tensor kovarian sedangkan
inversnya, yaitu tensor dengan indeks atas disebut tensor kontravarian. Vektor
kovarian dan vektor kontravarian memenuhi hubungan 4, = g,,,A". Sebaliknya,
At = gtV A,. Kemudian, diperkenalkan konvensi tensor metrik kovarian yang
digunakan untuk ruang Minkowski dalam koordinat kartesian dan koordinat bola

masing-masing sebagai berikut.

Iuv = (2.4a)

S O O K
o
I
U

uv = (2.4b)

S O O
(e}
I
[



Pergeseran paralel dari suatu vektor di ruangwaktu lengkung sangat
dipengaruhi oleh lintasan. Jika suatu vektor bergerak sepanjang lintasan tertutup,
tidak ada jaminan vektor tersebut akan berimpit dengan vektor awal. Jadi untuk
ruang lengkung diperkenalkan tensor kurvatur Riemann yang memerikan variasi
dari vektor yang bergerak paralel dalam lintasan tertutup di ruangwaktu lengkung
sebagai berikut.[4]

Rp,,* = 0T, — 0,18, + T Tg — rgvrgp (2.5)

dengan dp Ea%ﬁ dan T merupakan simbol Christoffel. Simbol Christoffel

merupakan koefisien koneksi yang menghubungkan pergeseran paralel antara
vektor yang terletak pada permukaan datar dengan proyeksinya pada permukaan

lengkung. Simbol Christoffel didefinisikan sebagai

Ih = g;ﬁ (aﬂgﬂv +0v9pu — aﬁguv) (2.6)
yang bersifat simetri terhadap pertukaran dua indeks bawah. Mengontraksikan
indeks a dan B pada persamaan (2.5) memerikan tensor kurvatur Ricci yang
merupakan tensor rank dua simetri sebagai berikut.

Rou™ = Ryy = 0,0, — 0,T8, + T TS, — T T, (2.7)
yang memiliki sifat simetri terhadap pertukaran indeks bawah, R,, = Ry,.
Kemudian, jika persamaan (2.7) dikalikan dengan tensor metrik gV diperoleh

g*"R,, =R (2.8)

yang disebut sebagai skalar Riccil*4l,



2.2 Geodesik

Geodesik menggambarkan perilaku gerak suatu benda berdasarkan lintasan
terpendek yang ditempuh benda tersebut di dalam ruangwaktu. Dalam ruangwaktu
lengkung (ruang Riemann) geometrinya hanya diwakili oleh garis lengkung.
Dengan demikian, lintasan terpendek yang ditempuh oleh sebuah benda diruang
lengkung pastilah merupakan garis lengkung. Seperti tafsiran geodesik pada
ruangwaktu Minkowski yang menyatakan gerak tanpa perubahan kecepatan,
tafsiran geodesik pada ruangwaktu Riemann menyatakan gerak yang mengalami
percepatan. Semua benda yang geraknya diperikan dalam persamaan geodesik
ruangwaktu lengkung bergerak dengan percepatan yang sama dan tidak bergantung
pada massa masing-masing bendalll. Geodesik dalam ruangwaktu lengkung

diberikan olehl?]

d?x® o dxtdxV
ds? Wogs ds

(2.9)

yang mana dalam limit medan lemah (asimtotik Minkowskian) tereduksi menjadi

gerak dengan kecepatan konstan.

2.3 Persamaan Medan Einstein

Pada mekanika klasik telah ada teori yang mampu menggambarkan
interaksi medan gravitasi dengan baik, yaitu teori gravitasi Newton. Dalam
pengertian mekanika Newtonian diberikan hubungan antara potensial skalar dan

kerapatan massa yang diperikan dalam bentuk persamaan Poisson



Vg = 4nGp (2.10)
dengan G merupakan tetapan gravitasi Newton (6,67 X 1078 dalam c.g.s) dan p
merupakan kerapatan massa sumber. Berdasarkan kesimpulan Einstein mengenai
kesetaraan massa dan energi, generalisasi dari rapat materi-energi dalam relativitas
khusus harus dirumuskan dalam bentuk tensor. Untuk itu Einstein merumuskan
rapat materi-energi dalam bentuk tensor energi-momentum T,,, yang berarti
generalisasi dari persamaan (2.10) pada relativitas umum harus memuat tensor
energi-momentum tersebut. Potensial gravitasi pada persamaan (2.10) harus
mengandung tensor metrik g,,, yang memiliki sifat: maksimal hanya memiliki
turunan orde dua; dan linier dalam turunan orde dua. Karena itu Einstein
mempostulasikan(4]

G

W=KT

' (2.11)

yang memuat ungkapan gravitasi merupakan efek dari kelengkungan ruangwaktu.

Hubungan antara tensor Einstein dengan tensor kurvatur Ricci diberikan oleh
1
Guv = Ry =5 9uuR (2.12)
sehingga melalui persamaan (2.11) dan (2.12) dapat dilihat jalinan antara kehadiran

massa-energi dan kelengkungan ruangwaktu!?,

2.4 Medan Vakum
Dalam relativitas umum, medan vakum berarti ketiadaan sebaran materi dan

ketiadaan medan fisis kecuali medan gravitasi. Persamaan medan vakum Einstein

10



merupakan persamaan medan yang memerikan pengaruh dari medan gravitasi
terhadap setiap titik dalam koordinat di luar sumber medan. Artinya, solusi vakum
dari persamaan medan Einstein merupakan solusi eksterior yang memerikan
geometri ruangwaktu di luar sumber medan gravitasi yang mana T, = 0fsl,
Berdasarkan persamaan (2.8), mengalikan persamaan (2.11) dan (2.12) dengan g*¥
diperoleh

G=R—-2R=-R=«xT (2.13)
Hubungan persamaan (2.11), (2.12) dan (2.13) memberikan R,,,, untuk kasus vakum

sebagai berikut

1
Ruv = & (Tuy =39 T) = 0 (2.14)

11



BAB 3

RUANGWAKTU SIMETRI AKSIAL STASIONER

3.1 Metodologi

Tugas akhir ini meliputi kajian teoritis mengenai solusi vakum medan

gravitasi simetri aksial stasioner, termasuk penentuan geodesik dan penerapan

solusi terhadap kasus lubanghitam berotasi. Mengenai tahapan-tahapan dalam

pengerjaan penelitian dapat dilihat pada gambar 3.1 di bawah ini

Mulai

Merumuskan Tensor Ricci
Lewis-Papapetrou

v

Merumuskan Persamaan Medan

Vakum

v

Merumuskan Persamaan Ernst

v

Merumuskan Solusi Vakum Dalam

Koordinat Prolate Spheroidal

Mentransformasikan Solusi Vakum
Dalam Koordinat Bover-Linauist

Mentransformasikan Solusi Vakum

v

dalam Koordinat Kerr-Schild

v

Merumuskan Persamaan Geodesik
Untuk Kasus Gerak Pada Ekuator

Menganalisis dan Memplot Horison
Peristiwa Dari Metrik Lubanghitam Berotasi

e G D

Gambar 3.1 Bagan Alir Penelitian
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3.2 Metrik Lewis-Papapetrou
Metrik ruangwaktu simetri aksial stasioner merupakan metrik yang
memerikan kondisi dari geometri ruangwaktu akibat pengaruh dari adanya pusat
massa yang berotasi stasioner dan simetri terhadap salah satu sumbu rotasinya.
Karakteristik dari ruang-waktu simetri aksial stasioner mengharuskan adanya
koefisien metrik yang tidak bergantung terhadap t (waktu) dan ¢ (azimuth), dalam
hal ini diperkenalkan
Iuv = Juv(x%,x3) (3.1)
dengan x? dan x3 merupakan dua koordinat spasial. Oleh karena itu berdasarkan
persamaan (2.3) dan (3.1) metrik simetri aksial stasioner harus memiliki bentuk
ds? = goo(dx°)? + 29, dxdx + g11(dx1)? + g,,(dx?)? + 2g,3dx?dx3
+933(dx®)? (3:2)
yang mana semua koefisien metrik merupakan fungsi dari x? dan x3. Kemudian
diterapkan pengortonormalan terhadap x? dan x3 pada persamaan (3.2)
berdasarkan teorema
ds? = gaa(dx®)? + 2g4pdx%dx? + gpp(dxP)?
= Fe?#[(dx®)? + (dx"")?] (3.3)

diperoleh
ds? = goo(dx®)? + 2gg,dxdxt + gy, (dx1)?+e?# [(dle)z +

(dx*)’] (3.4)

dengan u merupakan fungsi dari x2’ dan x3' (161,
13



Pemilih ansatz berbeda pada dx2’ dan dx3' dilakukan untuk perluasan
persamaan (3.4), agar mencakup solusi dari benda yang memiliki perbedaan
potensial pada dua sumbu spasial yang ortogonal. Persamaan umum elemen garis
ruangwaktu simetri aksial stasioner dapat ditulis menjadil”

ds? = A(dt)? — 2B dt d¢p — C(d¢)? — eZ#2(dx2")2 — e2H3(dx3")2 (3.5)
Persamaan (3.5) dikenal sebagai metrik Lewis, yang memerikan keadaan geometri
dari pusat massa silinder berotasi. Metrik Lewis dapat dituliskan dalam bentuk

notasi matriks sebagai berikut

A -B 0 0
-B —C 0 0
0 0 0 —eZHs
Kemudian, dengan menggunakan rumus invers matriks
. T
w adj g, _ [(=1)*+V det Muv]
det g, det g,y
maka diperoleh
C/p*> —B/p? 0 0
g = | ~B/p* —A/p? 0 0 (3.6b)
0 0 —e 22 0
0 0 0 —e 2Hs

yang mana p? = AC + B?. Selanjutnya, determinan dari persamaan (3.6) adalah

det g,, =\/—g = petztis (3.7)
Kemudian, subtitusi persamaan (3.6) ke dalam persamaan (2.6) diperoleh

simbol Christoffel yang tidak nol sebagai berikut:
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[0 = 57024 +3 508 3, =-""9,c A~

ry, = %agA + 2%633 I3, = Oa4t

ro, = 2%026 - %OZB I3, = O34

Thy = 5550,B =5 5 0,4 I3 =""0;4 ]

Ths = 505058 =5 5 054 I3, =-="0,8

[hy = 55202C +5 50,8 M3, = -0,

ri, = %agc + 2%63B I3, = —03u,e?ahs)

r3, = %(%A I35 = 0,3

3, =-"20,8 ) =9

2

dengan notasi d, = % dan d; = %. Subtitusi simbol Christoffel (3.8) ke dalam
persamaan (2.7) diperolen komponen tensor Ricci tidak lenyap sebagai berikut
(Lampiran A):

— 1 1 1 A C
Rog = €% [E 0, A — 5024 0z1i5 + 2 0,A 0x5 + Iy (0,B)* — e (0,4)% -

%azA azB + 4-14?6214 62C] + 3_2”3 [%63214 - %6314 63[13 + %(3314 63‘112 +

A C B
27 (03B)2 = = (034) — 5054 03B + 4"?03,4 05C| (3.92)
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Roy = —e ™22 ($0,2B —20,B Oaity +50,B 0,113 + azA 9,C —
éazA 9,8 — ﬁazB 0,C) — =23 ($0B — %agB gtz +
~0;B Oz, + 2%63A 95C — $63A 958 — %038 05C) (3.9b)
Rip = —e ™22 [20,2C = 20,C 0,115 + 5 0,C Opts — 4%(62(3)2 + 2%(623)2 +
éE)ZA 9,C — —azB 0,C| — €723 [202C = 205C 3u15 +505C Oyt +
%(033)2 2 (8,0)% - —533 05C + 63A 05C] (3.9¢)
Ry, = e2(h2hs) [_632#2 — (0312)% + O3y O3tz — %63H2 63,0] — 0, 13 —
(02113)% + Oz 447 Oz + = az#zazp - —82 p+ _(azp)z - [ (8,4)* +
%(023)2 220,4 0,8 +50,8 9,C — azA 0,C — 1 (2,B)% +
%(a2 cy?] (3.9d)
Rys = ( £ 0,4 05C + azB 958 + —63A 0,C +2 azB 95B +
—63A d,C + 62A 95C ) + %63.“2 d2p + %62#3 d3p —
~95(020) (3.9¢)
Ry = e2(a=iz) [_622#3 — (02u3)? + ppt Oppi5 — %62113 azp] — 054y —

1 1 1 c?
(0312)% + 031ty O35 + ;63,113 d3p — ;aszp + p_z(asp)z - [E (034)% +
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B? BC AB B2 AC
§(03B)2 + F63A 63B + p_463B 636 - ﬂagA 636 - ﬁ(agB)z +

(0,077 (3.9
Pemilihan koordinat spasial yang ortogonal pada metrik (3.5) dilakukan
dengan memilih x2' = p dan x3' = z. Ketiga anzats A, B, C dan p pada metrik
(3.5) haruslah memiliki hubungan dalam potensialnya, sehingga Papapetrou

mengajukan tiga bentuk anzats f, w dan y yang memenuhi persamaan (3.8) dengan

transformasi sebagai berikut(*"l,

A=f 7
B = of
, _
C=p7—fa)2
P =Ug=p=Y— %ln(f) - (3.10)

Penerapan transformasi (3.10) pada persamaan (3.5) diperoleh
ds? = f(dt)? — 2wf dt dp — (p? — fw?) (dp)? — eV~ (dx?)? -

e2v ~ (N (dx3)? (3.11)
atau dengan penyederhanaan dapat dinyatakan dalam bentuk

ds? = f(dt — wdp)? — f~He? (dp? + dz?) + p?d¢?] (3.12)
yang mana elemen garis (3.12) dikenal sebagai metrik Papapetroul®. Penerapan
transformasi (3.10) pada tensor Ricci Lewis pada persamaan (3.9) diperoleh tensor

Ricci Papapetrou sebagai berikut
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-2y 1 r* 2
Roo = 5{f (087 + 021 + 50,1) + 55| (0p0)" + @,0)”] = 0.1)% -
2

(0,1)%) (3.13a)
Rox = — 2[5 (930 + 020 — 20,0) +2f (3£ 0,0 +0,£0,0) +

ZGZVG)RO()] (313b)

p? w
R11 = _2R00 - 2([) (R01 + (UROO - ;Roo) (313C)

—loy— 9 fof+L0 wa 3.13d

R23—;z]’_ﬁ pfzf+ﬁ p WOz W (3.13d)

1 1 1 1 2
R,, = —azzy—agy+;6py+§(6,§f+5zzf+ ;apf)_f_z(apf) o

1 f? 2
27 (01 + 55 (00) (3.13¢)

1 1 1 1 2
R33=—022y—63y—; py+§(33f+az2f+ ;apf)_ﬁ(apf) -

= @07 + L 0,002 (3.131)

3.3 Persamaan Medan Vakum Papapetrou

Tinjauan medan gravitasi yang jauh di luar sumber menghasilkan syarat
batas limit medan lemah, yang mana untuk jarak r >> metrik asimtotik
Minkoswkian. Syarat batas ini memenuhi persamaan (2.14) yang mengakibatkan
tensor Ricci lenyap (R,, = 0), sehingga dengan menerapkan kondisi ini ke
persamaan (3.13) diperoleh

Roo = £ (0 + 02f + 20,1) + 5[ (9,0)° + 0,0)7] - @)% -
18



(3,f) =0 (3.14a)

1
Ro = f (9w + 03w — ;apw) +2(8,f 8,0 + 0, 8,0) = 0 (3.14b)
1
Ry3 = ;azy 2f2 0pf0,f + 6 wi,w =0 (3.14d)

1 1 1 1 2
Rzz=—azzy—agy+;6py+§(6ﬁf+azzf+ ;apf)_f_z(apf) o
f? 2
Z—ﬂ(azf)2+§(5pw) =0 (3:.14¢)
1 2
Rss = =07y — 05y —— PV+ ( 2f+62f+ f)_ﬁ(apf) B

=@+ %(azw)z —0 (3.149)

Dari ekspresi Ryy, Rog1, Rp3, dan R,, — R35; pada persamaan (3.14a)-(3.14f),

dinyatakan persamaan medan vakum dari persamaan (3.12) sebagai berikut

f(O3f +02f +-0,1) + i— [(0,0)" + (3,0)?] - (@,)? = (3,£)* = 0 (3.152)

f (03w + 03w - %apw) +2(0,fd,0 + 8,fd,0) = 0 (3.15b)
0,y = £50,f0,f - apwazw (3.15¢)
07 = 2 (0F)" - @007~ £[(30)" - (0.07] (3.150)

3.4 Persamaan Ernst
Metode Ernst merupakan salah satu metode yang digunakan untuk

menyelesaikan persamaan differensial non-linier (3.15a)—(3.15d), dengan
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membawa fungsi potensial f, w, y ke dalam bentuk potensial kompleksnya. Untuk

itu persamaan (3.15b) dapat ditulis menjadi
f2
V- p—ZVa) =0 (316)

dengan V dalam koordinat silinder. Diperkenalkan vektor A yang memenuhi
hubungan

2
];—ZVa) =VxA (3.17)

yang mana Vw orthogonal terhadap azimutal (¢3) Melalui hubungan persamaan
(3.16) dan (3.17) diperoleh
(VxA)edp=0 (3.18)
yang memberikan syarat d,A, — d,A, = 0 sehingga
0,4, = 0,4, (3.19)
yang mana persamaan (3.19) mengharuskan munculnya sebuah fungsi F(p, z, ¢)
yang memberikan
= 0,F (3.20a)
A, =0,F (3.20b)
Subtitusi persamaan (3.20a) dan (3.20b) ke dalam persamaan (3.18), diperoleh

jalinan persamaan
~[1 L[1
VxA=p [;(6¢62F — ,pAy)| + 2 [;(appAd, —950,F)]  (321)
Kemudian, memperkenalkan fungsi potensial baru yang didefinisikan sebagai Q =

d4F — pAg, maka persamaan (3.21) dapat ditulis menjadi
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VxA4= %(ﬁBZQ ~ 20,0) . (3.22)
Mensubtitusi persamaan (3.22) ke dalam persamaan (3.17) maka diperoleh jalinan

f? 14 5

Vo= ;(p@ZQ — 20,0)

(po,w + 20,w) = fﬂ (pa,0—20,0) (3.23)

Hubungan ruas Kkiri dan ruas kanan persamaan (3.23) memberikan hubungan

B, = %azg
p
aza) = —Fapﬂ
atau
fZ

0,0=L 0,0 (3.24a)
9.0=-L00 (3.24h)
p - p Z '

Persamaan (3.15a) dan (3.15b) dapat ditulis kembali berdasarkan persamaan
(3.24) dengan ekspresi sebagai berikut
fV2f —Vf-Vf+VQ-V2 =0 (3.25)
V2 —2(Vf-vQ) =0 (3.26)
dengan V dan V? adalah operator gradien dan operator Laplacian 2 dimensi dalam
koordinat silinder. Mengalikan persamaan (3.26) dengan bilangan imaginer,
didapatkan
ifV2Q — 2i(Vf-VQ) =0 (3.27)
Penjumlahan persamaan (3.25) dan (3.27) menghasilkan
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fV2f +ifV2Q = Vf - Vf — VQ - VQ + 2i(Vf - VQ) (3.28)
Diperkenalkan suatu fungsi potensial kompleks & (p, z) dengan definisil*]
E=f +iQ (3.29)

Penerapan persamaan (3.29) ke dalam persamaan (3.28) menghasilkan

fV2E=VE-VE
atau dapat ditulis menjadi

(Re O VZE=VE- VE (3.30)
Persamaaan (3.30) dikenal sebagai persamaan Ernst. Pengggunaan “Re” dalam
persamaan (3.30) menandakan komponen real potensial kompleks. Selanjutnya
diperkenalkan potensial kompleks baru & (p, z) melalui transformasi Mobius untuk

memperoleh bentuk alternatif persamaan Ernst, yakni:
£=2 (3.31)

sehingga persamaan (3.30) menjadi [lampiran B]
(§§-1)v2s =28 vg-v¢ (3.32)

dengan & merupakan kompleks konjugate &1,

3.5 Anzats Papapetrou Dalam Potensial Ernst
Potensial f,w,dany pada persamaan medan vakum (3.15) dapat
diekspresikan ke dalam fungsi potensial ¢ dengan memerhatikan jalinan persamaan

(3.29) dan (3.31) sebagai berikut

0 &1
frio=4, (3.33)
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Kemudian, berdasarkan persamaan (3.33) ditunjukkan potensial f sebagai berikut

1 -1 E-1) _ _ 61
f =Re (€+1) (a T E‘:) T E+D(E+) (3.34)

yang mana turunan orde pertama terhadap p dan z adalah sebagai berikut

B apf(3+1)2+ap€(f+1)2]
pf = [ (§+1)2(§+1)2 (3.35a)
L£E1)’ +azf(f+1)2]
3,f = [ s (3.35h)

Sedangkan untuk d,w dan d,w, mengingat persamaan (3.24a) dan (3.24b) terlebih

dahulu dicari potensial Q dalam &

§-1 -1y _ &%
0= Im($+1) (€+1 §+1) T+ (8+1) (3.36)

yang mana turunan pertamanya terhadap p dan z adalah sebagai berikut

pf(f+1) —0,E(&+1)?
0 = i(F+1)7 (£ +1)2

(3.373)

0,§(E+1)"-0,E(E+1)?
iE+1) 02

9,0 = (3.37b)

Subtitusi persamaan (3.34) dan (3.37) kedalam persamaan (3.24) didapatkan

- [0,8(3+1)*-0,8(s+1)?]
PP = P )

(3.384)

[0,8(+1)°-0,%(s+1)?]
i(£8-1)°

0,0 = — (3.38h)

Subtitusi persamaan (3.34a), (3.34b)), (3.35a), (3.35b), (3.38a) dan (3.38b) ke

dalam persamaan (3.15c) dan (3.15d), diperoleh d,y dan d,y dalam potensial &

sebagai berikut
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d,y = (Eg’#)z{apgapf‘ — 0,£0,&} (3.39a)

—__°F 3 3
0.1 = 7 0p80,€ + 0,60,¢) (3:39)

3.6 Solusi Ernst
Sumber medan gravitasi yang ditinjau merupakan benda berbentuk elipsoid
yang berotasi stasioner, sehingga persamaan Ernst lebih mudah diselesaikan dalam
koordinat spheroidal. Untuk itu dipilih koordinat prolate spheroidal (x, y) sebagai
berikut
p = k(x? — 1)z (1 — y?)2 (3.40a)

z = kxy (3.40b)

dengan transformasi balik

X = ﬁ(\/(k 22+ p2 + (k- 2%+ p?) (3.41a)

y=i(\/(k+z)2+p2—\/(k—z)2+p2). (3.41b)
yang mana k bernilai konstan dan y = +1 merupakan sumbu simetri. Gradien dan

Laplacian dalam koordinat prolate spheroidal disajikan sebagai berikut™*7]

k ~ 1 N 1
v= T [x(xz — D20, + (1 — y*)20, ] (3.42a)
(x2-y?)2
kZ
V2= 5 [0.(x? - D9, +9,(1 - yD)o, | (3.42b)

Persamaan (3.42a) dan (3.42b) disubtitusi ke dalam persamaan (3.32),

didapatkan persamaan Ernst dalam koordinat prolate spheroidal yakni
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(88 - D[ = 1DAE + 2x0,& + (1 — y2)83E — 29, €] =

28[(x% = 1) (8,82 + (1 — y2)(8,€) )] (3.43)
Dipilih parameter ¢ sebagai fungsi ¥ untuk mempermudah pengerjaan
matematis, yakni

& = e'®cothy (3.44)

dengan a merupakan konstanta dan y = 1 (x,y). Persamaan (3.44) disubtitusikan
ke persamaan (3.32), maka diperoleh persamaan Laplace sebagai berikut

V2 =0 (3.45)

dengan memilih y(x,y) = X(x)Y(y), dapat diterapkan separasi variabe pada

persamaan (3.48) dalam koordinat prolate spheroidal, sehingga diperoleh dua

persamaan Legendre sebagai berikut

azx

(x2—1)d .

+2x 1+ DXx =0 (3.46a)

(x? —1) +2 ——l(l+1)X—0 (3.46b)

dengan kasus I = 0. Solusi umum dari persamaan (3.46a) dan (3.46b) adalah(’]
Y = X2ola,Qi(x) + by P ()][c,Q,(y) + d, P ()] (3.47)
dengan Q; dan P, merupakan polinomial Legendre dan a;, b;, ¢;, dan d; merupakan

konstanta. Dalam perumusan Rodrigues Q; dan P, dituliskan sebagai berikut(*’]

P(u) = (u? — 1! (3.48a)

ﬁdl

0w =422 - D' (2)] - 2pam (X)) (348b)

zlu dul
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Jika dimasukkan syarat batas y = 1 dan y = —1 (sumbu simetri) pada persamaan
(3.48b), maka akan diperoleh solusi berbeda untuk masing-masing nilai y yang
menjadikan solusi Q tidak simetri. Untuk itu pada persamaan (3.47) dipilih ¢; = 0.
Jika dimasukkan syarat batas limit medan lemah (daerah yang jauh dari sumber
medan gravitasi) x — oo untuk setiap y, maka melalui persamaan (3.29) diperoleh
& = 1 yang terpenuhi apabila pada persamaan (3.31) £ — oo. Penerapan syarat & —
oo pada persamaan (3.44) dan (3.48b) mengakibatkan y» — 0 dan Q;(x) = 0. Untuk
kasus ¥ — 0 pada persamaan (3.47) hanya terpenuhi jika b; lenyap. Dengan
mensubtusikan nilai konstanta c; dan b; pada persamaan (3.47) diperoleh

Y =220 4 diQ ()P () = X0 a;Qi(x) P (y) (3.49)

Untuk kasus [ = 0, melalui persamaan (3.48a), (3.48b) dan (3.49) diperoleh

Y =% (2 (350)

x-1
Persamaan (3.50) disubtitusikan ke dalam persamaan (3.44), kemudian cothy

dibawa ke dalam bentuk eksponensial sehingga diperoleh

A !

iq (x+1D)%0+(x-1)%
! !
(x+1)%0—(x—1)%

(3.51)

dengan memilih syarat batas limit medan lemah, maka melalui persamaan (3.29)
diperoleh Q = 0. Kemudian, persamaan (3.44) disubtitusikan ke dalam persamaan
(3.36), maka diperoleh konstanta a = 0. Dengan demikian persamaan (3.51)
menjadi

 (x+1)%0+(x—1)%0
(x+1)%0—(x—1)%

(3.52)
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yang mana a, merupakan parameter deformasi. Dengan memilih a; = 1 pada
persamaan (3.52) maka diperoleh

E(x,y)=x (3.53)
Persamaan (3.47) simetri terhadap pertukaran x dan y, sehingga jika persamaan
(3.53) merupakan solusi dari persamaan (3.32), maka

Sx) =y (3.54)
juga merupakan solusi dari persamaan (3.53). Dipilih salah satu kombinasi linier
dari persamaan (3.53) dan (3.54) yang memenuhi persamaan (3.43), yaknilt’]

§ =px—iqy (3.55)

dengan p dan g merupakan konstanta yang memenuhi hubungan p? + ¢% = 1.
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BAB 4

METRIK KERR

Sajian persamaan (3.34), (3.38a), (3.38b), (3.39a) dan (3.39b) dalam

koordinat prolate speroidal dengan potensial (3.55) adalah sebagai berikut

[lampiran C]
f =B (4.1)
N s (42)
- w
% B (P2x2+:2(31/2_—3;j2x2— y?) (4.4)
o= A (4.5)

dy  (p2x2+q2y?-1)(x?- y?)
Kemudian, dilakukan pengintegralan pada persamaan (4.2), maka diperoleh

potensial w sebagai berikut [lampiran D]

k2q(1-y?) [(px + 1)%- q%y?
w=[- a(1-y*) [(px+ 1) qy]dx
(P2x?+q%y2-1)?

_ 2kq(1-y?)(px+1)
"~ p(p2x2+q2y?-1)

+C (4.6)

Dipilih konstanta integrasi C sama dengan nol sehingga persamaan (4.6) menjadi

_ 2kq(1-y?)(px+1)
@ S wrarrary D) 4.7

Selanjutnya, dengan mengintegralkan persamaan (4.4) diperoleh [lampiran D]
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_ x(1-y?)
V= f(p2x2+q2y2—1)(x2—y2) dx

_ (¥2-1)[In(y?-x2)-In(-p?x2—q2y?+1)] LC
2(p?y?+q*y?*-1)

)/:

o(2y+0) — PPX%Ha’y*—1
xZ_yZ

2,23 12,2
2y _ 1 P°X +q°y -1
e’ =C Ty (4.8)

Untuk x - oo dan y « akan terlihat dalam skala lokal koordinat asimtotik

kartesian, sehingga melalui persamaan (3.12) diperoleh syarat batas lim e?’ = 1.

X—00

Dengan memasukkan syarat batas ke dalam persamaan (4.8) maka didapatkan nilai

konstanta integrasi

, 1
C' = E
sehingga persamaan (4.8) menjadi
p2x2+q2y2—1
eV = G (4.9)

Selanjutnya, dilakukan transformasi (3.12) melalui hubungan (3.40a) dan
(3.40b), kemudian mensubtitusi persamaan (4.1), (4.7) dan (4.9) pada metrik (3.12),

maka diperoleh

p2x2+q2y?—1 2kq(1-y?)(px+1) 2
o P, ol -

(px+1)2+q2%y? p(p2x2+q2y?-1)

(px+1)%+q2y? (P22 +q*y* =1 [(x*=y*\ ;2 ;2 |, (¥*=Y*\ 1.2 4.2 2(2
——— — > k*dx® + (=—= ) k*dy* |+ k“(x* —
p2x2+q?y?2-1 L p2(x2-y?) x2-1 1-y

(1 - y2)d¢?} (4.10)
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yang mana persamaan (4.10) merupakan metrik Kerr dalam koordinat prolate
spheriodal (t, ¢, x,y).

Ekspresi ruangwaktu Kerr dalam koordinat Boyer-Lindquist (t',¢',r,0)
(bentuk standar metrik Kerr) diperoleh dengan mentransformasi persamaan (4.10)

melalui hubungan

t=t .
¢=9¢
. -
px =—-—1
m
qQy = %cos@ - (4.11)
1 —_
dengan p=%, g=2, k=m?-a?)2, x=—"" dan y=cosO
m m (mz_az)i
[Lampiran E], sehingga diperoleh
2 _2mr ,_Zmrasinze , 2_ %A . 5 ,Z_Q_Z 2
ds? = (1 : ) (at m—— d¢') Slorsin? 0 d¢'? — Ldr
0%d0? (4.12)

dengan o2 =r2 + a%cos?0, A=1r? — 2mr + a®.

Jika dipilih a = 0 pada persamaan (4.12), maka diperoleh

-1
ds? = (1 - sz) (dt")? —r?sin®?0d¢'? — (1 - sz) dr? —r?dg? (4.13)

yang mana persamaan (4.13) merupakan metrik Scwarzschild untuk solusi vakum

medan gravitasi statik simetri bolal'?l, Perbedaan antara metrik Scwarzschild dan
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metrik Kerr terletak pada rotasi dari sumber medan gravitasi. Untuk itu dapat

diidentifikasi bahwa a pastilah merupakan parameter momentum sudut.

4.1 Geodesik Metrik Kerr

Metrik Kerr pada persamaan (4.13) dapat disederhanakan menjadi

2 _ _2mr 2 _4mrasin®6 ., ..,
ds? = (1 = )dt TR dtdg
2 cin2 2
(r2 +a? + —megzsm 9) sin2 6 d¢p'? — QX dr? — p%2d6? (4.14)

dengan bentuk tensor metrik kontravarian sebagai berikut

2 2
00 94(r2+a2+7zmmg;m g)sinz 6
g = Zsin2 0 -
94(1—%>(r2+a2+2mm%)sin29+(2mrasin2 6)2
2mrasin? 0
01 — 10 — 0?
g =9 =- 2 gin2 in2 g\2
(1_2;1;r)<r2+a2+2mragzsm B)Sinz 9_(2mraQ:1n 9)
4 Zmr) -
1__
gt = d ( =5
94(1—%>(r2+a2+zmmg$e) sin? 8+(2mrasin? 6)?
22 __ _ 48
9 02
33 _ _ 1 - (4.15)
9% =-2 .

Tampak metrik Kerr pada persamaan (4.14) analog dengan Metrik Lewis pada

persamaan (3.5), sehingga diperoleh hubungan subtitusi sebagai berikut
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dengan

2mr
r2+a2cos?2 8

A

2mrasin? 6
r2+a2cos26

2mra?sin? 0
r24+a2cos?2 8

C=(r2+a2+ )sinze

2, .2 2
62”2 _ r<+a“cos“ 6

r2—-2mr+a?
e?ts = r2 4 g% cos? 0

Uy = %[ln(r2 + a?cos?0) — In(r? = 2mr + a?)]

Uz = %ln(r2 + a? cos? 0)

(4.16a)

(4.16D)

Kemudian, dilakukan subtitusi pada elemen simbol Christoffel (3.9)

menggunakan persamaan (4.16a) dan (4.16b),

Christoffel metrik Kerr (4.14) sebagai berikut [lampiran F]

2 2 qin2
msin“ 6 2mra“ sin© 0
r9, = [(r2+a2+—) r? —a?cos?0) +
20 p%(r2+a?cos? 9)2 r24+a2cos?2 8 ( )
2mra?sin? 0
2mra-sin"6 . - 20 _ 2
r2+a?cos20 (a cos“d — )]
2mra?sin® 6 cos @ [2mra? sin? 0 2mra?sin? 0
I = [ +2mr—(r2+a2+—
p%(r2+a?cos?0)2 Lr2+a?cos2 6 r2+a?cos26
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sehingga diperoleh simbol

)|

(4.17a)



0
l-‘12 -

- p%(r?2+a?cos?0)?

masin* 6 5 4mrZa?sin?0

2mra? sin? 0

p%(r2+a2cos20) (r2+a2cos?0)2

a?cos? 0-r?
r2+a?cos?2 6

(rz +a% +

2mra? sin? 9)]
r2+a?cos2 6

2mra3sin® 6 cos 8

Qmr —r?—-a?)

masin?6 [ a?cos? 6-r? ]

- p%(r2+a2cos20)

p? (r2+a?cos?9)2

2mrasin® cos0 (a?sin?0-2mr
( +1)

r2+a2 cos2 6

r2+a2cos?2 6

sin? 6 (Zmzra4 sin? 0 cos? 8 +4m?r2a? sin? 0-2m?r3a? sin? 0

__sinfcos@

p? (r2+a?cos?20)3

2m?ra?sin?0-2mra?sin?6 = ma?sin? 8-2mr? n )
(r2+a2?cos? 6)2 r2+a?cos? 0

4mra? sin? 6—2mr3-2mra?

2 2
T a
p? [ + + r2+a? cos? 6

+

2mra*sin* 0+4m?r?a?-8m?r2a?sin?0  4m?r2a*sin? 0+4m?r?a* sin? 9]
(r2+a?cos?9)3

(r2+a? cos?9)2

m(r?-a? cos? 0)(r?-2mr+a?)
(r2+a?cos29)3

masin? 6(a? cos? 6-r?)(r2-2mr+a?)
(r2+a2cos26)3

ma? sin? 0

_ (r*-2mr+a®)sin?6 [ 2mra?sin? 6

r2+a2?cos2 6 (r2+a?cos?29)?

T r-m

r2+aZcos2 ri-2mr+a?

a?cos 6 sin6
r2+a2cos2 6

_ r(r*-2mr+a?)

r2+a?cos2 0
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]

—

(4.17b)



3
l-‘00_

3 _
Fll__

3
l—‘22_
3
l—‘23_

3 _
l-‘33_

_ 2mrasinf cos6 ( a?sin? 60 )

2mra? cos @ sin 6 —
(r2+a?cos?09)3

(r2+a?cos?20)2 \r2+a2cos?0

sinf cos @
r2+a?cos? 6

[Tz L a4 4mra?sin? @ 2mra*sin* 0 ]
r2+a?cos26 (r2+a? cos?0)2
a?cos @sinf
(r2+a? cos? 0)(r2-2mr+a?)

T
r2+a? cos2 6

a?sin6 cos 6
" r21a%cos? 6 —/ (4'170)

Subtitusi simbol Christoffel (4.17a)-( 4.17c) ke dalam persaman (2.9),

diperoleh persamaan geodesik yang menggambarkan perilaku gerak dari partikel

uji di sekitar ruangwaktu Kerr sebaga berikut:

dzt’

d?t’
ds?

Untuk x* = x° = t’ diperoleh

dt’ dr dt do d¢’ d o do' de
+ 212 219 2rY, — 2T —=0
0245 as T #0355 T 12dd+ 13 4s ds
2msin? 0 [(7"2 L a4 2mra? sin? 9) (TZ a2 cos? 9) n
p%(r2+a?cos? 6)2 r2+a2cos? 6
2mra?sin? 0 dt’ dr 4mra?sin®0 cos @
————(a?cos? 6 — rz)] [— (rz +a? +
r2+a2cos?2 6 ds ds p2 (r2+a?cos?9)2
2mra?sin? 0 a?sin? 0 dt' de 2masin® 6 2
—— )t 2mr (5———> ——t |21 —
r24+a2cos?2 6 r2+a?cos? 6 ds ds = p2%(r?+a?cos20)
4mr?a?sin? 6 2mra®sin?6  a?cos?0-r?
— (rz +a* +
(r2+a2?cos?20)2  r2+a?cos?20 r?+a2cos?6
2mra?sin?0\] d¢’' dr = 4mra3sin®6cos@ de¢' do
)| (2mr —r? - )% 4’ =0 (4.18)
r2+a2cos?2 6 ds ds = p2?(r?+a?cos26)2
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- Untuk x% = x* = ¢' diperoleh

) P

02 4¢ ds 03dd

1d¢)d7’
12 g5 ds

1 d¢’d9
13 ds ds

+ 21} + 2[5

=0

d?¢’ = 2masin?0 [ a?cos?0-r? ] dt'dr . 4mrasin6cos@ (a2 sin? 6-2mr
ds? p? (r2+a2cos260)2l ds ds = p2(r2+a2cos20) \ r2+a?cos?20

) dt'do = 2sin?0 (Zmzra4 sin? 6 cos? +4m?r?a? sin? 0-2m?r3a? sin? 6

ds ds p? (r2+a?cos29)3
2m?ra?sin?6-2mra?sin?0 = ma?sin? -2mr? ) d¢' dr n 2sinf cos 6 [T‘Z n
(r2+a?cos? )2 r2+a2cos?2 6 ds ds p>

a2+ 4mra? sin? 0-2mr3-2mra? n 2mra*sin* 0+4m?r2a?-8m?r2a?sin?0
r2+a?cos? @ (r2+a?cos29)2

(4.18b)

4m?r?a*sin* 6+4m?r?a* sin? 6] d¢'do
(r2+a?cos209)3 ds ds

- Untuk x* = x? = r diperoleh

3 () 4 () +an s

T (@)~ G
(%) =0

d?r . m(r?-a?cos?0)(r?-2mr+a?) (dt’)2
ds? (r2+a2cos?0)3 ds

2masin? 0(a? cos? 0—r?)(r?—2mr+a?) dt’ d¢’ (r?’-2mr+a?)sin?6 [
(r2+a2cos?0)3 ds ds r2+a2? cos2 6

2mra? sin? @ n ma? sin? 0 ] (dd)’)z " ( r r-m ) (dr)z
(r2+a2cos?20)2  r2+a2cos261\ ds r2+aZcos?20 r2-2mr+a?/ \ds

2a?cos@sinf drdf  r(r?-2mr+a?) (d@)

r2+aZcos26 ds ds r2+a2cos26 \ds

(4.18c)

- Untuk x*=x3=9
d?0 3 (dt)? 3 dt'do’ ¢ 3 (dr)? 3 drdé
T (5) 2 +131 (5 s) +1 () 2 g

Oldd
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% (4) =0

d?6  2mra?cos0sinf (dt

dsz (r2+a2cos26)3 E) - (r2+a? cos2 6)2

I\ 2

r2+a?cos? 6 ds ds

4mrasin@ cos 0 ( a?sin?6 ) at'd¢

!

sin6 cos @ [TZ L a4 4mra?sin? 0 2mra*sin* @ ] (d¢>’)2
r2+a2cos2 6 r2+a2cos26 (r2+a?cos?0)2 ds
a?cos @sinf (dr)z 2r dr dé
(r2+a?cos?0)(r2—2mr+a?) \ds r2+a?cos26ds ds

a?sin@ cos 0 (d@)z
r2+a2cos26 \ds

(4.18d)

Untuk gerak pada daerah equator sumber massa (6 =§ dan% = 0) diperoleh

persamaan geodesik berdasarkan persamaan (4.18a)-(4.18d) sebagai

- Untuk x*=x%=1t¢'

da’t’  2mr? dt'dr = 2ma 4ma® 4ma® a?]d¢’dr
P 2y gyl ma et e )40’ ar _
ds? Ar# ds ds A r4 r3 r2] ds ds

- Untuk x% = x! = ¢’

d?¢' 2madt'dr 2 (4m2a2 2ma?-4m?a? " ma?-2mr? T‘) d¢' dr

ds? Ar?z ds ds A r4 r3 r2 ds ds

- Untuk x*=x2=r

d?r mA(dt’)Z_l_ZmaAdt’d(p' A [T 2ma2+ma2] (d¢')2+
ds? r* \ds r* ds ds T2 r3 T2 ds

-5 =0

- Untukx®*=x3=2¢0

dze

ds?
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berikut:
(4.19a)

=0 (4.19b)
(4.19¢)
(4.19d)



4.2 Lubanghitam Kerr

Lubanghitam merupakan objek dengan massa yang sangat besar dan
memiliki kerapatan menuju tak hingga, sehingga cahaya pun tidak dapat lolos dari
tarikan gravitasinya. Permukaan terluar di mana cahaya tidak dapat lolos dari
tarikan gravitasi lubanghitam disebut horison peristiwa. Sedangkan daerah yang
dilingkupi oleh horison peristiwa di mana tidak dapat diperoleh informasi dari
metriknya disebut singularitas.

Karakteristik singularitas untuk kasus lubanghitam Kerr dapat dilihat pada
persamaan (4.14) untuk kasus g,, =0 dan g,, = c. Pada g,, diperoleh
singularitas koordinat dengan syarat A= 0, sehingga horison peristiwa dapat
diidentifikasi melalui persamaan

r?2—2mr+a?=0 (4.20)
Selanjutnya dari persamaan tersebut dapat dicari akar-akar dari r, yaitu

ry =m+Vm2 —a? (4.21)
Tidak seperti lubanghitam Schwarzschild pada persamaan (4.13), batas permukaan
horison peristiwa tidak berhimpit pada g,,, sehingga untuk batas limit statik hanya

bisa diperoleh dari

2, .2 2p9_
goozl_m:r+a cos“ 6 2mr:O (4.22)

02 r2+a2 cos? 6

yang mana hanya bisa terpenuhi pada
r?+a?cos?f —2mr =0 (4.23)
Selanjutnya akar-akar persamaan tersebut yaitu
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T, =m+vVm2— a?cos? 6 (4.24)
sehingga dapat dipetakan batas singularitas dan masing-masing horison yang

dilingkupi oleh persamaan (4.21) dan (4.24) sebagai berikut

r. =m+Vm? - a2 (4.25a)
r~=m—vVm?—a? (4.25b)

T,y =m+Vm2 — a2 cos? 6 (4.25¢)
T, =m —Vm?2 — a? cos? 6 (4.25d)
r=0 (4.25¢)

Diperkenalkan parameter transformasi dari Boyer-Lindquist (t’, ¢',r,0)
ke Kerr-Schild (t", x',y', z") sebagai berikut [lampiran G]

t’ — t” —
1
x'= %+ a?)zsinf cos¢’

1
y' = (r? + a?)zsin § sin ¢’

z' =rcos@ J (4.26)

Dengan menggunakan parameter transformasi (4.26) diperoleh hubungan

12,12
2% = p2 (1 - ﬂ) (4.27)

r2+a?
Berdasarkan persamaan (4.27) dan (4.25a)-(4.25¢€) diperoleh gambaran horison

metrik Kerr berdasarkan hasil plot sebagai berikut
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Gambar 4.1 Batas-batas permukaan horison dan singularitas lubanghitam Kerr
untuk m > a.

Urutan permukaan horison pada gambar 4.1 diperoleh dengan meninjau
daerah ekuator (8 = 90) pada persamaan (4.25a) — (4.25d), sehingga dapat
disimpulkan bahwa 7., >r, > 1 >1,_. Pada persamaan (4.27) dan (4.25e)
diperoleh singularitas pada daerah x2 + y? = a? dengan z = 0. Pada permukaan

1.4, berdasarkan persamaan (4.14) dan (4.23) diperoleh metrik

mr

ds? = —2asin? 0dt'd¢p’ — (r2 + a? + a®sin? 0) sin? 6 d¢p'* — ZT dr? —
2mrd6? (4.28)
yang mengartikan bahwa benda apapun pada daerah antara ., dan r, tidak boleh
berada pada kondisi statik melainkan harus berotasi dibawa pengaruh parameter
momentum sudut sebesar a sin? & menuju pusat medan gravitasi. Pada daerah 7,
berdasarkan persamaan (4.14), (4.20) dan (4.28) g,, menjadi tak hingga.

Permukaan r-, ini disebut horison peristiwa, yang mana pada daerah ini foton tidak

dapat lolos dari tarikan gravitasi. Karena r, > r_ > r,_, maka pengamat tidak dapat
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memperoleh informasi dari daerah r_ dan 7,_ (daerah dalam lingkup horison

peristiwa).
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BAB 5

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Dalam penelitian ini diperoleh solusi vakum persamaan medan Einstein
untuk benda simetri aksial stasioner dengan menggunakan metode Ernst, yang
setelah ditransformasi ke dalam koordinat Boyer-Lindquist diperoleh solusi standar
seperti yang ditemukan oleh Kerr. Perumusan tersebut diberikan oleh persamaan

(4.12) yakni:

s 2 2 2 2
ds? = (1- %) (a - 22222 dg') — 2 —sin? 0dg'? — L dr? —

(e2—2mr) - o2-2mr

QZdQZ

dengan 02 =r%2+a?cos?0, A=r?—2mr + a? dan ¢ = 1. Yang mana

m : parameter massa dari sumber medan gravitasi
a : parameter momentum dari sumber medan gravitasi
0 > sudut polar dari sumber medan gravitasi

Kemudian, dalam penelitian ini ditentukan persamaan Geodesik dari
partikel uji disekitar ekuator pusat massa berotasi sebagai berikut:
- Untuk x* =x% =t

dt' dr
ds ds

d3t’  2mr?
+

ds? Ar#

2 2 !

2ma 4ma?
+ [3 — + =
A r ds ds

r3 r2

- Untuk x% = x! = ¢’
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d’¢’ 2madt’dr 2(4m2a2 2ma2—4m2az_l_m(JLZ—Zmr2 n )dqb'dr

ds? Ar? ds ds A r* r3 r2 ds ds

- Untuk x®* =x2=r

azr m_A(d_t’)Z 2maddt’ dg’ A 2ma? maz](dqb’)z_l_

— — r_
ds? r* \ds r* ds ds r2 r3 r2 ds

(- (E) =0

- Untukx®=x3=46

d?6

ds?
Selain itu, penelitian ini juga menggambarkan horison peristiwa pada kasus
lubanghitam berotasi. Pemetaan horison peristiwa diberikan oleh persamaan

(4.25a)- (4.25d), yang bentuknya

- rp,=m+vVYm? — a?
- - =m-—+Vm?-—a?

- T,y =m++Vm?—a?cos?6

- T,_=m-—+Vm?—a?%cos?6

denganr,, >r. >1r.>r1,_.

5.2 Saran
Penelitian dalam skripsi ini  belum mampu menjelaskan solusi dari
persamaan geodesik metrik Kerr dikarenakan kerumitan dari persamaanya,

sehingga diharapkan ada penelitian lanjutan untuk mendapat solusi yang dimaksud.
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Selain itu, diharapkan penelitian selanjutnya dapat menjelaskan secara lebih detail

mengenai tafsiran horison peristiwa dari lubanghitam Kerr.
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LAMPIRAN A
Elemen garis Lewis
ds? = A(dt)? = 2B dt d¢p — C(d¢p)? — e?1(dx?")? — e? 2 (dx3")?

Digunakan notasi turunan 24— A dan % = A'. Kemudian, simbol Christoffel tak

dx?

lenyap dari elemen garis Lewis adalah

ro — Ac . BB rl — AC | BB rz — _¢ o2
!
A'c BB ac' | BB 3 C —2u
o — + X = [ =—=—e 3
30 2p? 2p? 31 2p? 2p? 1 2
. ) . 3 — 0 520U, ps)
ro — _ B¢, BC rz — A -2, [y, = —ppetta-ts
2 — 0
de pe! 2 I =,
o __5¢C bl 3 4 5,-2u3
Iy = >+ = Too =7 e
2p 2p F3 —
23 = M3
i ) B _
1 _ _AB , 4B rz = — 5 -2u, 5 _
I} 12 B _ 3 — 4,/
ri—_48_48 [ =—=e % 33 = 13
03 — sz sz 2

Komponen Ricci tak lenyap berdasarkan persamaan R, = 9,5, — 9,7, + Flff, ap

rs T% adalah
R.=0T%—9r%+rfre _rfra
00 a” 00 0 a0 00 aﬁ’ a0 OB

= a2 l—‘020 + a3 l—‘030 + l-‘020(1—‘112 + l—‘222 + l—‘332) + l—‘030 (F113 + 1—‘223 + l—‘333) - (Flzo l—‘012 +

l-‘130 l—‘013 + l—‘200 l—‘020 + l—‘210 1—‘021 + l—‘300 ¥ 030 + l-‘310 l—‘031)



A A A AC | BB . . A ac’

=0,2e %2 4 0, =e s 4 Lo (—+ —+ u, + )+ e 2 (_
BB , , B _, AB | AB B _5 A'B | aB

— + + )—[——e Bl——=+4+—=)——e -+ +
207 TH2 THs 2 2p%  2p? 2 2p%  2p?

A _ou (AC | BB B _ou AB | AB A" _ou, (Ac , BB
et (Lrt o) — et (—i i) v e (DE ) -
p p p p p p

B _ A'B  AB
2 (-45425)
2 2p 2p

o, [A AL LA
e 2[2 2#2"'2#3"'

AB? (p AC )] o, |4 A A
a2 r o a= I,Ls a2 20 ! a0 !
72

(e s
2p2 2p 2p?

Ry =0,T% — 0,T% + /1% —T0 18

= aZ r 121 + a3 l—‘131 + l—‘121(1—‘002 + 1-‘222 + 1-‘332) + 1-‘131(1—‘003 + 1—‘223 + 1—‘333) - (FOZI 1-‘102 +

l—‘031 l—‘103 + l—‘201 l—‘120 + l—‘211 l—‘121 + 1—‘301 l—‘130 + l—‘311 l—‘131)

—a. (¢ —Zuz)_ ¢ p-2uy _ € p-2my (A_C BB ., -)_
62( 5 € 6329 ;€ sz+2pz+ﬂz+#3
c' A'c | BB , , S o BC = BC
2 ¢ ”3(§+§+“2+“3)_[_Be ”2(_§+§)_

_ B'c = BC' AC BB \C _ ac’ BB\ c' _
B'e K3 (—‘——3 +'——;) —'(——;'+ —7;)"8 2, —'(——; +'——5)'—'€ 2M3]
2p 2p 2p 2p% /2 2p 2p%2) 2

2p 2p  2p?
c’ B'%c pl Ac
¢y L o (2 2]
2 2p 2p 2p

Roy = 0,151 — 0oTgy + Ty T — 1_‘131 0B

_ ¢ C. ¢ . BZC p Ac _ c"” c’
I e

a



R22

= a2 l—‘021 + a3 l-‘031 + l-‘021(1—‘222 + l—‘332) + l—‘031 (F223 +T

Orz2 _rors3
1—‘211—‘00 l—‘311-‘00

=0, (~Ze2e) 40, (— o) + (~ 22 ) (i, + pip) +

() Garmd ~(3e

FZZZ l—‘112 + l—‘232 l—‘113 + l—‘222 l—‘332 + 1—‘232 I 333
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l—‘32 l—‘22 - l—‘32 Fzs
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BB

BC AB
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2p?

—o-2uy [_B B, _B. _ 4BC (i__
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B, ABc’ ' (p _ BB
2 K2 2p? +B (Zp sz)]
= aar;; - 621"“ l—‘22 ap Ffz 2f
= a2 I‘222 + 63F232 - 62F002 - a2 F112 - a2 F222
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Ry = 0,18 — 0,I% + TAT% —Thre,
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LAMPIRAN B
Berdasarkan persamaan (3.33) dan (3.34) diperoleh hubungan
1] g2 -1\ gt
[Re E+1] v (€+1) v (m) V(f+1) (1)
Dalam koordinat silinder kanonik diperoleh

2_ 0% 19 | 0%
\Y _6p2+p6p+822 (2a)

~ 0 A 0

V=p+ig (2b)

Persamaan (2a) dan (2b) disubtitusikan ke dalam persamaan (1) diperoleh
E-11[ 0% [(¢-1 &-1 9% (&-1 _[A~0 (&1 5 0 (§-1)] .

re S () +35 ) += )] = o5 (D) + 25 ()]
A0 (E-1 L0 (E-1
5 (&) + 25 ()]
Untuk mempermudah penurunan persamaan (3.34) disederhanakan sehingga diperoleh

[re (1=l (1 —550) +557 (1= ) + 27 (1=l = o (1
)t (-] s (1-s0) 25 (1-55)]

Kemudian, diiturunkan terhadap masing-masing operator diperoleh

§8-1 28pp % 12 282z 447 ]: 5250 p 2% ] -

GG+ D2~ Grn® T pGrn? T @z @3l 1P Groz T2 G2

L2, . 28
[p Gz T Z(E+1)2]

sehingga hasilnya diperoleh

(§§—1)V2&=28 V5 V¢



LAMPIRAN C
- Persamaan (4.1)
Untuk f berdasarkan persamaan (3.37) diperole

f=Rel= 1(g +g) __§81 (px—iqy) (px+igy) -1
TV e+l 2\&+1  F+1) T EE+E+E+1 (px—iqy)(px+iqy)+px—iqy+px+iqy+1

_ p2x2+q%y%-1
(px+1)2+q2%y?

- Persamaan (4.2) dan (4.3)

Terlebih dahulu dicari Q melalui persamaan (3.39)

Q= Im (5;1) _ i(f—l _ 5—1) _ §-¢ _ _ (px—iqy)-(px+iqy)
E+1 20 \E+1  E+1 i(E+D(E+1) i(px—iqy+1) (px+iqy+1)
_ -2qy
(px+1)2+q2%y?
3.,2
0 = apqy(px +1) 4q9°y 2q

X7 [(px+ D%+ q%?2  ((px+ D%+ q%?)?  (px+ D%+ q%)?

__2q((x+ 1~ q%?)
T [px+ D+ q2y2)?

Dengan mensubtitusikan parameter f,€,,€Q, (dalam bentuk potensial Ernst) ke dalam

persamaan w, dan w, diperoleh

w, = f%ﬂz = f% (Qxxz + nyz)
w, = —f%ﬂp = —f%(ﬂxxp + nyp)



Untuk w,
Wy = Wy Px + W,Zy
- f% (Qxxsz - Qxxpzx + nysz B QYyPZX)
= fﬁz 19, (2,00 —2,2,) + Q) (V00 — ¥,2,)]
Dengan pemisalan
Wy = fﬂ2 (2,4 +Q,B) dengan A = x,p, —x,2, dan B = y,p, — ¥,2,
Untuk A
A=0
Untuk B

1 1
_ (1-y*)2[x(x +¥)— y(x + Y+ xk(x =)+ y(x = y)] _ (1-y2)2

B

2(x2- 1)%(x -Nx+y) (x%- 1)%

Persamaan A dan B dsubtitusi kembali ke w, diperoleh

1 1 1

_k(x*-1)2(1-*)2 | 2q((px+ D?*- q%y*)(1-¥?)?

x = pzx2+q2y2_1]2 -
(px+1)2+q2y2

1
((px + D2+ q%y?)2(x2-1)2

_ 2kq(1-y%) [(ox + D?- ¢%7]
B (p®x? +q%y* ~1)?

Untuk w,

Wy, = w,p, + W,z

y y

= f% (Qxxz + nyz)py — f% (Qxxp + nyp)zy

= fﬂz [‘Qx (xzpy - poy) + ‘Qy(yzpy - ypZy)]



Kemudian, dimisalkan C = x,p, — x,z, dan D = y,p, — y,z,, sehingga
_ P
w, =5 [9.C+9,D]

Untuk C
1
2_1)2 _
(1-y?)z 2k ((k+2)2+p2)2 2k((k—-2)24p2)2 2k ((k+2)2+p2)2

1
2k ((k—2)2+p2)2

1
2

(x*-1)

1
(1-y?)2

D=0
Persamaan C dan D disubtiusi kembali ke W,

4kpqy(x* - 1) (px + 1)
y (p%x%+ q%y?- 1)?

- Persamaan (4.4) dan (4.5)

Dengan menggunakan persamaan (3.42a) dan (3.42b) maka dapat diperoleh vy,

dan y, dalam koordinat prolate spheroidal sebagai berikut.

untuk y,

Ve = [(se )(fpfp Ef)]px [(ff 1) (8 +€E”)]



= pe {6, + £3) 6, + §3,) = (ot + £ ) Eex+ E0,)]] +

“x {(fglil)z [(Exxp + fyyp)(gxxz + fyyz) + (Exxz + Seyyz)(gxxp + écyyp)]}

= oo el (3 = 2D + 22 %2, 4 (80 8, ) (6700 = X220 +

X)YoZy+%,5,2,) + E,E (V2 — V2)px + 29,7,2.]}

(55 % 3 [5:5A+6,8,B + (8,8, +§,8,)C]

<1 - 2= 1)

= Exf_x[(xg - xzz)px + 2xpxzzx] = k(x2— y2)

2(1 - y)2(1-?)

1
k(x?-1)2(x?- y?)

B =& [(y2 —y2)pe + 2Y,Y,2 | = —

1 1
y(x?-1)2(1 - y?)2
k(x2_ yZ)

C= (Exf_y + {Ty gx)(prppx — X, YPx t XpYzZy + xzypzx) ==

Masukkan nilai A,B,C ke dalam persamaan y,

+ (&8, +

k-0 -y, = [x- y)z(x-l)z
Vi = (53—1)2 <Ex§x|: k(x?-

fyfx)[ y(x-1>2(1 y)z] 6, [x(l—yziz(l-ﬁ)])

k(x?2-1)2(x2-y?)

(1-y%)

- (£8-1)"(x2-y2) [x(xz - DEE —x(1 _yz)fygy —y(x* - 1)(€x‘>gy + fy‘fcx)]

Untuk y,,

B = ooy (Gfs — 68D + e (6,6 +6.8,)z



- (fglil)z [(Exxp + fyyp)(f_xxp + f_yyp) - (fxxz + Eyyz)(gxxz + gyyz)]py +

(&;’%1)2 [(fxxp + ny’p)(SExxz + ”Eyyz) +(&x, + EyyZ)(Sfxxp + SEyyp)]zy

(ff 1) [f E (X py _pry + zxprZy)+ f:}/E_y(ygpy _yzzpy + zypyzzy) +

(gxf_y + fyf_x)(ypxppy _nyZpy +nyZZy + nypZy)]

= G D+ S GE+ (84, + 8 )F]

y (= 1)2(x2- 1)

1
k(1-y?)2(x?- y?)

D = (x2p, — xZp, + 2x,x,z,) =

Y2~ 1)2(y2- 1)

1
k(1 - y?)2(x%- y?)

E = (y2p, —¥2p, + 2y,¥,2,) =

1 1
x(x*-1)2(1-y%)2
F = (XYoPy = 2,9,y + X,Y,2, + X,9,2,) = ==

Masukkan nilai D,E,F ke dalam persamaan y,,

)/y = (5;%)2 [fxf_xD + EygyE + (fxf_y + S;ygx)F]
y (62— )2(x2- 1) _ ﬂx-ﬂiy
r + + (&,
(&'ﬂ{gf[u»wnaﬂ-w> iﬁyLu | TES

|

(x*-1)

= (5?—1)2(x2—y2) [y(xz - 1)€xf_x - y(l - yz)fyf_y + X(l — yz)(fxf_y + Eyf_x)]

Maka kita dapatkan y, dan y, sebagai berikut

B = e [P — DEE —x(1-yD68, =y = D(EE +§,8)]



Yy b 2) [y(xz — 1)€x€x - y(l - yz)fy'gy + x(l - yz)(fx"fy + EYEX)]

GEEE
Dilakukan subtitusi potensial Ernst orde pertama ¢ = px — iqy pada persamaan diatas

dengan p dan g merupakan konstanta, Sehingga dperoleh

(-5) |
Vx :(p2x2+q2y2—3;)2(x2—y2)[x(xz_ Dp? —=x(1-y*q* — y(x*— 1)(iqp —
iqp)]
_ x(1-y?)
= (p2x2+q2y2—1)(x2—y2)
dan
— (xz—l) [ ( 2 1) 2 _ (1_ 2) 2 (1 _ 2)( o )]
Y = Gy YW T Dpt oy =yt x y*)(iqp — iqp
y(x?-1)

T (0% +q2y2 -1 (x%- y?)



LAMPIRAN D
- Untuk w

Dipilih persamaan (4.2)

_ k2q(1-y*) [(px + 1) *- q%y°]
w = f (p%x2+q2y%-1)>2 dx

=k2q(y%?—1) [I@de + IM dx]

224 q2y2_1)2 (p2x2+q2y?—1)2

=k2q(y?—1)[A+ B]

Untuk A

A= p’xt

p2x2+q2y?—1)2

Misalkan x = ¥2Y ~14, dan dx = —V‘?py‘ldu

14
Sulihkan ke dalam persamaan A

2
/22_
pz -y 1u
p

a4V =1 gy

2 2
/qzyz_1 p
pZ > u +q2y2_1

3
2,2_1)2 2
_ (a%y*-1) u _du
P ((q2y2-Du?+q?y?-1)
1 u?
= oy e

1 1 1
T /a1 [f w?+1) du - f (u?+1)? du]

1
T pJami1 ¢ = D]



Untuk C

C=[——du

(u2+1)

Subtitusi u = tanv dan du = sec?vdv

C =f sec? v dv

(tan? v+1)

Karena tan? v + 1 = sec?v, maka

2
C = fz:zzzdv = [dv =v =arctanu
Untuk D

D=[——du

(u? +1)2

Subtitusi u = tanv dan du = sec?vdv

2

D:f sec” v

(tan? v+1)2

Karena tan? v + 1 = sec?v, maka

D=] — dvszOSZVdvszCZLZVdV=%f (1+c052v)dv=l(v+

(sec? v)? 2

1 .
5 sin 21/)
Subtitusi balik v = arctanu
1 1 1 .
D= f(uzT)zdu = E(arctanu + Esm(Z arctan u))

2 tan 6

1+tan? 0 maka

Karena sin 26 =




_ _1 2 tan(arctan u) )
D= f( 2+1)? du = <arctanu ts (1+tan2(arctanu) >

Karena tan (arctanu) = u, maka

D= f(u oz du = (arctanu + (1;:12))

Mensubtitusi balik C dan D ke persamaan A diperoleh

1 1
= —==—=|zarctanu —
pyqyc—112

A= % [arctanu - —(arctanu + ( - 2))]
PV qy - 2 1+u

()]

Subtitusi balik u =

px ;
NeLTa diperoleh

. )
Ja¥vi-1 ”
|
)

( [
| |

A= » qyz 14léaI‘Ctan<f_2yxz 1>_%|1+< N >2
k l Jav? -1 J

= L arctan( b ) L (px 1 )
2pJq%y*-1 q%y*-1 2p/q%y% -1 \p*x%+q%y* -1

2px + 1— qzy2
Untuk B = fm dx

Misalkan x = ¥2Y "1y dandx = Y2 1qy

=
N——
+
[
<
<
K~
<
|
=
U

B=J




— ,/qzyz—lf 2u1/q2y2—1 + 1- qzy2

P {[(¢%% -Du? 12+q%y% -1}2 du

[quy - f(z+1)z du—(q )f 2+1)2 du]

p(q y —1)2

untuk

u
f(u2+1)2 du

Misalkan v = u? + 1 dengan dv = 2u du

—2+1 1

— v s —
f(u +1)2 f 2(—2+1) T ow

Jadi

[—i—du=———
(u?+1)2 2(u?+1)
Untuk

1
f(u2+1)2 du

f(u 7 du = (arctanu + (1ru2))

jadi
\/qzyz—l_l 2,,2 _ < u )]
B = - _1)2[ WD) 2(q y*—1) arctanu+(1+u2)

_| 1 _ 1 ( - +( u ))
= (u2+1)p(q2y2_1) Zp r—qzyz—l arctanu 1+uz

. . __ px
Subtitusi balik u = =




|( [
|
_ ) _ 1 _ 1 pXx
B = { . - _qzyz_liarctan( q2y2_1> +
( E= >+1 p(q?y?-1) |

—{— (2+px) - L arctan( P )}
2p(p2x2+q2y2—1) 2p /q2y2_1 (q2y2_1

Subtitusi balikk A dan B ke dalam w

w = k2q(y*—1)[A+ B]

=k2q(y? -1 [—1 arctan( px ) = < P ) -
9l ) 2pq?y* -1 Jaty?-1 2p/q%y% -1 \p?x?+q%y* -1
(2+4px) _ 1 DX
2p(p*x2+q%y*-1)  2p.[q%y?-1 arCtan(quyz—l)]

_ 2 pxq 5y -1 (2+px)
= k2q(y 1)[ Zp\W(p 2x2 4q2y2 —1) 2p(p2x2+q2y2—1)]

. 2kq(1-y?)(px+1)
- p(P2x% +q%y%-1)

+C



- Untuk y

Dipilih persamaan (4.4)

v=0-9)] o dx

x2+q2y2 _1)(x2_ yZ)

Misalkan u = x? dan du = 2x dx

_ (1-%%) 1
Yy = 2 f (p2u+q2y2—1)(u— y2) du

Dilakukan manipulasi penyebut seperti berikut

1 A B
P2u+q2?-1D(u—y2)  (P2u+q?y?-1  (u-y?)

_ Alu-y*)+B(p®u+q®y*-1)
- (p2u+q2y2—1)(u— yZ)

sehingga diperoleh hubungan

Alu— y*) + B(p*u+q?y*—-1)=1

Dengan memperhatikan kesetaraanfungsi u antara ruas kiri dan ruas kanan diperoleh

Au+ Bp*u=0
A = —Bp?
dan

By*(p*+q*)—-B=1

karena p% + q? = 1 maka



Kemudian, subtitusi kembali A dan B ke persamaan berikut

1 _ A B
@*u+q??-D(u-y?) (P?u+q??-1) (u-y?)

2
1
p 2

_ o 21 _ p N 1
@P?u+q?y?-1) = (u-y?) ?-D@P*u+q?y?-1)  G*-D@u-y?)
sehingga diperoleh y
_ (y*-1) [ p* ]
v="Zlomemar o —1)<u )

(3’ —1) [f

1
-1 (p? u+q e oy yZ)du]

N |-

[p2f21—2_du —f(u_lyz)du]

(p%u+q?y?-1)

Untuk fm du

Misalkan v = p?u + q%y? — 1 dan dv = p?du

[ dv = pl—zln(pzu+ q*y*—1)



1
Untuk f(u_—yz)du
Misalkan v = u — y? dandv = du

f%dv =Inv=In(u-—y?)

Jadi y diperoleh

Yy = %[pZJ' - du — f(u_lyZ)

(p2u+q 2y2 _1)

= % [In(p?u + q%y?— 1) —In(u —y?»)]+C

Subtitusi balik u = x?

1

¥y ==[In(p?x* + ¢*y*— 1) —In(x? —y?)]+C

2

2y-c _ P x*+a’y -1
e - xZ—yZ

2y _ ,p2x2+q2y2—1
eV =C R

% (ln

p2x?+qy?-1

x%—y

2

)+cC



LAMPIRAN E
Penentuan parameter transformasi metrik Kerr dalam koordinat prolate
spheroidal ke bentuk standar dalam koordinat Boyer-Linquist diperoleh berdasarkan
hubungan antara potensial kedua metrik tersebut. Merujuk pada persamaan (4.10)

diperoleh Metrik Kerr dalam koordinat prolate spheroidal yakni

2
Ry 1 e I
(px+1)%+q2%y? p (p?x%+q?y?-1)

(px+1)2+q2y2{p2x2+q2y2—1[(xz—yz) 232 (xz-yz) 2 2] 2(v2 _
p2x2+q2y? —1 P2 (x%—y2) %21 k“dx* + 152 k dy + k (X

(1 -y?)de?

Sedangkan metrik Kerr dalam koordinat Boyer-Linquist adalah(]

2 _ _Zmr ,_2mrasin26 ,2_ 0%A .2 ,2_£ 2 2 2
ds? = (1 . ) (at e d¢') Er=sin? 0dg? — L dr? — g?df

Metrik (4.10) dapat dibawa kedalam bentuk sederhana serupa metrik papapetrou

berdasarkan persamaan (4.1), (4.7) dan (4.9) yakni

ds? = fdt —wdd)? = Fh[e? (2 — y?) (Z=+ 25) + (22— D(1-

1-y?
y2)dg? |
Sehingga, melaluli hubungan potensial pada suku d¢? dari metrik di atas dan metrik

Kerr dalam koordiant Boyer-Linquist diperoleh

%A
o2-2mr

sin? 0 = fk?(x*—1)(1 —y?)

2mr

dengan f =1 — /7 . Selanjutnya, dengan mensubtitusi nilai f diperoleh




r? —=2mr + a?
x2-1DA-y?» = 2 sin? 6

Dalam koordinat prolate spheroidal, x merupakan komponen radial dan y merupakan

komponen angular. Karena itu, berdasarkan persamaan di atas diperoleh hubungan

r2 —2mr + m?
x? =

mZ_aZ
r—m
X =

1
(m? — a?)2
dengan konstanta k dipilih k = (m? — a?)2. Selanjutnya untuk komponen y diperoleh
y2=1-—sin%8
y =cos 6

Kemudian, untuk penyederhanaan transformasi pada metrik (4.10) dipilih konstanta
_(m?=a?)?
m

, sehingga diperoleh parameter transformasi

_T' 1
Px—m

Selanjutnya, merujuk pada syarat konstanta p dan g pada persamaan (3.55) yakni

p?+ q? =1, diperoleh konstanta g = %sehingga diperole parameter transformasi

qy = — 7]
= COoS
y



LAMPIRAN F

Terlebih dahulu diuraikan komponen (4.16b) beserta turunannya sebagai
berikut
2
- Untuk A=1— %
r“+a“ cos“ 0
Misalkan
—_ [ — ; 7 - _ 2—7'
u=-2mr u 2m v r2+a? cos? @ v (r2+a? cos? 9)?
diperoleh
0A amr? 2m _ 2m(r? —a® cos? 0)
ar  (r2+a%cos?0)?> 12+a%cos?8  (r?+a?cos? 6)?
Kemudian, misalkan
— r _ 1 ; _ 2a®cosfsin @
u=-2mr u=0 v= r2+a? cos? 0 v= (r? +a? cos? 6)?
diperoleh
94 _ 4mr a® cosfsin @
20 (r2+a? cos?0)?
2 in’ 0
- Untuk B = %
r“+a“ cos“ 6
Misalkan
uw=2mrasin? u =2masin? v=——r—  p=-—— 2T
r24+a? cos? 0 (r? +a? cos? 6)?
diperoleh
9B _ 2masin®@ 4mr?asin?@ __ 2ma sin® 6(a® cos® 6-r?)

ar r2+a%2cos?6 (r?2+a?cos?0)? (r2+a? cos? 9)?



Kemudian, misalkan

2 .
) ' . 1 ' 2a“ cosfsinf
u=2mrasin“8 u =4mrasinfcosf v=—Fy—-— = —_—
r2+a? cos? 6@ (r2+a? cos? 6)?
diperoleh
B _ amra®sin®6Hcos@ | amrasinf cos® _ 4mrasin @ cosf ( a?sin? 6 1)
a0 (r2 +a? cos? 6)? r2+a? cos? @ r2+a2cos?20 \r?+a?cos?@

2.2
2mra” sin“ 6 .
- Untuk C = (rz +a% + ﬁ) sin? @

r“+a“ cos“ @
ac _ [T‘ _ 2mr a®sin® @ ma?®sin® 9 ] 2 sin? @
or (r?+a?cos?6)?  r?+a?cos?0
ac dr®sin®@ | 9sin” 6a’ d (2mra®sin* 6 . 2 5, 4mra’®sin® 6
—_— = + —(—)ZZSIHQCOSH[T +a +————
L L 06 06 \r%2+a?cos?6 r2+a?cos? 60

2mr a* sin* 6 ]
(r?+a? cos? 6)?

- Untutk p, = % [In(r? + a? cos? 0) —In(r? — 2mr + a?)]

ou, T r—-m
or r2+a? cos?6  r?-2mr+ad?
ou, __ a®cosf sin @

20 r?2+a? cos?0

- Untuk p; = %ln (r?* + a® cos? 0)

Ous r
ar  1%+a? cos?6
dus; _ a’sin@cosb

30~ r2+a? cos?@



- Untuk p? = AC + B?

5 (1 2mr ) SN 2mra®sin® 6\ 04 2mrasin? 0 \°
=(1l———)[r?+a sin
p r2 4+ a2 cos?6 r2 + a? cos?6 r2 4+ a?cos?0

Kemudian, masing-masing komponen di atas disubtituskan ke dalam simbol

Christoffel (3.9), maka diperoleh simbol Christoffel metrik Kerr sebagai berikut

.2
FSO _ msin® 6 [(7‘2 + a2 +2mra sin? 9) (T . C0329)+

p?(r? +a? cos? 09)? r2+a? cos? 0

2mra? sin? 6
“——————(a®cos?6 — rz)]

r24a? cos? 0

ro — 2mra?® sin® 6 cos 0 [ ( a® sin? 0 + 1) (T‘z +a?+ 2mra? sin? 0)]
30 p?(r?+a? cos? 9)? r?2+a? cos? @ r?+a? cos? @

ro — ma sin* 6 [ 4mr?a” sin® @ 2mra®sin®@  a®cos®@-r? (TZ +a?+
12 2(r2 +a? cos? 9) T (r2+a?cos20)? | r’+a’cos?8  r’+a?cos?

2mra? sin? 9)]
r24a? cos? 0

FO _ 2mra® sin® 6 cos 6
13 p?(r?+a? cos? 9)?

QCmr —r? —a?)

rL —mae sin® 0 [ a®cos? 912 ]
. p? (r?+a? cos? 6)2

1 2mrasin@cosf (a®sin? 6 -2mr
gz = 1

p?>(r?+a?cos?0) \ r?+a? cos?6




1
l-‘31_

2
l—‘00 -

2
l—‘01

2
l—‘11

2
l—‘22

2
l—‘32

2
l—‘33

3
l—‘00

3
l—‘01

2 2 3 2

_ sin?6 (Zm2 ra*sin? 9 cos? 9+4m?r?a® sin? 9—2m?r2a? sin® 9

- p? (r2+a? cos? )3

2m?ra? sin® 0 -2mra? sin? 6 ma? sin? §-2mr? + T)
(r?+a? cos? 6)? r2+a?cos? 0
sin 8 cos@ amra? sin? 6—2mr3—2mra?
nfeost |2 +a? + n_o—mr +
p r“+a“cos“ 6

2mra* sin* 6+ 4m? r?a? -8m?r? a? sin? 0 am?r? a* sin* 6+4m?r?a* sin® 9]

(r?+a? cos? 6)? (r?+a? cos? 9)3

B m(r? — a?cos?0)(r? — 2mr + a?)
(r?2 + a? cos?6)3

masin® 8 (a? cos?0 —r?)(r? — 2mr + a?)
(r?2 + a? cos?0)3

(r? — 2mr + a?) sin? 0 2mra? sin? 6

ma? sin? 6

’r' —
%2 + a? cos? 6 (r?2 + a? cos29)2

r r—m

2+ a%2cos?0 12— 2mr + a?

a® cos O sin @
r2 4+ a? cos?0

r(r? — 2mr +a?)
r2 + a? cos?6

2mra? cos 6 sin
(r?2 4+ a? cos?6)3

_ 2mrasin @ cos6 a? sin® 6 1
 (r2+4 a?cos?26)2\r? + a? cos?6

+
r2 4+ a2 cos?0



3
FZZ

3
l-‘23

3
l—‘33

sin 8 cos 6 5 5 4mra® sin® 6

2mra* sin* 6

- r°+a® +
2 + a? cos26 2 + a? cos? 0

a? cosf sin @
(r2 + a? cos?260)(r?2 — 2mr + a?)

r

r2 4+ a2 cos?0

a®sin 8 cos 0
r2 4+ a? cos?0

(r? + a? cos?6)?



LAMPIRAN G
Penentuan parameter transformasi metrik Kerr dalam koordinat Boyer-Linquist
ke bentuk koordinat Kerr-Schild (serupa kartesian) diperoleh berdasarkan hubungan
antara potensial kedua metrik tersebut. Merujuk pada persamaan (4.12) metrik Kerr

dalam koordinat Boyer-Linquist adalah(t®]

2 _ _2mr ,_Zmrasinze ' 2_ 0%A ) ’2_£ 2 2 2
ds —(1 . )(dt —dq,’)) 7 —zmy SN 0do Adr 0°do

2 o%?—-2mr 2—

pada kondisi Minkowskian (m = 0), metrik Kerr di atas tereduksi menjadi

r?+a? cos? 6

r?+a?

ds? = dt'’> — (r2 + a®)sin? 9 d¢p'* — dr? — (r? + a? cos?0)d6?
Merujuk pada persamaan (2.4b) yakni Minkowskian dalam koordinat bola
(t",7,¢',0), diperoleh metrik

ds? =dt"* —%sin® 0 d¢'> — di? —72d0
Kemudian, melalui potensial pada suku d¢'*(azimutal) diperoleh 7 =+/r2 + a2.
Sehingga, melalui transformasi koordinat kartesian ke bola di peroleh parameter

transformasi antara koordinat Boyer-Lindquist (t',¢’,r,6) dan Kerr-Schild

(t",x",y', z") sebagai berikut

1
7sinf cos ¢’ = (r? + a?)2sin 6 cos ¢’

xl

1
Fsin@sin¢’ = (r* + a*)2sin O cos ¢’

yl
Untuk z, karena merupakan sumbu simetri yang tidak terpengaruh parameter
momentum sudut maka # = r, sehingga

z=1tcosf = rcosf



