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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang
Teori graf bermula dari masalah jembatan Konigsberg. Leonhard Euler,

seorang ahli matematika Swiss, memecahkan masalah ini untuk pertama kalinya
pada tahun 1736. Euler mencoba membuktikan kemungkinan untuk melewati
empat daerah yang terhubung dengan tujuh jembatan di atas sungai Pregel di
Konigsberg, dalam sekali waktu. Euler memberikan menyelesaikan permasalahan
tersebut ke dalam bentuk graf dengan empat daerah merepresentasikan titik dan
tujuh jembatan merepresentasikan sisi.

Menurut Hasmawati (2020) dalam bukunya yang berjudul Pengantar dan
Jenis-Jenis Graf, graf adalah pasangan himpunan , dengan adalah
himpunan diskrit yang anggota-anggotanya disebut titik, dan adalah himpunan
dari pasangan anggota-anggota yang disebut sisi. Penelitian tentang graf
hingga saat ini terus berkembang pesat. Teori graf memiliki banyak topik
penelitian yang menarik diantaranya yaitu bilangan kromatik, dimensi metrik,
dimensi partisi, bilangan ramsey, pelabelan dan lain sebagainya.

Salah satu topik yang dapat dikembangkan dalam teori graf adalah dimensi
metrik. Dimensi metrik diperkenalkan oleh Slater pada tahun 1975 dan Harary
dan Melter pada tahun 1976. Slater menggunakan istilah reference set untuk
menyatakan himpunan pembeda minimum graf . Dia menyatakan kardinalitas
dari himpunan pembeda minimum disebut location number graf . Sementara itu,
Harary dan Melter menggunakan istilah himpunan pembeda (resolving set) untuk
mendeskripsikan konsep dimensi metrik seperti yang kita kenal sekarang
(wahyudi, 2018).

Untuk menentukan dimensi metrik graf melibatkan konsep jarak antara dua
titik pada suatu graf. Misalkan dan adalah titik-titik pada graf terhubung ,
maka jarak antara titik dan pada graf adalah panjang lintasan terpendek
antara dan pada , dinotasikan dengan , . Konsep lainnya adalah
koordinat dan himpunan pembeda (resolving set). Jika setiap koordinat titik di
graf terhadap himpunan memiliki hasil yang berbeda maka disebut



Universitas Hasanuddin

2

himpunan pembeda. Himpunan pembeda dengan kardinalitas (jumlah anggota)
minimum disebut himpunan pembeda minimum (minimum resolving set) atau
basis dari . Jadi, basis dalam graf adalah himpunan titik-titik yang dapat
merepresentasikan titik-titik yang lain dalam suatu graf. Sedangkan, kardinalitas
dari basis disebut dimensi metrik dari dan dinotasikan dengan .

Penelitian mengenai dimensi metrik masih terus dilakukan. Hal ini
dibuktikan dengan banyaknya hasil penelitian tentangnya. Diantaranya penelitian
oleh (Chartrand dkk., 2000) telah menentukan dimensi metrik dari graf lintasan,
graf lengkap dan graf lingkaran. Utomo dan Dewi (2018) telah menentukan
dimensi metrik dari graf , dimana untuk ≥ 4 dan ≥ 4 dimensi
metriknya adalah − 2 . (Asmiati dkk., 2019) telah mendapatkan dimensi
metrik hasil operasi tertentu pada graf petersen diperumum ,1 adalah + 1,
untuk ganjil dan + 2 , untuk genap. Adapula penelitian yang dilakukan
oleh (Shulhany dkk., 2021) telah memperoleh dimensi metrik pada graf calendula

3, adalah 2, dengan 3, adalah graf calendula berorde 3 − 3 dan ≥ 3.
Selain itu, konsep dimensi metrik juga dapat diterapkan pada permasalahan di
dunia nyata. Salah satunya pada pemasangan sensor kebakaran.

Sensor kebakaran adalah salah satu alat penting untuk menjaga keamanan
tempat tinggal. Sensor kebakaran dirancang untuk mendeteksi lokasi kebakaran
dan memperingatkan orang tentang kemungkinan terjadinya kebakaran di area
jangkauan. Sehingga, dapat mengambil tindakan untuk melindungi diri atau
mencegah penyebaran api. Saat ini dikembangkan sensor kebakaran yang dapat
memberikan sinyal berupa lokasi sumber kebakaran kepada operator atau petugas.
Hal tersebut tentunya dapat mempermudah mengurangi laju penyebaran api.

Penelitian yang dilakukan oleh Suhud Wahyudi (2018), menggunakan
konsep dimensi metrik untuk meminimalkan pemasangan sensor kebakaran
sebuah gedung yang memiliki 12 ruangan. Dari hasil analisa yang dilakukan pada
penelitian tersebut, sensor kebakaran yang harus dipasang pada gedung hanya di
tiga ruangan saja.

Selain pada sebuah gedung, pemasangan sensor kebakaran sangat baik
dilakukan pada sebuah kota. Di kota rawan terjadi kebakaran dan terkadang
antisipasi dari petugas pemadam kebakaran terlambat. Namun, sebelum
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memutuskan berapa banyak sensor kebakaran yang akan dipasang, ada beberapa
hal yang perlu dipertimbangkan. Pemasangan sensor yang terlalu banyak akan
memakan biaya yang cukup besar, sedangkan pemasangan sensor kebakaran
terlalu sedikit dapat menyebabkan kesulitan dalam mendeteksi sumber api. Untuk
itu, optimalisasi dalam penentuan banyaknya sensor kebakaran pada suatu kota
perlu dilakukan. Penentuan banyaknya sensor kebakaran yang perlu dipasang
pada suatu kota dapat dilakukan dengan mengaplikasikan dimensi metrik.
Dimensi metrik dari graf terhubung dinyatakan sebagai banyaknya sensor
kebakaran yang diperlukan pada suatu kota.

Pemasangan sensor kebakaran akan memberikan efektivitas yang maksimal
jika diletakkan di tempat yang tepat. Oleh karena itu, sensor kebakaran harus
diletakkan di area-area yang strategis. Salah satu cara untuk menentukan area
penempatan sensor kebakaran yang strategis yaitu dengan memanfaatkan pusat
dan basis suatu graf terhubung. Dengan memilih salah satu dari basis, dapat
ditentukan area mana saja yang dapat dipasang sensor kebakaran untuk
mendeteksi asal adanya api. Pencarian basis pada suatu graf memberikan
representasi yang berbeda untuk setiap area yang ada. Sehingga, representasi
tersebut memberikan lokasi yang identik untuk setiap area, dengan begitu jika
terjadi kebakaran sumber api dapat langsung terdeteksi. Sedangkan, titik pusat
merupakan titik yang paling representatif dibanding titik-titik yang lain, sehingga
area yang dinyatakan oleh titik tersebut adalah area yang paling representatif
ditinjau dari segi jarak. Pencarian titik pusat graf suatu wilayah bertujuan untuk
memberikan rute terpendek antara suatu area ke setiap area lainnya. Penentuan
rute terpendek ini diperlukan untuk mengoptimalkan waktu dan biaya yang
dikeluarkan untuk menempuh jarak dari suatu sumber ke tujuan. Oleh karena itu,
di sekitar pemasangan sensor kebakaran juga ditempatkan mobil pemadam
kebakaran yakni tempat sensor kebakaran tersebut merupakan area yang
dinyatakan oleh titik pada basis yang sekaligus merupakan titik pusat dari graf.

Penentuan minimal sensor dan penempatan sensor kebakaran pada suatu
kota merupakan masalah yang menarik untuk dikaji karena keberhasilan dari
penelitian ini dapat digunakan untuk meminimalkan biaya. Selain itu, dapat
mendeteksi dengan cepat kelurahan yang menjadi sumber kebakaran. Oleh karena
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itu, penulis akan melakukan penelitian dengan mengambil judul “Pemanfaatan
Pusat dan Basis Graf dalam Mengoptimalkan Pemasangan Sensor
Kebakaran”.

1.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah dari penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut:
1. Bagaimana cara modelkan peta suatu wilayah ke dalam bentuk graf

terhubung?
2. Bagaimana bentuk pusat suatu graf terhubung?
3. Bagaimana bentuk basis yang memuat pusat suatu graf terhubung?
4. Bagaimana pemanfaatan pusat dan basis graf terhubung dalam

mengoptimalkan pemasangan sensor kebakaran?

1.3 Batasan Masalah
Batasan masalah penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Titik menyatakan kelurahan.
2. Dua titik dikatakan bertetangga jika dua kelurahan yang bersesuaian

dengan kedua titik tersebut berbatasan dan dihubungkan oleh jalan.
3. Mobil pemadam kebakaran diasumsikan berada pada area yang

termuat dalam basis wilayah Kota Baubau yang memuat pusat graf.

1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Memodelkan peta suatu wilayah ke dalam bentuk graf terhubung.
2. Menentukan pusat suatu graf terhubung.
3. Menentukan basis yang memuat pusat suatu graf terhubung.
4. Memanfaatkan pusat dan basis graf terhubung dalam mengoptimalkan

pemasangan sensor kebakaran.
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1.5 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat menambah khazanah keilmuan teori graf,

terkhusus pada kajian dimensi metrik graf dan dapat dijadikan rujukan bagi
peneliti masa depan yang ingin mengeksplorasi pemanfaatan pusat dan basis graf.
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BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dipaparkan beberapa materi yang dijadikan landasan
teori agar dapat memahami pemanfaatan pusat dan basis graf dalam
mengoptimalkan pemasangan sensor kebakaran. Materi yang akan dibahas
meliputi himpunan, himpunan terbatas, konsep dasar graf, dimensi metrik graf,
pusat graf dan pemodelan graf suatu wilayah.

Dalam pemodelan graf menggunakan istilah wilayah dan area. Oleh karena
itu, disajikan pengertian wilayah dan area. Menurut Kamus Besar Bahasa
Indonesia (KBBI), wilayah adalah daerah (kekuasaan, pemerintahan, pengawasan
dan sebagainya). Arti lainnya dari wilayah adalah lingkungan daerah (provinsi,
kabupaten, kecamatan). Sedangkan, area adalah wilayah geografis yang
digunakan untuk keperluan khusus. Dalam pemodelan ini yang menjadi wilayah
adalah suatu kota dan area di mana sensor kebakaran dipasang adalah kelurahan.

Pengertian dari graf sendiri menggunakan konsep himpunan, karena itu
sebelum memberikan pengertian graf, terlebih dahulu disajikan pengertian
himpunan. Adapun definisi, notasi dan istilah dalam penulisan skripsi ini pada
umumnya merujuk pada buku Prof. Hasmawati, M.Si. tahun 2020 yang berjudul
“Pengantar dan Jenis-jenis Graf”.

2.1 Himpunan
Himpunan adalah kumpulan objek-objek yang keanggotaannya dapat

didefinisikan dengan jelas. Misalkan jika objek yang dimaksud adalah buku, maka
disebut dengan himpunan buku. Suatu himpunan disebut terbatas apabila memiliki
batas atas dan batas bawah.

Definisi 2.1.1 Misalkan ⊂ dan merupakan himpunan terbatas. Misalkan
pula batas atas dan batas bawah , disebut batas atas terkecil
(maksimum) dari jika untuk sebarang batas atas ’, maka ≤ '. kemudian,

disebut batas bawah terbesar (minimum) dari jika untuk sebarang batas
bawah ', maka ' ≤ .
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2.2 Dasar-Dasar Graf

Definisi 2.2.1 Graf adalah pasangan , , dimana adalah
himpunan berhingga dan tidak kosong, yang anggotanya disebut titik (vertex),
dan adalah himpunan pasangan-pasangan tak terurut dan berbeda dari
anggota-anggota yang disebut sisi (edge).

Berdasarkan Definisi 2.2.1, disebut himpunan titik (vertex set) dan
disebut himpunan sisi (edge set). Kadang-kadang ada yang menyebut titik

sebagai nokhta (point) dan sisi sebagai busur, rusuk atau garis (line).

Contoh 2.2.1 Graf yang diperlihatkan pada Gambar 2.2.1 terdiri atas
himpunan titik = 1, 2, 3, 4 dan himpunan sisi =

1 2, 2 3, 1 3, 3 4 . Bisa dilihat bahwa setiap anggota dari
merupakan pasangan-pasangan yang berbeda dan tak terurut artinya 1 2 =

2 1 dan tidak kosong. Maka merupakan graf.

Gambar 2.2.1 Graf

Definisi 2.2.2 Dua buah titik dan dari suatu graf dikatakan bertetangga
(adjacent) jika ada sisi yang menghubungkan keduanya. Sisi yang
menghubungkan titik dan kemudian dikatakan terkait (incident) dengan
kedua titik tersebut. Begitu pula, dua sisi yang berbeda dan dikatakan
bertetangga jika memiliki satu titik yang sama.
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Contoh 2.2.2 Diberikan graf ℬ pada Gambar 2.2.2. Titik 1 bertetangga dengan
2 dan 4. Sisi 1 2 dan 1 4 dikatakan terkait dengan titik 1.

Gambar 2.2.2 Graf ℬ

Definisi 2.2.3 Orde (order) dari graf adalah banyaknya anggota dari
atau banyaknya titik pada , dinyatakan dengan simbol .

Contoh 2.2.3 Pada Gambar 2.2.2 orde dari graf ℬ adalah 5.

Definisi 2.2.4 Ukuran (size) dari Graf adalah banyaknya anggota dari
atau banyaknya sisi pada , dinyatakan dengan simbol .

Contoh 2.2.4 Ukuran dari Graf ℬ yang diperlihatkan pada Gambar 2.2.2 adalah 5.

Definisi 2.2.5 Kardinalitas suatu himpunan adalah banyaknya anggota pada
himpunan tersebut. Kardinalitas biasanya dinyatakan oleh simbol “ " . Jadi,
apabila adalah orde dari dan adalah ukurannya, maka =

dan = .

Definisi 2.2.6 Misalkan dua graf = , dan = , .
Graf disebut subgraf dari , jika ⊆ ' dan ⊆ ' ,
dinotasikan ⊆ .

ℬ :

1 2

4 3

5

1 2

4 5

1 4 2 3

3 4
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Contoh 2.2.5 Diberikan graf dan pada Gambar 2.2.3, graf adalah
subgraf dari graf .

Gambar 2.2.3 Graf adalah subgraf dari

Definisi 2.2.7 Derajat (degree) suatu titik dalam graf adalah banyaknya
sisi ∈ yang terkait dengan titik . Derajat titik dilambangkan dengan

.

Derajat minimum dari suatu graf dinotasikan , yaitu =
min : ∈ dan derajat maksimum dari suatu graf dinotasikan ∆ ,
yaitu ∆ = : ∈ . Suatu graf di sebut reguler jika =
∆ .

Contoh 2.2.6 Titik 4 pada graf ℬ Gambar 2.2.2 memiliki 3 sisi yang terkait
dengannya yaitu sisi 1 4, 3 4, 4 5. Sehingga, 4 = 3.

Definisi 2.2.8 Misalkan adalah graf dengan himpunan titik =
1, 2, . . . , , . . . , , dan himpunan sisi = : = , .

Jalan (walk) pada graf dengan panjang adalah barisan titik dan
sisi : 0, 0, 1, 1, . . . , −1, dengan = +1, = 0,1,2, . . . , − 1. Jadi,
panjang suatu jalan ditentukan oleh jumlah sisi yang dimilikinya.

: :



Universitas Hasanuddin

10

Contoh 2.2.7 Diberikan graf ℰ pada Gambar 2.2.4 dengan ℰ =
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 dan ℰ = 0 1, 1 2, 2 3, 3 4, 1 4, 2 4, 1 5 .

Gambar 2.2.4 Graf ℰ

Salah satu jalan pada graf ℰ adalah : 0, 0 1, 1, 1 2, 2, 2 3, 3, 3 4,
4 , 1 4 , 1 , 1 2 , 2 , 2 4 , 4 , 1 4 , 1 , 1 5 , 5 . Panjang jalan adalah 9. Jadi,
pada jalan bisa terjadi pengulangan sisi atau pengulangan titik.

Definisi 2.2.9 Jalan dengan titik awal dan titik akhirnya berbeda ≠
disebut jalan terbuka (open walk). Jalan dengan titik awal dan titik akhirnya
sama = disebut jalan tertutup (closed walk). Sedangkan, jalan dengan
panjang 0 disebut sebagai jalan trivial (trivial walk).

Contoh 2.2.8 Berikut jalan terbuka dan jalan tertutup yang dapat dibentuk dari
graf ℰ pada Gambar 2.2.4.
1. Jalan terbuka pada ℰ adalah = 1, 1 2, 2, 2 3, 3, 3 4, 4 adalah jalan

terbuka.
2. Jalan tertutup pada ℰ adalah = 1, 1 2, 2, 2 3, 3, 3 4, 4, 1 4, 1

adalah jalan tertutup.

Definisi 2.2.10 Jalur (trail) adalah jalan yang tidak terdapat pengulangan sisi.
Sedangkan, lintasan (path) adalah jalan yang tidak terdapat pengulangan titik.
Lintasan dari titik ke dinotasikan dengan lintasan − .

0

5

1ℰ :
0 1

1 5

2

4

3

1 2 2 3

3 41 4

2 4
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Contoh 2.2.9 Pada graf ℰ pada Gambar 2.2.4 dapat dibentuk jalur dan lintasan.
1. Jalur pada ℰ adalah = 0, 0 1, 1, 1 2, 2, 2 3, 3, 3 4, 4, 1 4, 1,

1 5, 5.
2. Lintasan pada ℰ adalah = 0, 0 1, 1, 1 4, 4, 2 4, 2, 2 3, 3.

Definisi 2.2.11 Misalkan adalah graf. Graf disebut graf terhubung jika
untuk setiap dua titik dan di terdapat lintasan di yang
menghubungkan kedua titik tersebut, sebaliknya graf disebut graf tidak
terhubung jika untuk setiap dua titik dan di tidak terdapat lintasan di
yang menghubungkan kedua titik tersebut.

Contoh 2.2.10 Diberikan graf ℱ dan graf pada Gambar 2.2.5 dengan ℱ =
1, 2, 3, 4, 5, 6, dan = 7, 8, 9, 10 .

Gambar 2.2.5 (a) Graf Terhubung ℱ (b) Graf Tak Terhubung

Graf ℱ pada Gambar 2.2.5 dikatakan graf terhubung karena untuk setiap
dua titik pada graf ℱ terdapat jalan yang menghubungkan kedua titik tersebut.
Sedangkan, graf pada Gambar 2.2.5 merupakan graf tak terhubung karena
terdapat titik di yaitu 7 dan 8 yang tidak terhubung oleh jalan manapun.

Definisi 2.2.12 Misalkan adalah titik di . Graf − adalah subgraf dari
yaitu graf dengan − = / dan himpunan sisi − =
/ : ∈ . Titik disebut titik potong di apabila −

ℱ : :
1

4
2 3

5

6

7 8

10 9

1 2

2 3
3 4

4 5

5 61 3
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merupakan graf tak terhubung dan sisi disebut jembatan jika −
merupakan graf tak terhubung.

Contoh 2.2.11 Pada graf ℋ Gambar 2.2.6 berikut, titik 4 dan 6 merupakan
titik potong. Sedangkan sisi 4 6 merupakan jembatan pada grafℋ.

Gambar 2.2.6 Grafℋ

Definisi 2.2.13 Graf kompak adalah graf terhubung nontrivial yang tidak memuat
titik potong.

Contoh graf yang tidak memuat titik potong yaitu graf siklus dan graf
lengkap.

Definisi 2.2.14 Misalkan dan adalah graf. Jika ⊂ , maka disebut
subgraf sejati dari graf .

Contoh 2.2.12 Diberikan graf pada Gambar 2.2.7. Graf dan graf adalah
subgraf sejati dari ℐ . Graf dan graf adalah subgraf sejati yang tidak
memuat titik potong dan juga tidak memuat jembatan.

Gambar 2.2.7 Graf dan graf merupakan subgraf sejati dari graf ℐ

1

2

3

4 6 7

5

4 6ℋ:

ℐ: : :
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Definisi 2.2.15 Misalkan adalah subgraf kompak dari graf . Graf disebut
blok dari . Jika ⊈ ' untuk setiap subgraf kompak ' di .

Contoh 2.2.13 Subgraf-subgraf pada Gambar 2.2.8 berikut merupakan blok-blok
grafℋ pada Gambar 2.2.6.

Gambar 2.2.8 Subgraf-subgraf yang Merupakan Blok

Definisi 2.2.16 Misalkan dan adalah titik pada graf terhubung
didefinisikan jarak antara titik ke sebagai panjang lintasan terpendek −

dari yang dinotasikan dengan , .

Contoh 2.2.14 Diberikan graf ℒ pada Gambar 2.2.9 dengan ℒ =
1, 2, 3, 4, 5 dan ℒ = 1 2, 1 6, 2 3, 3 4, 3 6, 4 5 .

Gambar 2.2.9 Graf ℒ
Semua jarak dari setiap pasangan dua titik yang berbeda di graf ℒ , yaitu

1, 2 = 1 , 1, 3 = 2 , 1, 4 = 3 , 1, 5 = 4 , 1, 6 = 1 ,
2, 3 = 1 , 2, 4 = 2 , 2, 5 = 3 , 2, 6 = 2 , 3, 4 = 1 ,
3, 5 = 2, 3, 6 = 1, 4, 5 = 1, 4, 6 = 2, 5, 6 = 3.

3 6

2 3

3 4

1

6 3

2

ℒ : 5
4

1 2

1 6
4 5

4

1

2

3 5

6 74 6
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Definisi 2.2.17 Graf lintasan adalah graf yang hanya terdiri dari satu lintasan
dan dinotasikan dengan apabila berorde .

Contoh 2.2.15 Graf pada gambar 2.2.10 adalah graf siklus 4 dan 5.

Gambar 2.2.10 Graf Lintasan

Definisi 2.1.18 Misalkan adalah graf dengan himpunan titik dan
himpunan sisi . Graf G disebut graf lengkap apabila ∀ , ∈ , ∈

. Graf lengkap yang memiliki titik dinotasikan .

Contoh 2.2.16 Gambar 2.2.11 berikut adalah graf siklus 1, 2, 3, 4 dan 5.

Gambar 2.2.11 Graf Lengkap

Definisi 2.2.19 Graf siklus adalah graf terhubung yang setiap titiknya
berderajat 2. Graf siklus dinotasikan dengan , adalah banyaknya titik pada
graf tersebut.

41 2 3 5

4 5
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Contoh 2.2.17 Pada gambar 2.2.12 berikut adalah graf siklus 3, 4 dan 5.

Gambar 2.2.12 Graf Siklus

Definisi 2.2.20 Suatu graf disebut graf planar jika graf tersebut dapat
digambar kembali pada bidang sedemikian sehingga tidak terdapat sisi yang
berpotongan.

Contoh 2.2.18 Graf lengkap 4 merupakan salah satu contoh graf planar. Graf
4 pada Gambar 2.2.13 dapat digambarkan kembali sehingga tidak ada sisi yang

berpotongan.

Gambar 2.2.13 (a) Graf planar dan (b) Graf Bidang

Graf bidang merupakan representasi dari graf planar yang digambarkan
dengan sisi-sisi yang tidak saling berpotongan. Sisi-sisi yang terdapat pada graf
bidang membagi bidang datar menjadi beberapa wilayah. Terdapat satu wilayah
tak terbatas pada setiap graf bidang yang disebut wilayah luar.

53 4

Graf Planar Graf Bidang
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Definisi 2.2.21 Diberikan graf planar yang direpresentasikan sebagai graf
bidang, dari graf tersebut kita dapat membuat graf lain yaitu ∗ yang disebut
(geometric) dual dari graf planar dengan dua tahap berikut :
1. Pada setiap wilayah di , pilih sebuah titik ∗ yang merupakan titik dari

∗.
2. Untuk setiap sisi dari , gambarkan sebuah sisi ∗ (yang merupakan sisi

dari ∗), yang memotong sisi (tetapi tidak memotong sisi lain pada ),
dan menghubungkan titik-titik ∗ di wilayah yang terletak diantara .

Contoh 2.2.19 Gambar 2.2.14 berikut adalah contoh pembentukkan graf dual.

Gambar 2.2.14 Pembentukan Graf Dual ∗ dari Graf
Pada Gambar 2.2.14, garis putus-putus adalah sisi dari graf ∗.

2.3 Pusat (Center)
Pengertian pusat adalah titik yang mempunyai karakter sendiri yang bisa

diketahui berdasarkan konsep jarak dalam teori graf. Dalam menentukan pusat
suatu graf, terlebih dahulu dicari eksentrisitas (eccentricity) suatu titik. Pengertian
eksentrisitas seperti berikut.

Definisi 2.3.1 Misalkan adalah graf terhubung dan ∈ . Maka
eksentrisitas titik ditulis yakni = , : ∈ .
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Contoh 2.3.1 Diberikan sebuah graf seperti pada Gambar 2.3.1 berikut.

Gambar 2.3.1 Graf

Eksentrisitas setiap titik graf pada Gambar 2.3.1 adalah sebagai berikut:
1 = 1, 2 , 1, 3 , 1, 4 ,

1, 5 , 1, 6 , 1, 7
= 2

2 = 2, 1 , 2, 3 , 2, 4 ,
2, 5 , 2, 6 , 2, 7

= 3

3 = 3, 1 , 3, 2 , 3, 4 ,
3, 5 , 3, 6 , 3, 7

= 3
Dengan cara yang sama diperoleh:

4 = 3, 5 = 4, 6 = 4, 7 = 4.

Definisi 2.3.2 Misalkan adalah graf terhubung dan ∈ . Maka :
1. Jari-jari graf ditulis yakni = : ∈ ,
2. Diameter graf ditulis yakni = : ∈

,
3. Titik disebut titik pusat (central vertex) jika = ,
4. Himpunan disebut pusat graf jika = : .

Contoh 2.3.2 Untuk graf pada Gambar 2.3.1, = 2, = 4, titik pusat
adalah titik 1 dan pusat dari adalah = 1 .

6 7

2

1

4

3 5

:
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2.4 Dimensi Metrik Graf
Berikut merupakan beberapa istilah yang berkaitan dengan dimensi metrik

dari suatu graf. Serta diberikan pula definisi batas atas dan batas bawah dari suatu
graf.

Misalkan , adalah graf terhubung dan himpunan terurut =
1, 2, 3, . . . , ⊆ .

Definisi 2.4.1 Representasi dari terhadap adalah k-vektor yaitu :
| = , 1 , , 2 , , 3 , . . . , , .

Contoh 2.4.1

Gambar 2.4.1 Graf 3

Misalkan dipilih 1 = 1 , maka representasi titik-titik pada graf 3
adalah sebagai berikut :

1| 1 = 1, 1 = 0 ,
2| 1 = 2, 1 = 1 ,
3| 1 = 3, 1 = 1 .

Definisi 2.4.2 Himpunan disebut himpunan pembeda (resolving set) dari
jika | untuk setiap titik ∈ berbeda.

Contoh 2.4.2 Misalkan 2 = 2, 3 adalah himpunan titik dari graf 3 pada
Gambar 2.4.1, representasi titik-titik di 3 adalah sebagai berikut :

1| 2 = 1, 2 , 1, 3 = 1,1 ,

1

2

3

3 :
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2| 2 = 2, 2 , 2, 3 = 0,1 ,
3| 2 = 3, 2 , 3, 3 = 1,0 .

Himpunan 2 merupakan himpunan pembeda bagi graf 3 karena
representasi setiap titik di graf 3 berbeda. Sedangkan, pada contoh 2.4.1 1
bukan merupakan himpunan pembeda karena 2| 1 = 3| 1 = 1 .

Definisi 2.4.3 Himpunan pembeda dari dengan kardinalitas minimum disebut
himpunan pembeda minimum atau basis dari . Dimensi metrik dari adalah
kardinalitas dari basis dan dinotasikan dengan .

Definisi 2.4.4 Basis suatu wilayah adalah kumpulan area yakni area yang
dinyatakan oleh titik-titik dalam basis graf.

Contoh 2.4.3 Berikut adalah himpunan pembeda dan bukan himpunan pembeda
dari graf 3 pada Gambar 2.4.1.

Tabel 2.4.1. Himpunan Pembeda dan Bukan Himpunan Pembeda dari Graf 3pada Gambar 2.4.1

No. | , ∀ ∈ 3
Himpunan Pembeda/

Bukan Himpunan Pembeda

1. 1 = 1
1| 1 = 0
2| 1 = 1
3| 1 = (1)

Bukan Himpunan Pembeda

2. 2 = 2
1| 2 = 1
2| 2 = 0
3| 2 = 1

Bukan Himpunan Pembeda

3. 3 = 3
1| 3 = 1
2| 3 = 1
3| 3 = 0

Bukan Himpunan Pembeda
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No. | , ∀ ∈ 3
Himpunan Pembeda/

Bukan Himpunan Pembeda

4. 4 = 1, 2
1| 4 = 0,1
2| 4 = 1,0
3| 4 = 1,1

Himpunan Pembeda

5. 5 = 1, 3
1| 5 = 0,1
2| 5 = 1,1
3| 5 = 1,0

Himpunan Pembeda

6. 6 = 2, 3
1| 6 = 1,1
2| 6 = 0,1
3| 6 = 1,0

Himpunan Pembeda

7. 7 = 1, 2, 3
1| 7 = 0,1,1
2| 7 = 1,0,1
3| 7 = 1,1,0

Himpunan Pembeda

Dari proses perhitungan yang telah dilakukan pada Tabel 2.4.1, terdapat 4
himpunan pembeda yaitu 4 = 1, 2 , 5 = 1, 3 , 6 = 2, 3 , dan

7 = 1, 2, 3 . Kardinalitas minimum dari semua himpunan pembeda yang
mungkin untuk graf 3 pada Gambar 2.4.1 adalah 2 . Dengan demikian,
himpunan pembeda dengan banyak anggota 2 adalah himpunan pembeda
minimum atau basis dari 3 . Jadi, dimensi metrik graf 3 adalah 2 atau

3 = 2.

Teorema 2.4.1 Graf mempunyai dimensi metrik 1 jika dan hanya jika = .
(Chartrand dkk., 2000).

Dalam penentuan batas atas dan batas bawah untuk graf terhubung
diperlukan sifat seperti yang disajikan pada definisi berikut.

Definisi 2.4.5 Misalkan , ∈ . Titik , disebut titik setara terhadap titik
jika , = , .
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Contoh 2.4.4 Diberikan Graf ℳ dengan ℳ = 0, 1, 2, 3, 4 dan
ℳ = 0 1, 0 2, 0 3, 0 4, 1 2, 3 4 . Graf ℳ digambarkan sebagai

berikut.

Gambar 2.4.2 Grafℳ

Pada Gambar 2.4.2 di atas, titik dan titik untuk , = 1,2,3,4 dan
≠ adalah titik setara terhadap titik 0 sehingga , 0 = , 0 .

Lemma 2.4.1 Setiap graf terhubung mempunyai himpunan pembeda yang
memuat titik pusat.

Bukti. Misalkan adalah himpunan pembeda dan adalah titik pusat dengan
∉ . Didefinisikan himpunan ' dengan ' = ∪ . Karena

himpunan pembeda, maka ∀ , ∈ , | ≠ | . Sehingga,
| ' ≠ | ' ∀ , ∈ . Akibatnya, ' adalah himpunan pembeda.

Contoh 2.4.5 Graf ℳ pada Gambar 2.4.2 bukan merupakan graf lintasan maka
berdasarkan Teorema 2.4.1 ℳ ≥ 2 . Sehingga, proses penelusuran basis
pada graf ℳ dimulai dari himpunan dengan anggota 2 titik di ℳ. Dalam hal
ini, terdapat 10 macam himpunan .

21

34

0ℳ :
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Tabel 2.4.2. Himpunan Pembeda dan Bukan Himpunan Pembeda dari Grafℳ
pada Gambar 2.4.2

No. | , ∀ ∈ ℳ

Himpunan
Pembeda/
Bukan

Himpunan
Pembeda

1. 1 = 1, 2
1| 1 = 0,1
2| 1 = 1,0
3| 1 = 2,2

4| 1 = 2,1
0| 1 = 1,1

Himpunan
Pembeda

2. 2 = 1, 3
1| 2 = 0,2
2| 2 = 1,2
3| 2 = 2,0

4| 2 = 2,1
0| 2 = 1,1

Himpunan
Pembeda

3. 3 = 1, 4
1| 3 = 0,2
2| 3 = 1,1
3| 3 = 2,1

4| 3 = 2,0
0| 3 = 1,1

Bukan
Himpunan
Pembeda

4. 4 = 1, 5
1| 4 = 0,1
2| 4 = 1,1
3| 4 = 2,1

4| 4 = 2,1
0| 4 = 1,0

Bukan
Himpunan
Pembeda

5. 5 = 2, 3
1| 5 = 1,2
2| 5 = 0,2
3| 5 = 2,0

4| 5 = 1,1
0| 5 = 1,1

Bukan
Himpunan
Pembeda

6. 6 = 2, 4
1| 6 = 1,2
2| 6 = 0,1
3| 6 = 2,1

4| 6 = 1,0
0| 6 = 1,1

Himpunan
Pembeda

7. 7 = 2, 5
1| 7 = 1,1
2| 7 = 0,1
3| 7 = 2,1

4| 7 = 1,1
0| 7 = 1,0

Bukan
Himpunan
Pembeda

8. 8 = 3, 4
1| 8 = 2,2
2| 8 = 2,1
3| 8 = 0,1

4| 8 = 1,0
0| 8 = 1,1

Himpunan
Pembeda

9. 9 = 3, 5 1| 9 = 2,1 4| 9 = 1,1
0| 9 = 1,0 Bukan
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No. | , ∀ ∈ ℳ

Himpunan
Pembeda/
Bukan

Himpunan
Pembeda

2| 9 = 2,1
3| 9 = 0,1

Himpunan
Pembeda

10. 10 = 4, 5
1| 10 = 2,1
2| 10 = 1,1
3| 10 = 1,1

4| 10 = 0,1
0| 10 = 1,0

Bukan
Himpunan
Pembeda

11. 11 = 1, 2, 5
1| 11 = 0,1,1
2| 11 = 1,0,1
3| 11 = 2,2,1

4| 11 = 2,1,1
5| 11 = 1,1,0

Himpunan
Pembeda

Dari penyelesaian pada Tabel 2.4.2, himpunan pembeda dengan banyak
anggota 2 adalah himpunan pembeda minimum atau basis dari ℳ . Perhatikan
bahwa basis pada graf ℳ tidak memuat titik pusat. Namun, terdapat himpunan

11 dengan 11 = 1 ∪ 5 . Karena 1 himpunan pembeda, maka ∀ , ∈
ℳ , | 1 ≠ | 1 dengan , = 1,2,3,4,5 dan ≠ . Sehingga,
| 11 ≠ | 11 ∀ , ∈ ℳ . Akibatnya, 11 adalah himpunan

pembeda.

2.5 Pemodelan Graf Suatu Wilayah
Pada sub bab ini dibahas mengenai pemodelan graf suatu wilayah dengan

membuat peta kedalam bentuk graf dual. Sebagai contoh, disajikan pula
pemodelan graf wilayah Kecamatan Tamalanrea, Kota Madya Makassar, Provinsi
Sulawesi Selatan.

Definisi 2.5.1 Graf dual dari peta adalah sebuah graf bidang yang
merepresentasikan graf planar . Untuk membuat graf tersebut, setiap wilayah
pada peta direpresentasikan oleh sebuah titik. Sisi dikatakan menghubungkan dua
titik jika wilayah yang direpresentasikan oleh titik tersebut memiliki perbatasan
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bersama. Dua wilayah yang hanya menyentuh satu titik tidak dianggap
bertetangga.

Contoh 2.5.1 Berikut adalah gambar peta dan graf yang merepresentasikannya.

Gambar 2.5.1 (a) Peta (b) Graf yang Merepresentasikan Peta

Contoh 2.5.2 Gambar 2.5.2 merupakan peta wilayah Kecamatan Tamalanrea di
Kota Madya Makassar dan graf yang merepresentasikannya. Dalam
merepresentasikan peta ke dalam bentuk graf terdapat sedikit perbedaan dengan
graf dual yang telah disebutkan sebelum ini yaitu tiap kelurahan pada peta
dinyatakan sebagai titik sedangkan sisi yang mengaitkan dua titik menyatakan dua
wilayah yang bersesuaian dengan kedua titik yang dimaksud berbatasan dan
terdapat jalan yang menghubungkannya.

Gambar 2.5.2 (a) Peta Kelurahan di Kecamatan Tamalanrea, Kota Madya
Makassar, Provinsi Sulawesi Selatan (b) Peta dan Graf yang
merepresentasikannya (c) Graf yang Merepresentasikan Peta.

(Sumber: https://id.m.wikipedia.org/wiki/Tamalanrea,_Makassar)
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Berdasarkan Gambar 2.5.2, Kecamatan Tamalanrea terdiri atas 8 kelurahan
yaitu Kelurahan Bira, Kelurahan Parang Loe, Kelurahan Kapasa, Kelurahan
Kapasa Raya, Kelurahan Tamalanrea, Kelurahan Buntusu, Kelurahan Tamalanrea
Jaya, dan Kelurahan Tamalanrea Indah.

2.6 Penentuan Penempatan dan Jumlah Sensor Kebakaran
Kardinalitas dari basis dapat digunakan untuk menentukan dimensi metrik

dari graf suatu kecamatan, yang kemudian dapat digunakan untuk
mengoptimalkan pemasangan sensor kebakaran di kecamatan. Untuk memberikan
koordinat yang berbeda untuk setiap kelurahan yang ada, dapat digunakan
pencarian basis pada graf terhubung. Dimensi metrik graf dapat dinyatakan
sebagai jumlah sensor kebakaran yang diperlukan di suatu kecamatan, sedangkan
basis menunjukkan kelurahan tempat sensor kebakaran berada.

Sebagai contoh, pada subbab ini penerapan dimensi metrik akan dilakukan
pada Kecamatan Tamalanrea. Untuk mempermudah proses penelusuran setiap
kelurahan akan dilabeli dengan nomor pada tabel di bawah ini.

Tabel 2.6.1. Daftar Kelurahan di Kecamatan Tamalanrea, Kota Madya Makassar,
Provinsi Sulawesi Selatan

No Nama Kelurahan Titik
1. Bira 1
2. Parang Loe 2
3. Kapasa 3
4. Kapasa Raya 4
5. Tamalanrea 5
6. Buntusu 6
7. Tamalanrea Jaya 7
8. Tamalanrea Indah 8

Jarak antara kelurahan 1 dan 2 adalah 1 , 2 dan 3 adalah 3 , 3
dan 4 adalah 1, dan seterusnya. Sedangkan, jarak antara suatu kelurahan dengan
dirinya sendiri adalah 0. Misalkan dipasang sensor kebakaran berwarna biru pada
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salah satu kelurahan. Jika terjadi kebakaran pada salah satu kelurahan, maka
sensor akan mendeteksi jarak dari kelurahan sumber kebakaran dengan kelurahan
yang dipasang sensor biru. Sebagai contoh, misalkan sensor diletakkan di 4. Jika
api muncul di 1, maka sensor mengidentifikasi bahwa sumber api dari kelurahan
yang berjarak 1 dari 4 , namun kelurahan yang berjarak 1 dari 4 ada 3 yaitu
1, 3 dan 8 sehingga tidak dapat diketahui secara pasti kebakaran bersumber
dari kelurahan yang mana. Sebaliknya, apabila semua kelurahan dipasang sensor
kebakaran maka dengan pasti dapat diketahui sumber kebakaran. Namun, hal ini
bukanlah yang diharapkan. Persoalannya adalah dimana lokasi yang menjadi
tempat pemasangan sensor dan berapa jumlah minimal sensor kebakaran yang
dibutuhkan sehingga apabila terjadi kebakaran dari kelurahan manapun dapat
dideteksi secara cepat. Lebih lanjut, akan dilakukan analisa untuk Kecamatan
Tamalanrea Gambar 2.5.2.

Graf pada Gambar 2.5.2 terdiri atas 8 titik dan 11 sisi. Graf bukan
graf lintasan, maka berdasarkan Teorema 2.4.1 dimensi metrik graf ≥ 2 .
Sehingga, penyelidikan basis untuk graf dimulai dari himpunan terurut
dengan anggota 2 titik di . Dalam kasus ini terdapat 28 macam himpunan
terurut . Dari proses perhitungan yang dilakukan, terdapat 8 himpunan
pembeda untuk graf , yaitu 1 = 1, 3 , 2 = 1, 7 , 3 = 2, 3 ,

4 = 2, 7 , 5 = 3, 4 , 6 = 3, 6 , 7 = 4, 7 , dan 8 =
6, 7 .

Berikutnya untuk memperoleh titik-titik yang paling representatif agar
dapat menjangkau daerah yang lebih luas, maka dilihat lagi basis yang memuat
pusat pada graf . Untuk menentukan pusat maka terlebih dahulu dicari
eksentrisitas titik-titik dari graf . Berdasarkan Definisi 2.3.1 eksentrisitas setiap
titik pada graf adalah 1 = 4 , 2 = 5 , 3 = 3 , 4 = 3 ,

5 = 4, 6 = 5, 7 = 4, 8 = 3. Selanjutnya, berdasarkan Definisi
2.3.2 diperoleh = 3, = 5, titik pusat adalah titik 3, 4, dan 8 ,
dan pusat dari adalah = 3, 4, 8 . Setelah memperoleh titik pusat maka
dipilih basis yang memuat titik pusat yaitu 1 = 1, 3 , 3 = 2, 3 , 5 =

3, 4 , 6 = 3, 6 , dan 7 = 4, 7 .
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Misalkan dipilih 1 = 1, 3 . Maka representasi titik-titik di graf
terhadap 1 adalah 1| 1 = 0,2 , 2| 1 = 1,3 , 3| 1 = 2,0 ,

4| 1 = 1,1 , 5| 1 = 3,1 , 6| 1 = 4,2 , 7| 1 = 3,2 ,
8| 1 = 2,1 . Karena semua representasi titik graf terhadap 1 berbeda,

maka 1 = 1, 3 adalah himpunan pembeda. Kardinalitas pada himpunan
terurut 1 adalah 2 , dimana 2 merupakan kardinalitas minimum dari semua
himpunan pembeda di graf yang mungkin. Sehingga, himpunan pembeda
dengan kardinalitasnya 2 menjadi himpunan pembeda minimum. Jadi, dimensi
metrik graf adalah 2 . Hal ini berakibat bahwa apabila akan dipasang sensor
kebakaran pada kelurahan di Kecamatan Tamalanrea Gambar 2.5.2, maka
minimal 2 sensor kebakaran yang dipasang pada kecamatan tersebut. Pemasangan
sensor kebakaran haruslah pada himpunan pembeda.

Pemasangan sensor kebakaran pada Kecamatan Tamalanrea dapat
dilakukan di titik-titik pada salah satu himpunan berikut 1 = 1, 3 , 2 =

1, 7 , 3 = 2, 3 , 4 = 2, 7 , 5 = 3, 4 , 6 = 3, 6 , 7 =
4, 7 , dan 8 = 6, 7 . Andaikan yang dipilih adalah 1 = 1, 3 ,

misalnya sensor kebakaran dipasang di titik 1 (Kelurahan Bira) dan 3
(Kelurahan Kapasa) maka ketika terjadi kebakaran di titik 2 (Kelurahan Parang
Loe), sensor kebakaran yang berada di titik 1 akan mendeteksi bahwa api
bersumber dari kelurahan yang berjarak satu kelurahan dari Kelurahan Bira dan
sensor kebakaran yang berada di titik 3 akan mendeteksi bahwa api bersumber
dari kelurahan yang berjarak tiga kelurahan dari Kelurahan Tamalanrea. Dari
informasi yang diberikan oleh kedua sensor kebakaran tersebut maka dapat
ditemukan bahwa sumber api berasal dari kelurahan dengan jarak 1,3 dari

1, 3 . Satu-satunya kelurahan dengan jarak tersebut adalah titik 2 atau
Kelurahan Parang Loe.

Penempatan sensor yang tidak tepat akan mengakibatkan sumber kebakaran
tidak dapat terdeteksi secara tepat. Misalnya dipilih kelurahan yang dipasang
sensor adalah 1 (Kelurahan Bira) dan 2 (Kelurahan Parang Loe) maka apabila
terjadi kebakaran di titik 3 (Kelurahan Kapasa), sensor akan mendeteksi bahwa
api bersumber dari kelurahan dengan jarak terhadap 1, 2 adalah 2,3 .
Selain itu, jarak 8 (Kelurahan Tamalanrea Indah) terhadap 1, 2 juga 2,3 .
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Jadi, terdapat kelurahan yang berjarak sama sehingga sumber kebakaran tidak
dapat terdeteksi secara tepat. Hal ini dikarenakan bahwa 1, 2 bukan
merupakan himpunan pembeda dari graf Gambar 2.5.2 di atas. Hal ini dapat
diuraikan sebagai berikut :

9 = 1, 2 , maka representasi titik di graf terhadap 5 adalah
1| 9 = 0,1 , 2| 9 = 1,0 , 3| 9 = 2,3 , 4| 9 = 1,2 ,
5| 9 = 3,4 , 6| 9 = 4,5 , 7| 9 = 3,4 dan 8| 9 =

2,3 . Karena terdapat representasi titik yang sama maka 9 = 1, 2 bukan
himpunan pembeda. Pada bab IV dibahas pemanfaatan pusat dan basis graf dalam
mengoptimalkan pemasangan sensor kebakaran pada kota Baubau.


