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ABSTRAK

Solusi lemah dari persamaan diferensial linear tak homogen orde dua diteliti pada
skripsi ini. Solusi lemah diperoleh dengan memperluas ruang solusi persamaan
diferensial tersebut yang berupa solusi pendekatan dari formulasi lemah persamaan
diferensial yang diberikan. Metode yang digunakan dalam menentukan keberadaan
solusi lemah persamaan diferensial yang diberikan adalah metode Galerkin.
Pendekatan metode ini dilakukan dengan membangun subruang pada ruang solusi
dengan memilih basis pada subruang yang kemudian membentuk sebuah matriks
sparse sebagai dasar untuk menentukan solusi pendekatan dari formulasi lemah
persamaan diferensialnya. Keberadaan pendekatan berupa fungsi linear yang
kontinu sepotong-sepotong serta ketunggalan solusi lemahnya diperoleh dengan
membuktikan sistem linear Ac = b yang merupakan sistem dengan determinan
A+0.

Kata Kunci: Persamaan Diferensial, metode Galerkin, keberadaan, ketunggalan,
solusi lemah.
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ABSTRACT

Weak solutions of second-order inhomogeneous linear differential equations are
investigated in this thesis. Weak solutions are obtained by expanding the solution
space of the differential equation in the form of an approximate solution of the weak
formulation of the given differential equation. The method used in determining the
existence of a weak solution to the given differential equation is the Galerkin
method. This method approach is carried out by constructing a subspace in the
solution space by selecting a base on the subspace which then forms a sparse matrix
as the basis for determining the approximate solution from the weak formulation of
the differential equation. The existence of an approximation in the form of a
piecewise continuous linear function and the uniqueness of the weak solution is
obtained by proving a linear system Ac = b which is a system with A # 0
determinant.

Keywords: Differential equation, Galerkin method, existence, uniqueness, weak
solution.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Berbagai fenomena yang terjadi di alam dapat dimodelkan dalam bentuk
persamaan diferensial. Persamaan diferensial adalah persamaan yang melibatkan
variabel-variabel tak bebas dan turunan-turunannya terhadap variabel bebas. Secara
umum suatu persamaan diferensial mempunyai sebuah solusi, yang disebut solusi
klasik yang memenuhi persamaan diferensial yang diberikan. Namun, tidak semua
persamaan diferensial mempunyai solusi dan dapat dengan mudah ditentukan solusi
klasiknya. Oleh karena itu, dibentuk suatu persamaan diferensial yang ekuivalen
dengan persamaan diferensial awalnya agar solusinya dapat diperoleh (Baccouch,
2021). Solusi yang dihasilkan dari persamaan ini, itulah yang disebut sebagai solusi

lemah (weak solution).

Solusi lemah diperoleh dengan memperluas ruang solusi dari persamaan
diferensial kemudian dilakukan pendekatan solusi dari persamaan diferensial yang
ekuivalen yang disebut sebagai formulasi lemah dari persamaan diferensial awalnya
(Kinnunen, 2018). Keberadaan dan ketunggalan solusi dari formulasi lemah ini

dapat ditentukan dengan menggunakan metode Galerkin.

Metode Galerkin adalah suatu metode yang digunakan untuk mengubah
masalah operator kontinu (seperti persamaan diferensial) ke bentuk diskrit. Metode
ini digunakan ketika persamaan diferensial terlalu rumit untuk diselesaikan secara
analitik yang secara alami mengarah ke Elemen Hingga (Setiawan, Analisis
Numerik untuk Mengukur Keratan Permukaan Suatu Pelat Baja Dua Dimensi
dengan Metoda Galerkin & Algoritma Householder, 2000).

Berdasarkan uraian diatas, penulis tertarik untuk membuktikan keberadaan
dan ketunggalan solusi lemah (weak solution) dari suatu persamaan diferensial yang
kemudian dituangkan dalam bentuk skripsi berjudul “Metode Galerkin untuk
Menentukan Keberadaan dan Ketunggalan Solusi Lemah Suatu Persamaan

Diferensial Linear Tak Homogen Orde Dua”, sebagai bahan tugas akhir untuk
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memenuhi persyaratan dalam meraih gelar sarjana pada Jurusan Matematika
Fakultas Matematika dan limu Pengetahuan Alam Universitas Hasanuddin.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan diatas, maka diperoleh
rumusan masalah yang akan dikaji pada penelitian ini yaitu bagaimana
menunjukkan atau membuktikan keberadaan dan ketunggalan solusi lemah suatu

persamaan diferensial menggunakan metode Galerkin.
1.3 Batasan Masalah

Adapun batasan masalah pada penelitian ini yaitu sebuah persamaan diferensial
linear tak homogen ber-orde 2 sebagai berikut :

—u" +q@u = f(x),
dengan syarat awal
u(0) = up,x € Q2 =(a,b) (1.2)
dan syarat batas
u(a) = u(b) =0.

Dalam hal ini metode yang digunakan untuk menentukan solusi lemah adalah

metode Galerkin.
1.4 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan penelitian dalam skripsi ini adalah menunjukkan keberadaan dan
ketunggalan solusi lemah dari suatu persamaan diferensial menggunakan metode

Galerkin.
1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah menambah pengetahuan mengenai
pendekatan kualitatif dan mengasah kemampuan dalam menunjukkan keberadaan
dan ketunggalan solusi lemah dari suatu sistem persamaan diferensial serta
menambah pengalaman bagi penulis menyusun karya tulis ilmiah dalam bentuk

skripsi.
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1.6 Sistematika Penulisan

Adapun sistematika penulisan yang digunakan pada penelitian ini terdiri dari
lima bagian. Masing-masing bagian dibagi ke dalam subbab dengan rincian sebagai
berikut:

BAB | PENDAHULUAN
Pada bab ini berisikan latar belakang, rumusan masalah, tujuan penulisan,
batasan masalah, manfaat penulisan, dan sistematika penulisan yang

memberikan gambaran singkat mengenai penelitian ini.
BAB Il TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini berisikan pemaparan secara singkat mengenai konsep dasar
yang mendukung pembahasan masalah, yaitu teori-teori dasar dalam
analisis fungsional, aljabar, persamaan diferensial, serta definisi dan
teorema yang digunakan untuk menentukan keberadaan dan ketunggalan
suatu solusi lemah dengan metode Galerkin.

BAB Il METODE PENELITIAN

Pada bab ini berisikan metode dan tahapan-tahapan yang digunakan dalam
menunjukkan keberadaan dan ketunggalan solusi lemah suatu persamaan

diferensial parsial menggunakan metode Galerkin.

BAB IV PEMBAHASAN
Dalam bab ini akan disajikan pembahasan dari tugas akhir ini yaitu
menunjukkan keberadaan dan ketunggalan solusi lemah suatu persamaan
diferensial menggunakan metode Galerkin.

BAB V PENUTUP
Dalam bab ini berisi tentang kesimpulan hasil penelitian dan saran yang

ditunjukan bagi para peneliti agar bisa mengembangkan penelitian ini.
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BAB I1
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 State of The Art

Metode Galerkin pertama kali muncul pada akhir tahun 1915 oleh Boris G.
Galerkin yang memberikan pendekatan solusi secara lebih umum dari persamaan
diferensial dari rangkaian keseimbangan elastis balok dan pelat, dengan esensi
bahwa pendekatan ditentukan oleh sifat ortogonalitas dari basis fungsi yang bebas

linear dan sifat ortogonalitas tersebut dipahami dalam bentuk integral.

Selain itu, para ahli dan ilmuwan telah banyak mengkaji penyelesaian
persamaan diferensial dengan menggunakan beberapa pendekatan untuk
mentransformasikan formulasi fisik dari masalah menjadi analogi diskrit elemen
hingga dengan metode Galerkin. Metode Galerkin sebagai salah satu metode
elemen hingga juga digunakan oleh Setiawan (2000) yang menentukan solusi
persamaan diferensial pada model keratan permukaan suatu pelat baja dua dimensi
dengan metode Galerkin tersebut. Pada penelitian tersebut, akurasi keseluruhan
perhitungan yang dicapai lebih baik dari yang diperoleh dengan metode

perhitungan secara manual.

Dalam buku Baccouch (2021) dibahas beberapa metode Elemen Hingga
untuk mendekati solusi persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial
parsial yang umumnya solusinya sulit ditentukan secara analitik. Dalam buku ini
juga dibahas metode Galerkin dalam menentukan solusi lemah dari persamaan

diferensial yang diberikan.

Berdasarkan paper dan buku diatas, maka penulis akan melakukan
pengkajian ulang dalam menentukan keberadaan solusi lemah persamaan
diferensial linear tak homogen orde dua dengan pendekatan metode Galerkin, selain
itu akan dibuktikan pula ketunggalan solusi lemah dari persamaan diferensial yang
diberikan.
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2.2 Ruang Vektor

Definisi 2.1 Ruang vektor X atas lapangan F adalah suatu himpunan tak kosong
yang dilengkapi dengan dua buah operasi, yaitu penjumlahan vektor dan
perkalian vektor dengan skalar elemen dari F sedemikian sehingga untuk setiap
x,y,z € X; a,p € F terhadap kedua operasi tersebut berlaku :
1. x4+ y €V (tertutup terhadap penjumlahan skalar).

. ax €V (tertutup terhadap perkalian skalar).

. X+y=y+nx.

. x+(y+z)=(x+y) +z

. Terdapat —x € X, sedemikian sehinggax + (—x) = (—x) + x = 0.
axtay=a(x+y).
(a+p)x = ax + fx.
. a(Bx) = (ap)x
10. Untuk setiap x € X, 1x = x.

2
3
4
5. Terdapat vektor 0 € X, sedemikian sehingga O+x = x + 0 = x.
6
7
8
9

(Kreyszig, 1989).
Contoh 2.1 Misal diberikan ruang vektor V atas lapangan R? yang dilengkapi

dengan dua operasi berikut

(1, %2) + (Y1, ¥2) = (1 + Y1, %2 + y2) dan a(xq, y1) = (ax;, ayq),
dengan k € R.
Akan dibuktikan bahwa V merupakan ruang vektor.

Bukti

Ambil sebarang u, v,w € R? dan a, € R, dengan

u= (1), v=0(xy2), w=(x3Y3)
1. Akan ditunjukkan bahwa u + v € R? (tertutup terhadap penjumlahan skalar)
u+v = (x,y1) + (x2,¥2)
= (X1 +x2, ¥1+Y2).
Karena u, v € R?, sehingga diperoleh

u+v=(x1+x2, y1+y2)EIR2
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Jadi, terbukti bahwa u + v € R2.
2. Akan ditunjukkan bahwa au € R? (tertutup terhadap perkalian skalar)
au = a(xqy,y1)
= (axq, ay,).
Karena x,y € R", sehingga diperoleh
au = (ax;, ay;) € R
Jadi, terbukti bahwa au € R? (tertutup terhadap perkalian skalar).
3. Akan ditunjukkan bahwau + v = v + u.
u+v = (x,y1) + (x2,¥2)
= (%1 +x2,y1 + ¥2)
= (xz +x1,¥2 + ¥1)
= (x2,y2) + (x1,¥1)
=v+u
Jadi, terbukti bahwau + v =v + u.
4. Akanditunjukkanu + (v +w) = (u+v) +w.
u+@+w) = (r,y0) + (G, y2) + (x3,73))
= (1, y1) + ((x2 + x3), (2 + ¥3))
= (g + (2 +x3), 1 + (V2 + ¥3)
= ((r1 +x2) +x3,(y1 +y2) +¥3)
= ((x1,)’1) + (xz'YZ)) + (x3,¥3)
=u+v)+w
Jadi, terbukti bahwau + (v +w) = (u+w) +v.

5. Anggap bahwa (8) merupakan identitas di I/, maka
o)+ (o) =G =)+ G
u+0=04+u=u.

Jadi, (8) merupakan identitas di V.
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6. Akan ditunjukkan terdapat (—u) € R? untuk setiap u € R?, sedemikian
sehingga

u+(—uw)=(—u)+u=0.

Dengan memilih ¢ = —1 pada sifat pertama diperoleh
(-x1,—y1) € R%
Dengan menggunakan sifat penjumlahan pada bilangan real diperoleh
u+(—u) = (x,y1) + (-x1, —y1)
=(x1 + (-x1), y1+ (=y1))
=(0,0)
=0.
(—w)+u = (=x,—y1) + (x1, 1)
= ((=x1) +x1, (=y1) + 1)
=(0,0)
=0.
Jadi, terdapat (—u) € R™ untuk setiap u € R", sedemikian diperoleh
u+(—u)=_(—u)+u=0.
7. Akan ditunjukkan bahwa a(u + v) = au + av.
a(u+v) =a((xy,y) + (x2,2))
= a(x; +x2,y1 +¥2)
= (a(xy +x1) + a(y; +y2)
= (ax; + axy, ay, +ay;)
= ((axl, ay,) + (ax,, ayz))
= a(xy,y1) + a(xz, ¥2)
= au + av.

Jadi, terbukti bahwa a(u + v) = au + av.
8. Akan ditunjukkan bahwa (a + f)u = au + Bu.
(a+Bu = (a+p)(x1,y1)

= ((a + B)xy, (@ + B)y1)
= (ax, + Bxy, ay, + By1)
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= (axy, ay1) + (Bx1, By1)
= a(xy,y1) + B (x1,¥1)
= au + fu.

Jadi, terbukti bahwa (@ + B)u = au + pu.
9. Akan ditunjukkan bahwa a(fu) = (af)u.
a(Bx) = a(f(x1,y1))
= a(Bx1, By1)
= (aBxy, afy1)
= (ap)(x1,y1)
= (af)u.
Jadi, terbukti bahwa a(fu) = (af)u.

10. Akan ditunjukkan 1u = u. Dengan menggunakan sifat perkalian skalar dengan
a = 1 diperoleh

Misalkan a = 1, maka diperoleh
lu = (1x, 1y,)
= (x1,y1)
=u.

Jadi, terbukti bahwa 1u = u

Karena semua sifat ruang vektor terpenuhi, maka terbukti bahwa V adalah ruang

vektor atas lapangan R2.

Definisi 2.2 (Subruang) Misalkan X adalah ruang vektor atas lapangan F,
himpunan tak kosong Y < X dikatakan subruang dari X jika Y merupakan ruang

vektor atas lapangan F dan untuk setiap skalar a, 8 € F dan y4,y, € Y berlaku

ayq + Byz ey.
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Jadi, Y adalah ruang vektor dimana dua operasi aljabarnya diinduksi dari
ruang vektor X. Jelas bahwa untuk sebarang ruang vektor X, Y = {0} keduanya

juga merupakan subruang dari X (Kreyszig, 1989).
Contoh 2.2

Misalkan V adalah ruang vektor atas lapangan R?, himpunan tak kosong H c V,

dengan H = {(x, 2x) | x € R} adalah subruang dari V.
Ambil a, 8 € R dan hy, h, € H, maka
hy; = (x4,2x,) € Hdan h, = (x,,2x,) € H.
Diperoleh
ahy + fhy, = a(xy,2x;) + B(xy, 2x,)

= (axy, 2ax;) + (Bx, 2Bx;)

= (ax; + Bxy, 2ax; + 2x;)

= (ax; + Bxy, 2(ax, + Bx;)) € H.
Jadi, H merupakan subruang dari V.
Definisi 2.3 (Kombinasi Linear)

Misalkan V adalah ruang vektor, suatu vektor w dikatakan kombinasi linear dari
vektor-vektor v, v,, ..., v,, € V dengan koefisien skalar k4, k5, ..., k,, didefinisikan

dengan

n
w = Z k. v,.
r=1
(Berberian, 1961).

Contoh 2.3 Diberikan w = (3,5) € R2. Akan ditunjukkan bahwa w merupakan
kombinasi linear dari u = (1,1) dan v = (1, 2).

Bukti.

Terlebih dahulu akan diperiksa apakah terdapat skalar-skalar k; dan k, yang

memenuhi w = k,u + k,v, yaitu
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(3,5) = ky(1,1) + ko (1,2) = (ky + ko, kg + 2k3).
Berdasarkan kesamaan dua vektor, maka diperoleh sistem persamaan linear berikut
ki +k, =3
ki + 2k, =5,
sehingga solusi dari sistem persamaan linear tersebut adalah k; = 1 dan k, = 2.

Jadi, terbukti bahwa w = 3u 4+ 5v merupakan kombinasi linear dari u dan v.

Definisi 2.4 (Bebas Linear)

Misalkan V adalah ruang vektor dan v4, v,, ..., v,, € V dikatakan bebas linear jika
a1V, +a v + -+ a,v, =0

yang mengakibatkan bahwa semua skalar a4, @, ..., @, harus sama dengan O.

(Leon, 2015).

Contoh 2.4 Misalkan vektor-vektor u = (1,2,3), v=(-2,35), dan w=
(2,—1,1) pada R3. Akan ditunjukkan bahwa vektor-vektor tersebut saling bebas

linear.
Vektor-vektor tersebut saling bebas linear, karena jika

k1u+ kzv + k3w = O

ee(3)-0-

maka dapat dituliskan

k1 - Zkz + 2k3 = 0
Zkl + 3k2 - k3 == 0
3k1 + 5k2 + k3 = 0

Dari persamaan linear 3 variabel tersebut, maka diperoleh hasil
kl == O,kz == 0, dan k3 = O

Karena k; = 0, k, = 0, k3 = 0. Sehingga vektor-vektor tersebut bebas linear.

10
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Definisi 2.5 (Bergantung Linear)

Misalkan V adalah ruang vektor, dengan v, v,, ..., v, € V dikatakan bergantung
linear jika terdapat skalar a4, a5, ..., @, yang tidak semua nol, sedemikan sehingga

avq + a vy + -+ a,v, = 0.
(Leon, 2015).
Contoh 2.5

Misalkan V = R3 merupakan ruang vektor atas lapangan R.

Diberikan E = {(0,1,0), (0,0,1),(0,1,1)} di V. Maka V bergantung linear, karena

terdapat skalar yang tidak sama dengan nol, sedemikian sehingga

1(0,1,0) + 1(0,0,1) + (—=1)(0,1,1) = (0,0,0).

Definisi 2.6 (Merentang)

Misalkan S = {x4, x5, ..., x,} adalah himpunan tak kosong dari ruang vektor V
atas lapangan F dan jika setiap vektor dalam V dapat dinyatakan sebagai

kombinasi linear dari S = {x4, x5, ..., x,,}, maka S merentang V.
(Anton & Rorres, 2019).
Contoh 2.6

Misalkan S = {(1,1,2),(1,0,1),(—3,5,4)} < Vdengan V ruang vektor atas

lapangan R3. Periksa apakah himpunan S merentang ruang vektor R3
Bukti.
Ambil sebarang u = (uy, u,, u3) € R3, untuk suatu skalar k4, k,, k5 € R.

Terlebih dahulu diperiksa apakah dapat ditulis sebagai kombinasi linear dari vektor-

vektor yang ada di himpunan S.
Perhatikan bahwa
u=k(1,12) + k,(1,0,1) + k3(—3,5,4)
(uq,uy, u3) = (kikq, 2ky) + (k, 0, ky) + (—3k3, S5k3, 4k3)

(ul,uZ, u3) = (kl + kz - 3k3, k1 + 5k3, 2k1 + kz + 4‘k3)

11
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Diperoleh sebuah sistem persamaan linear

k1+k2_3k3 =u1
kl + 5k3 == u2
Zkl + 1k2 + 4‘k3 == u3.
Jika persaamaan ini konsisten untuk semua nilai a, b, dan ¢, maka setiap vektor
yang ada di R3 dapat dituliskan sebagai kombinasi linear dari vektor-vektor yang
ada di himpunan S. Dalam hal ini, akan dicari determinan dari matriks koefisiennya

sebagai berikut

1 1 -3
A=|1 0 5
2 1 4

Karena determinan A # 0, maka vektor di R® merupakan kombinasi linear dari S.
Jadi dapat disimpulkan bahwa himpunan S merentang R3.
Definisi 2.7 (Basis)

Misalkan S = {v4, v, ..., v, } adalah himpunan vektor yang berdimensi hingga
pada ruang vektor V, himpunan S dikatakan basis untuk V' jika memenuhi kondisi
berikut.

(a) S merentang V.
(b) S bebas linear.

(Anton & Rorres, 2019).
Contoh 2.6

Diberikan v; = (1,0,0), v, = (0,1,0), v3 = (0,0,1), maka vektor tersebut

merupakan basis untuk R3.

Sebab vektor-vektor {v4, v,, v3} adalah himpunan yang bebas linear. Untuk setiap

{v4,v,,v3} pada R3 dapat ditulis
w = k1v1 + kz"]z + k3173,

maka {v,, v,, v3} merentang R3 karena dapat dituliskan sebagai kombinasi linear

dari vektor-vektor {v4, v,, v3}, sehingga {v4, v,, v3} merupakan basis.

12
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17 [07 [O
Dapat dituliskan B = {[0] , [1] , [0]} disebut basis baku (standar) untuk R3.
ol Lol 11

171 107 1
Salah satu basis yang lain untuk R3 adalah C = {H , [1] , H}
ol L1 11

Hal ini dikarenakan C merentang R3 karena dapat dituliskan sebagai kombinasi

linear dari himpunan vektor C. Dalam hal ini C juga bebas liniar.
Bukti.

Ambil untuk sebarang a, b, c € R, berlaku

a b—c 0 c+a—Db]
PL:F—c-Fb—a-Fc+a—b
c 0 b—a c+a-—bl
1 0 1
=@—w)14{b—@i1+c+a—bll
0 1 11

Terbukti bahwa himpunan € membangun R3 yang berarti bahwa himpunan C

merupakan kombinasi linear vektor-vektor di R3.

Selanjutnya, untuk sebarang bilangan real x, y, z € R yang memenuhi

1 0 0
x|{1|+y|1|+2z]|0],
0 1 0
diperoleh
x+z =0
x+y+z =0
y+z =0

Dengan menyelesaikan SPL homogen tersebut, maka diperoleh x =y =z = 0.

Jadi terbukti bahwa himpunan € merupakan himpunan bebas linear.

13
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2.3 Ruang Bernorma

Ruang bernorma merupakan bentuk umum dari konsep panjang suatu vektor
pada sistem bilangan real. Pada bagian ini akan dijelaskan mengenai definisi dan

contoh ruang bernorma.

Definisi 2.7 Misalkan V adalah ruang vektor (Real dan Kompleks). Norm pada V
didefinisikan sebagai suatu fungsi bernilai real ||-||:V — R untuk setiap v € V
memenuhi aksioma berikut

(1) llv|l = 0, untuk setiap v € V.

(2) |lv|| = 0 jika dan hanya jika v = 0.

(3) llav]|| = |a|llv||, untuk setiap v € V dan a € R.

4) lu+ v|| < [|lull + ||v]], untuk setiap u, v € V.
Pasangan (V, ||| disebut ruang bernorma (Kreyszig, 1989).

Contoh 2.7 Diberikan ruang L?(R), akan ditunjukkan L?(R) merupakan ruang

bernorma dengan norma yang definisikan sebagai berikut

Ifll = ( G dx)%.

Akan ditunjukkan bahwa norm dalam L?(R) memenuhi sifat ruang bernorma.
(1) Akan ditunjukkan bahwa ||f|| = 0.

Bukti.

Berdasarkan sifat nilai mutlak maka diketahui |f| = 0,

dan
If1? = 0.
Selanjutnya karena fungsinya bernilai non-negatif, maka hasil integralnya bernilai
non-negatif
f IfI? dx =0
R
diperoleh

14
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1
( [1rr dx)z —Ifll = 0.
R

(2) Akan ditunjukkan ||f]| = 0 jika dan hanya jika f = 0.

Jika ||f|| = 0, akan ditunjukkan f = 0.

1
Karena || Il = (JpIfI? dx)? = 0, maka JelfI? dx = 0.
Diperoleh |[f|? =0 f = 0.
Jika f = 0 akan ditunjukkan ||f]| = 0.
Karena f = 0, diperoleh
1
IF1l = (f,]01% dx)? = 0.

Jadi, ||f]| = 0 jika dan hanya jika f = 0.
(3) Akan ditunjukkan ||laf || = |a||If]l.

( J Jart dx)é - ( [ e dxfl
- <|a|2 fRIfIZ dx)E

1

= (lal?y? < [irr dx)2
R

1

= |al ( fRIfIZ alx)E

= lalllf Il
Jadi, diperoleh ||af]| = |a|lIf]l.

(4) Akan ditunjukkan [If + gl < lIf1I + llgll.

Untuk menunjukkan pertidaksamaan tersebut maka digunakan ketaksamaan
Minkowski berikut.

15
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( [1r+ar dx>% 3 ( [ dx>% X < [ dx>%.

Pilih p = 2, dituliskan sebagai berikut

1 1 1
If +gll = ( fRIf+gI2 dx)z < ( leﬂz dx)z ; ( fRIgIZ dx)z

If +gll < Il + ligll-
Jadi, diperoleh [|f + gl < [I£]l + llgll.

Karena ruang Lebesgue L2 memenuhi sifat ruang bernorma, sehingga terbukti

bahwa (L2, ||-||) merupakan ruang bernorma.

2.4 Ruang Hasil Kali Dalam

Definisi 2.8 Misalkan X adalah ruang vektor dan x,y,z € X, maka sebuah hasil
kali dalam pada ruang vektor riil X adalah fungsi yang mengasosiasikan bilangan
riil (x,y) dengan masing-masing pasangan vektor x dan y pada X, sedemikian
sehingga aksioma berikut terpenuhi.

1) (xy) = (y,x)

(2) (x+y,2)=(x,2)+(y,2)

(3) (ax,y) = (x,ay) = a(x,y), untuk setiap a € R.

(4) (x,x) = 0, untuk setiap x € X dan

(x, x) = 0 jika dan hanya jika x = 0.
(Kreyszig, 1989).

Contoh 2.8

Misalkan W < R3® yang dilengkapi dengan operasi hasil kali (u,v) = 2u,v; +
u,v, + 3uzv; dimana u, v € W. Tunjukkan W adalah ruang hasil kali dalam.
(1) Simetris
Ambil sebarang u, v € W maka
(w,v) = 2u vy + Uyv, + 3uzv; = 2V + VU, + 3v3us = (v, u)

(2) Aditivitas
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Ambil sebarang u, v,w € W maka
(u+v,w) =21y +v)wy + (uy + v)w, + 3(uz + v5)ws
= 2(uywy + vywy) + (Upw, + v,wy)
+ 3(usws + v3wy)
= 2uwq + 20wy + Uupyw, + vow, + 3uzws + 3v3ws
= (Quywy + uyw, + 3uzws)
+ Quiw; + vw, + 3v3w3) = (u,w) + (v, w)
(3) Homogenitas
Ambil sebarang u, v € W dan a € R maka
(au,v) = 2au v, + auy,v, + 3auzv; = a(2uy vy + uyv, + 3uszvs)
= a(u,v)
(4) Positifitas
Ambil u € W maka
(w,u) = 2ujuy + uyuy + 3ugug = 2u? + u3 + 3ul
Karena u?,u3,u3 > 0 maka jelas 2u$ + u3 + 3u3 > 0,

dan2u? +uZ+3ui =0 u=0.

Definisi 2.9 Dua vektor x dan y dalam ruang hasil kali dalam disebut ortogonal
jika (x, y) = 0, dan dinotasikan dengan x L y.

Contoh 2.9 Dua buah vektor u = (3,4) dan v = (4, —3) ortogonal.

Karena u,v € R?* maka berdasarkan definisi hasil kali dalam pada ruang R™
diperoleh :
<u, v) = u1U1 + uzvz = 3(4) + 4(_3) = O

Jadi, u dan v orthogonal atau dapat dituliskan u L v.

Definisi 2.10 (Ortonormal) Misalkan V merupakan ruang hasil kali dalam dengan
W = {uq,u,,..,u,} € V. Himpunan W disebut himpunan ortonormal jika W
himpunan orthogonal dan panjang setiap anggota W adalah satu. Dapat ditulis

sebagai berikut:

a) (u;,u;) =0,untuki,j = 1,2,...,ndani # j,
j J J

(b) ||w;ll = 1, untuk setiapi = 1,2, ..., n.

17
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(Resmawan, 2019).

Contoh 2.10 Himpunan vektor V = {( ,

), (—%%)} pada R? ortonormal.

Siks
Nl

1

Akan ditunjukkan bahwa vektor x = (%%) dany = (—%,ﬁ

) memiliki norm

1.

Berdasarkan definisi norm pada ruang R™ diperoleh :

2 2

||x||=M=j(%) +(%) =\/%+%=\/I=1.

Iyl =JW=\/(—%)2+(1)2 =j%+%=\/f= 1

V2

Karena semua vektor dari V bernorma 1 maka himpunan V' ortonormal.

Selanjutnya, akan ditunjukkan x L y atau (u,v) = 0.

(X,y) = x1y1 + x2¥, = %(-%) +%<%) =0

Definisi 2.11 Suatu ruang Hilbert adalah ruang hasil kali dalam yang lengkap
(setiap barisan Cauchy-nya konvergen).

Contoh 2.11

Misalkan

b
Lz(a,b)z{f|f:(a,b)—>(c:f Iledx}.

Menurut (Herry, 2011: 4), L?(a, b) merupakan ruang hasil kali dalam yang lengkap.
Jadi, L2 (a, b) merupakan ruang Hilbert.
2.5 Matriks

Matriks adalah susunan bilangan-bilangan riil atau bilangan kompleks yang
membentuk segi empat siku-siku yang disusun menurut baris dan kolom (Anton,
2004).
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Selanjutnya bilangan-bilangan tersebut dinamakan entri dalam matriks. Entri

dari sebuah matriks A yang berada pada baris ke-i dan kolom ke-j dinotasikan a;;.

Secara umum bentuk matriks dapat dituliskan sebagai berikut:

a;; A Ain

A a1 dzz aon
mxn — E

Am1 Amz - Qmn

Susunan persamaan tersebut disebut matriks m kali n (ditulis m x n) karena
memiliki m barisan dan n kolom. Sebagai aturan, kurung siku [ ], kurung biasa ()
atau bentuk || || digunakan untuk mengurungi susunan persegi panjang dari

bilangan-bilangan tersebut.
Simbol matriks dapat ditulis sebagai [aij],,x, atau [aij].
Jenis-jenis matriks :

a. Matriks Segitiga
Matriks Segitiga adalah matriks persegi yang memiliki elemen bernilai nol
dengan pola segitiga di salah satu bagian Kiri atau kanan, dengan diagonalnya
tidak termasuk pola tersebut.
Contoh 2.11

b. Matriks Diagonal
Matriks diagonal adalah matriks yang semua elemennya bernilai nol, kecuali
elemen pada diagonal matriks.
Contoh 2.12

c. Matriks ldentitas
Matriks identitas adalah matris diagonal yang memiliki elemen diagonalnya

bernilai 1.
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Contoh 2.13

d. Matriks Tridiagonal

Matriks tridiagonal adalah matriks bujursangkar yang seluruh elemen bukan 0
nol berada di sekitar elemen diagonal, sementara elemen lainnya bernilai O nol.

Contoh 2.14
a;; a; O 0
[a21 Azp Q23 0 ]
T=|0 as» 0 .
0 0 Ann-1 Ann

T adalah sebuah matriks tridiagonal berukuran a;x ).

e. Matriks Eselon
Matriks eselon adalah matriks yang memenubhi sifat berikut.
1. Setiap baris yang hanya terdiri dari bilangan nol terletak sesudah baris yang
memuat elemen tak nol.
2. Pada setiap baris matriks yang mempunyai elemen tak nol, elemen tak nol
dari baris sebelumnya (Riyan,2021).

Contoh 2.15

f. Determinan Matriks
Misalkan

A=|Az1 Az Qz3

asz; dszz; dsz

a1 Qg2 a13]

Determlnan A = det(A) = |A| = (a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32)
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—(a31022013 + 32023011 + A33021a47).
(Anton dan Rorres, 2010).
Contoh 2.16

Diberikan matriks eselon sebagai berikut

(1 2 3
M=]0 5 -1
0 0 4
1 2 3
Determinan dari matriks M = |[M| =10 5 —1|= 1(5)(4) = 20.
0 0 4

Teorema 2.1

Jika A adalah matriks yang berukuran n X n, dan jika T4: R™ — R™ dikalikan

dengan A, maka persamaan berikut ekuivalen.

(@) A memiliki invers.

(b) Ax = 0 hanya memiliki solusi trivial.

(c) Bentuk eselon baris yang direduksi oleh A adalah I,,.

(d) A dapat dinyatakan sebagai hasil dari matriks elementer.

(e) Ax = b konsisten untuk setiap n x 1 matriks b.

(f) Ax = b memiliki tepat satu solusi untuk setiap n x 1 matriks b.
(9) det(4) # 0.

(h) Range dari T, adalah R™.

(i) T, satu-satu.

() Vektor kolom dari A bebas linear.

(k) Vektor baris dari A bebas linear.

() Vektor kolom dari A merentang R™ (Anton dan Rorres, 2010).

2.6 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan satu atau lebih

variable tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas (Ross, 1984).
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. . . . . .. dy d?’y d® ar
Persamaan diferensial dinotasikan dengan notasi Leibniz =,== =2, ..., ==
dx’ dx?’ dx3 dxn

atau notasi prima y',y”,y'”,..,y™ atau biasa juga dinotasikan dengan
D,y,D2y,D3y, ..., D*y. Selain itu, persamaan diferensial memiliki orde/order dan
derajat. Orde suatu persamaan diferensial adalah orde tertinggi dari semua turunan
yang terdapat pada persamaan diferensial tersebut. Sedangkan derajat persamaan
diferensial adalah pangkat tertinggi dari orde tertinggi semua turunan pada
persamaan diferensial yang diberikan (Ross, 1984).

Contoh 2.17 Berikut ini contoh persamaan diferensial.

1) d—y+2xy=sinx, merupakan persamaan diferensial berorde 1 dan
dx

berderajat 1.
2) 32732’ + y = 0, merupakan persamaan diferensial berorde 2 dan berderajat 1.

Adapun bentuk persamaan diferensial orde 2 sebagai berikut.

d’y = dy
aw+ba+cy —f(x),
dengan memisalkan f(x) = 0, dengan a, b, dan ¢ konstan, maka persamaan diatas

menjadi

d’y  dy
a@+ba+cy—0.

Persamaan tersebut adalah bentuk umum Persamaan Diferensial Linear Homogen

Orde 2, dimana ruas kanannya sama dengan 0.

Apabila ruas kanan tidak sama dengan 0, persamaan itu dikatakan Persamaan
Diferensial Linear Tak Homogen Orde 2 (Nuryadi, 2018).

2.7 Solusi Lemah

Solusi lemah pada suatu persamaan diferensial adalah fungsi yang tidak
semua turunannya ada, tetapi tetap dianggap memenuhi persamaan dengan

beberapa pendefinisian yang tepat. Sederhananya, konsep dari solusi lemah muncul
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akibat dalam beberapa kasus persamaan diferensial tidak dapat ditemukan solusi
klasiknya. Solusi klasik yang dimaksud adalah solusi yang smooth dimana
solusinya punya turunan dan memenuhi persamaan tersebut. Dari keterbatasan
tersebut, maka untuk mengatasi persamaan diferensial yang tidak dapat ditemukan
solusi kuatnya, maka penentuan solusi dilakukan dengan memperluas ruang solusi.
Maksudnya, solusi yang dicari tidak hanya dibatasi sebagai suatu solusi yang
smooth, tapi juga solusi nonsmooth dari persamaan, sehingga memungkinkan
menemukan solusi lain selain solusi klasiknya. Solusi lemah memiliki pengertian
yang berbeda-beda jika ditinjau dari kelas-kelas persamaannya (Kinnunen, 2018).

Solusi lemah diperolen dari persamaan diferensial yang kemudian
dilakukan perluasan ruang solusi dengan membentuk sebuah persamaan baru yang
ekuivalen dengan persamaan awalnya, persamaan baru tersebut dinamakan
formulasi lemah. Kemudian solusi dari formulasi lemah inilah yang dikatakan
sebagai solusi lemah.

Contoh 2.18
Diberikan sebuah persamaan diferensial
—u" +q@u = f(x), (2.1)
dengan syarat awal
u(0) = uy,x € Q= (a,b)
dan syarat batas
u(a) =u(b) =0.

Selanjutnya, akan dibentuk persamaan baru yang ekuivalen dengan Persamaan (2.1)

tersebut yang dinamakan formulasi lemah.

Misalkan diambil v sebagai basis fungsi yang dikalikan dengan Persamaan (2.1)
berikut

—u"v+quv = fv.
Kemudian diintegral kedua ruas menggunakan dengan integral parsial pada suku

pertama dengan memasukkan batas-batasnya,
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b b
f (—u"v + quv)dx = f fvdx
a a

b

—vu’ ‘
a

b b b
+f u’v’dx+f quv dx = f fvdx
a a a

dengan memasukkan batas [a, b] pada suku pertama maka diperoleh

b b b
0+f u’v’dx+f quvdx=f fvdx,
a a a

diperoleh formulasi lemahnya sebagai berikut

b b b
f u'v'dx + f quv dx = f fvdx,
a a a

dengan v(a) = v(b) = 0.
Jadi, solusi u dalam formulasi lemah tersebut merupakan solusi lemah dari

Persamaan (2.1).

2.8 Metode Galerkin

Metode Galerkin adalah metode yang digunakan untuk mengubah masalah
operator kontinu (seperti persamaan diferensial) ke masalah diskrit. Dalam
prinsipnya, metode ini mirip penerapannya dengan metode variasi ke ruang fungsi
dengan persamaannya ke formulasi lemah, secara khusus menerapkan beberapa
batasan pada ruang fungsi untuk menggolongkan ruang pada suatu himpunan
terbatas dari basis fungsi (Dahlan, et al., 2014).

Konsep awal dari metode Galerkin adalah membentuk sistem persamaan linear,
maka akan dibangun bentuk matriksnya, sehingga dapat digunakan untuk

menghitung solusinya.
Adapun langkah-langkah metode Galerkin sebagai berikut.

1) Mengalikan formulasi lemah dari persamaan diferensial yang berbentuk

integral dengan basis fungsi ¢ (x) atas domain yang diberikan.
2) Ditentukan sebuah basis fungsi {gbj}?: yang bebas linear dan berdimensi

hingga.
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3) Membentuk matriks tridiagonal yang akan digunakan untuk membentuk

hasil akhir berupa sistem persamaan linear Ac = b.
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