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ABSTRAK

Studi tentang penyebaran Hepatitis A (HA) telah dilakukan dalam model matematika.
Terdapat dua model yang menjelaskan bagaimana penvakit ini menyebar. Model
pertama adalah penyebaran HA tanpa sanitasi dan vaksinasi, sedangkan model
lainnya menjelaskan penyebaran HA dengan sanitasi dan vaksinasi. Kedua model
memberikan dua titik kesetimbangan, yakni titik kesetimbangan bebas penyakit dan
titik kesetimbangan endemis, dimana penyakit akan tetap bertahan dalam komunitas,
Hasil penelitian menunjukkan bahwa ebdemik HA akan hilang dari komunitas jika
tingkat laju kontak kecil atau wvaksinasi diintensifkan. Beberapa simulasi numerik
diberikan untuk memperlihatkan tingkat endemisitas penyakit ini.

Kata kunci: Hepatitis A, model matematika, endemisitas, sanitasi, vaksinasi
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ABSTRACT

A study of spreading Hepatitis A (HA) in a community has been conducted in
mathematical model manner, There are two models to explain how the epidemic
behaves. The first model concerns aboul the spreading of HA with lack effort such as
sanitation and vaccination while the second one is in the scenario of the occurring of
them. Each model gives two equilibrium points; they are a free disease equilibrium
and endemicity equilibrium. The results show that the endemic will disappear from
the community if the level of vaccination is very high or the contact rate is low. There
are some numerical simulations to show the qualitative behavior of this disease.

Keywords: Hepatitis A, endemicity, mathematical model, vaccination, sanitation
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Model Matematifs Ttuf Mensmaulas Disamiliy Populas Hepatitic A
engan Tinghat Endemisitas yang Berbeda

e THh}hYTY—-——
BAB I \
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Hepatitis A merupakan salah satu jenis dari beberapa hepalitis yang ada dikenal
saat ini. Sejauh ini selain hepatitis A, juga terdapat hepatitis B, hepatitis C, hepatitis
D, hepatitis E, hepatitis G, dan hepatitis TT. Namun yang sering dijumpai di
Indonesia adalah hepatitis A, hepatits B dan hepatitis C. Untuk menentukan jenis
hepatitis yang diderita, biasanya diadakan diagnosa yang meliputi pemeriksaan
biokimiafenzimatik, imunologi dan pencitraan. Sampai saat ini telah ditemukan

vaksin untuk mencegah penularan hepatitis A, B dan D (http://www.republika.co.id).

Hepatitis A (selanjutnya untuk singkatnya, sering disebut HA} disebabkan oleh
?im§ HA dan ditularkan melalui makanan/minuman yang tercemar serta melalui
tinja. Penyakit ini banyak dijumpai pada anak-anak sekitar usia 9 tahun, banyak
terjadi di wilayah dengan tingkat sanitasi yang buruk seperti pada masyarakat dengan
kepadatan penduduk tinggi dan kondisi kebersihan yang buruk dalam lingkungan

keluarga dan sosial (Guimarens dan Codeco, 2005).

Gejala penyakit ini adalah cepat lelah, tidak nafsu makan, mual dan muntah,

demam, rasa tidak enak di perut, mata dan kulit menjadi kuning serta urin yang

N'-
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berwarna coklat. Karena gejalanya bersifat akut (hadir dalam waktu singkat, relatif
berat) dan menyerupai gejala flu sehingga kadang tidak disadari, maka untuk
mengetahui secara pasti perlu dilakukan pemeriksaan darah dan urin. Kadar SGOT
dan SGPT diatas normal menunjukkan adanya gangguan pada hati. Dengan
pemeriksaan darah dapatl diidentifikasikan jenis hepatitis yang diderita apakah A.B

atau jenis hepatitis vang lain (Widowati, 2005).

Adanya perbaikan sanitasi secara bertahap di harapkan mampu mengurangi
transmisi HA meskipun belum bisa menghilangkan HA itu sendiri (Guimarens dan

Codeco, 2003).

Perbaikan tingkat sanitasi yang tidak seragam menyebabkan sirkulasi virus di
beberapa sektor akan tetap tinggi. Hal ini pulalah yang menyebabkan tingkat
endemisitas penyakit ini bervariasi. Pada daerah dengan tingkat sanitasi yang baik
cenderung memiliki populasi dengan tingkat endemisitas HA yang rendah.
Sedangkan daerah dengan tingkat sanitasi yang rendah endemisitas hepatitis A

cenderung lebih tinggi (Guimarens dan Codeco, 2003).

Dengan demikian, HA dapat ditularkan dari individu yang terinfeksi ke individu
yang sehat melalui kontak antar individu. Sedang individu yang terinfeksi dapat
disembuhkan melalui pemberian vaksin. Adanya tingkat sanitasi yang rendah juga

memicu cepatnya penyebaran HA.
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Dengan Tinghpt ‘Endewrinitas yang Berbeda

Berdasarkan fenomena diatas penulis mencoba mensimulasi secara matematik
komponen yang mempengaruhi perbedaan tingkat endemisitas HA yang secara
sederhana dituangkan dalam bentuk model matematika. Penulis menuangkan dalam

bentuk tulisan dengan judul:

Model matematika Untuk Mensimulasi Dinamika Populasi Hepatitis A

dengan Tingkat Endemisitas Yang Berbeda.

1.2 Rumusan Masalah
« Model pertama diadopsi dari Brow dan Rothery (Guimarens dan Codeco, 2005)

adalah model tanpa melibatkan adanya komponen yang menggambarkan perbaikan

sanitasi dan pemberian vaksin dan digambarkan dalam diagram kompartemen:

l

ulN

Susceptible |SEIS L Infected yI(t) ! Recoverad

ms(t) N mR(t)

Diagram tersebut dapat ditulis dalam bentuk sistem persamaan diferensial

nonlinear;

% = uN — mS(t) - cBI(E)S(E)
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di(t
CE = epsI® ~ (m+ 1))
dR(t)

- yi(t) —-mR(t)

e Sedangkan pada model ke dua (Guimarens dan Codeco, 2003) sudah dilibatkan

komponen vang menggambarkan adanya pengaruh sanitasi dan pemberian

imunisasi. Model ini bila digambarkan dalam diagram kompartemen:

(1—v)uN
Susceptible EEH}FN(E}SEI{ Infected vyl(t) Recovered
I = I * *
mS(t) [m+ (1 —w)y¥li(t) mR(t)

Secara sistematik diagram tersebut dapat ditulis:

di{f] = (1 — v)uN —mS(t) — c(H)BIE)S(D)
% = c(H)AS()(t) = (m+ y)I()

d

’::?} = vyl(t) — mR(t)
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S )

Keterangan simbal:

S

:dikenal dengan istilah Susceptible Individuals adalah Individu vang beresiko
terinveksi HA (unit). Individu ini belum pernah terinfeksi HA dan belum

pernah divaksinasi (seronegafif).

:atau  fnfected Individuals adalah individu yang saal ini terinfeksi dan

berpeluang untuk menularkan ke individu yang lain (unit).

:atau Recovered Individuals adalah individu yang pernah terinfeksi dan telah di

imunisasi total { unit).
:coniaci raie adalah jumlah potensial kontak dari individu yang suscepiible per

hari (uul:fi-t)'

:peluang bahwa setiap individu akan terinfeksi setelah potensial kontak (non

dimensi).
laju individu yang keluar dan status terinfeksi G)
laju kelahiran perkapita (2)
;jumlah individu dalam populasi (unit)
:laju individu yang meninggal pada setiap kelas (':)

proporsi dari individu vang divaksin (0-1).
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H  ctingkat sanitasi dari masyarakal (konstan).

c(H) :contact rate yang di pengaruhi efek sanitasi (m:.: :)'

Di sini akan di kaji pengaruh peningkatan sanitasi dan pemberian imunisasi HA pada
populasi. Sebagai media pembanding, penulis terlebih dahulu akan menganalisis
model matematika tanpa melibatkan komponen sanitasi dan imunisasi kemudian
dipaparkan kembali model matematika dengan melibatkan komponen sanitasi dan

Imunisasi.

1.3 Asumsi-asumsi

1. Penyakit HA endemik pada populasi

2. Populasi bersifat tertutup (tidak ada migrasi)

1.4 Tujuan Penulisan
1. Menentukan kesetimbangan dan kestabilan titik pada Model HA
2. Menentukan pengaruh peningkatan Sanitasi (H) dan pemberian vaksin (v)
pada populasi terhadap tingkat endemisitas HA.

1. Memprediksi perkembangan HA untuk jangka waktu t — oo
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e R ]
1.5 Batasan Masalah
Dalam kajian ini penulis mensimulasi pengaruh adanya perbaikan Sanilasi dan
pemberian vaksin HA pada populasi dengan menganalisis titik kesetimbangan

dan kestabilan pada model HA.
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BABII
TEORI PENDUKUNG

2.1 Pendahuluan

Dalam bab ini akan dibahas berbagai hal yang mendukung materi kajian. Pada
subbab 2.2 dibahas tentang karakteristik hepatitis A yang meliputi penyebab, individu
vang rentan terinfeksi dan upaya pengobatannya. Subbab 2.3 menjelaskan tentang
kesetimbangan mencakup defenisi dan jenis kesetimbangan, subbab 2.4 membahas
tentang kestabilan linear dan non linear, serta terakhir menjelaskan model SIR
khusunya model SIR dengan dinamik vital yang merupakan model yang digunakan

pada kajian ini.

2.2 Karakteristik Hepatitis A

Hepatitis ini disebabkan oleh wvirus hepatitis A, yang dikenal dengan nama
picornavirus. Virus tersebut termasuk  dalam golongan enferovirus yang memiliki
struktur RNA tunggal dan biasanya di jumpai dalam serum dan tinja. Partikel ini

berbentuk kubus dengan ukuran 27-30 nm (Hayes, 1988).

HA masih bersifat endemis di Negara berkembang sehubungan dengan

lingkungan dan sanitasi yang masih buruk. Masa inkubasi berkisar antara 15-45 hari,
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rata-rata 30 hari. Penderita umumnya akan sembuh sempuma serta tidak pemah

menjadi kronis (Dalimartha, 2002).

Contoh individu yang mempunyai resiko tinggi untuk tertular penyakit ini.
Misalnya anggota keluarga atau orang serumah yang dekat dengan penderita, anggota
ABRI wang tinggal di barak-barak, wisatawan asing yang mengunjungi daerah
endemis, homoseksual dan anak-anak yang dititipkan di tempat penitipan bayi (day

care centre)

Penderita penyakitl hepatitis A dianjurkan untuk mengasup Strowberi (Fragaria
vesca) karena kaya vitamin C, K, magnesium, kalium, zat besi, asam kalik dan asam
sitrik. Selain itu juga dianjurkan menkonsumsi temulawak, karena mengandung
paratoluil metal karbinol dan kamfer yang sifatnya merangsang hati untuk giat

memproduksi cairan empedu untuk mengurai lemak ( Widowati, 2003).

2.3 Kesetimbangan

Titikk X, € R™ disebut titik kesstimbangan (equilibrium point) dan x = f{x)

dimana;

ﬁ{xb Xz, X3 ees 1"1-,_]'
f{x.] — fi[:xlixzr:tai"wxn}

(X1, X2, X3, ooy Xp)
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Jika memenuhi f(X,) =0

Dengan kata lain X, = (x;, %3, %3, .., X,) titik setimbang dan x= f(x) jika

filx. x2,%5,....) = 0,¥i=12,..,n
Tinjau sistem persamaan differensial linear:

X = AX 2.0)
Dengan solusi umum:

x(t) = c & e Mt + cpf et 4 oo 4 o etnt

Dimana A adalah matriks konstan n x n dan x adalah vektor kolom n x 1. Untuk
menganalisis titik kesetimbangannya dari sistem (2.1) ada beberapa jenis
keseimbangan yang perlu dipertimbangkan. Jenis keseimbangan ini berbeda satu

dengan vang lain, tergantung pada nilai eigen dari matriks A, yaitu:

1. Node: terjadi jika akar-akar karakteristik polinomial (nilai eigen) vang real positif
atau real negatif.

2. Pelana (sadel): terjadi jika nilai eigennya real dan berbeda tanda.

3. Spiral: terjadi jika nilai eigennya kompleks.

4. Pusat (center): terjadi jika nilai eigennya adalah imajiner murni.

10
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2.4 Kestabilan

2.4.1 Kestahilan Sistem Linear
Misal diberikan ilustrasi dengan 3 sistem persamaan linear ordo pertama:
X, =ax; + bx; + cxy
Xy = dxy +ex; + fxg (2.2)
X3 = gx; + hx; + ixg
Dengan a, b, c,d, e, f, g, h dan i konstan,
Dalam notasi vektor persamaan (2.2) dituliskan sebagai:
X = Ax (2.3)
Dimana A adalah matriks konstan dengan ordo 3 x 3.

a b e X

A=|d e f[|dan x=|X;

g h il 3

Diasumsikan A adalah matriks yang nonsingular dan nilai eigen 4y, A, dan A4
berbeda karena itu titik kesetimbangan persamaan (2.2) hanva pada titik asal (0,0).

Solusi persamaan (2.2) adalah:
x(t) = aycieMf + a;ce™t + azcgetst (2.4)

11
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Dimana €, €; dan €3 adalah vektor eigen bebas linear yang bersesuaian dengan nilai

eigen A;, A; dan A3 dari matriks A. a,, a; dan a; konstan.

Lermmma 2.3.1(Belirami, 1987)

Titik kesetimbangan (0,0) dari persamaan (2.3) stabil asimtotik secara global jika dan

hanya jika bagian real dari nilai eigen A negatif .

Lemma 2.3.2 (Beltrami, 1987)

Nilai eigen A; dari matriks A yang berordo 2 x 2 memenuhi Re(4;) < 0 jika dan
hanya jika A4d; = Det(A) > 0 dan A, + A; = Trace{A) < 0. Nilai eigen A;
bilangan imajiner murni jika dan hanya jika Trace (A) = 0, sedangkan 4, <0 < 4,

atau A; < 0 < A, jika dan hanya jika Det{A) < 0.

2.4.2 Kestabilan Nonlinier

Misalkan f(u,v,w) dengan u=g(x,¥.2), v=h{zx,»,2) dan ), W=

I(x,y,z).Dengan u, v dan w terdeferensialkan terhadap x dan y maka matriks yang

du du du

ax dy @z

terbentuk adalah: ? o 3
x gy gz

dw dw dw

ax dy oz

Yang disebut dengan Matriks Jacobian
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Demgan Tingkat Endemisitar Berbeda

e ——

o o
dx gy dz
dv  dv o
Al = ax dy oz
w ow aw
dx fdy az

Disebut dengan Determinan Jacobian.

Tinjau persamaan differensial dalam bentuk:

dx
"gf = fi(x1. %3, x3)

dx
ﬂ: = fa(xq, X3, X3)

dx
a_: = f3(x1, X3, %3)

Dimana f;, f> dan f; merupakan fungsi terdiferensialkan.
¥

Jika ¥ = | X; |, merupakan kesetimbangan dan misalkan u; = x; — X; maka menurut

-

3

Teorema Taylor untuk fungsi tiga peubah:
df; ﬁ | o B =
fiO) = fi® + 51w + 5 © + 51 R + i (w),
untuk 1=1.2,3.

Atau fx) = (B +i( R)uy + 2 (*} + —*(x}ug + gy (u),
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Detfan Traghat Trdewintas Aerbeda

fz(x) = (%) + {.:{J'u'i + (x]uz + {i}”a + g=(u), (2.7) ,

.

W o
\

fi(x) = f5(X) + ( Juy + Ex}uea + [i]us + galu),
Dengan: X = (xy, %z, %)

X = (%5 %)

u = (uy, Uy, Us)

Disini:

% — 0, [Jull = 0 khususnya untuk |[u]] = u? +u? +u?

Karena ® = (X,, X3, ¥;) merupakan keadaan kesetimbangan maka:

X = (%, %3,%;) = O untuk i =1,2,3.

Dan untuk: %, = %: f:{xl — %)
dx, d
T R E(-Tz - %)
dxs d

Maka persamaan (2.7) dapat ditulis:
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Model Matemarify Tnewk Menmmulas Oinemila Populan Hepatitis A

Dengan Tinghkgt Eademiritar Berbeda
e e e e e e it
_ Bfy pon O pon B
n-B\  [E® 2E 2\ W
d e Ay reny B2 p= Afy e
L% |=|2® 2® 2@ |[u|+]ew
e My pey s peny 5 e
X3 — X3 ﬁ(l} E—J;{K} a—:j(ﬂ' Ua g3(u)
Dimana: X=(%.%.%;)
u = (uy, U, ug)
My oy B ey BN e
U ax, X gy, (B G (DN ga(u)
a |2y Mgy ik
Lw =0 L@ L@ || w|+|ew
ay WMy 2h s
e e X) (X)) S ()] \ua 3 (u)
Dalam notasi vektor dapat ditulis:
u=Au+glu) (2.8)
dengan
1y g1(uq, Uz U3)
u=|u |dan glu) =| g2(1ty, up u3)
U3 3(1y, Uz Us)
oh ah /i1 ah B8h 3hA
a?l: {i} ﬂ.’:z- {i} ﬂ:a [i] ﬂxl ﬂx; 43'1'3
N2y 2 | |2t 22 2
Dan l - ﬂ:t {i} 5#: {i} a]'j [.x} | 13'1'1 &I; -ﬂIg
oy gy g % A N
dxy {i} i {i} dxa [H) xy dxa  dxy x=K
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Model Matewatify Untuk, Merustolon Dinamify Pepulas Hepatiti A
Dengan Tinglar Endeweiritas Aerbedn

Dimana: X = (X;, X5, %3) dan u = (u,, u;, u3)

Matriks A pada hakekatnya adalah matriks jacobian dari f pada X. Untuk x(t) vang
sangal dekat dengan X maka g(u) menjadi sangat kecil dan dapat diabaikan.

Sehingga persamaan (2.8) didekati dengan persamaan linear:
u=Au

Keadaan yang mungkin terjadi adalah bergesernya keadaan kesetimbangan. Bila
keadaan kesetimbangan X bergeser ke x(0) maka kestabilan akan berubah. Dengan
kata lain jika x(t) —= X untuk t — o0 atau u(t) = x(t) = X maka u(t) = 0. Yang
telah menjadi persoalan linier. Yang harus diperhatikan adalah pendekatan yang
dilakukan dimana kondisi x haruslah dekat ke X. Jadi yang terjadi kestabilan lokal

saja.

2.5 Model SIR

Model SIR terbagi atas 2 jenis, yaitu model SIR dengan dinamik vital (SIR
Model with Vital Dynamics) dan model SIR tanpa dinamik vital (SIR model without
vital dinamics). Pada model SIR dengan vital dinamik melibatkan kelahiran dan
kematian karena digunakan pada populasi dalam kurun waktu yang panjang (Levin,
1980). Model SIR tanpa dinamik vital digunakan pada model suatu populasi dalam

kurun waktu yang singkat (kurang dari setahun}, dimana model yang digunakan tidak
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Model Matematily Tt Mensimulan Dinanila Populas Hepatitis A
Dengan Tinglar Gudeminitar Berbeda

e e e e & S

melibatkan kelahiran dan kematian. Mengingat model yang digunakan dalam tulisan
ini melibatkan kelahiran dan kematian, maka penulis hanya akan memaparkan model

SIR dengan dinamik vital.

Model SIR dengan dinamik vital biasanya digunakan untuk mengamati sifat
perkembangan penyakil pada populasi dalam kurun wakiu yang sangat lama. Sifat
penyakit inilah yang disebut dengan endemik, biasanya unluk periode diats 10 atau
20 tahun. Karena periodenya lama maka model pada penvakit endemik harus
mempertimbangkan adanya kelahiran vang menjadi sumber individu susceprible dan
mempertimbangkan adanya kemanan pada setiap kelas. Dengan menggunakan notasi

dan asumsi:

1) Jumlah populasi adalah konstan dan disimbolkan sebagal N, Semua individu yang
baru lahir dianggap susceptible. Laju kematian dan kelahiran individu
disimbolkan dengan u.

2) Populasi homogen. Dengan laju kontak yang berpotensi untuk menularkan
penyakit adalah A.

1) Sifat populasi tertutup (/adividual recover) dengan laju sembuhnya individu yang
terinfeksi dinyatakan .

Selain itu pada model SIR telah melibatkan adanya immun yang bersifat
permanen. Model yang tanpa melibatkan immun disebut model SIS, dimana individu

dapat berpindah dari kelas susceptible ke kelas infektif dan kembali lagi ke kelas

17



Shodel Matematilg Lhntwl Mensimulas Dinomiky Populan Hepatites A
Dengan Tingkat Crdemisitas Berfieda

e e e e e e e ]

susceptible. Model SIR sendiri sangat sesuai digunakan pada model penyebaran
penyakit yang disebabkan oleh virus (Levin, 1980).
Persamaan awal untuk model SIR dengan dinamik vital adalah:

S = —ASNI + N — pNS

S8 = ASNI —yNI — uNI (2.9)
d(NR) _ 2y
T = }"N I HH R
Dan bila digambarkan dalam diagram komprtemen:
ulN
F
NS 1SN NI | yni NR
susceplibles Infected Recovered
| uN§ ull | uNR
- > L

NS(0) = N5y = 0, NI(0) = NIy = 0, NR(D) = NRy = 0

NS(t) + NI(t) + NR(t) =N

Persamaan (2.9) bila dibagi & pada masing-masing ruasnya diperoleh:
S'(t)=—ASI + p— us

I'(t) = AS! —yl — ul

18
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e e e e e e — =i

S5(0)=5,>0, ) =0 =0.

Dan dianggap nilai awal dengan;

R(t) = 1-5(t) — I(t)

Bila o menyatakan jumlah kontak, maka secara intuitif dapat dimisalkan o = P

Untuk mengestimasi o dapat dilakukan melalui surfei serologi (tes kekebalan pada
sampel darah) yang diambil secara acak dari populasi homogen. Pada titik

kesetimbangan, maka o8 = 1 apar tidak terjadi perubahan jumlah individu yang

: . 1 1
terinfeksi. Karena 5, = = maka g = —.

Cara lain dengan mengasumsikan o =1 + i" Dimana L menyatakan rata-rata waktu

hidup sedang A menyatakan rata-rata umur yang diserang oleh suatu penyakit.



Model Marematifp Untw§ Mensimrlon Demamifs Populass Hepatitis A
Dengan Tinglar Endemizitas Berbeda

e ———————————————————EE}E}R}R}R}R}R}WRERERE e —

BAB 111
PEMBAHASAN

3.1 Pendahuluan

Bab ini dibahas tentang materi yang dikaji. Pada subbab 3.2 diperkenalkan
kembali model yang dikaji. Subbab 3.3 membahas tentang kesetimbangan model
Hepatitis A, subbab 3.4 membahas tentang kestabilan model, subbab 3.5 membahas
tentang upaya pengurangan tingkat infeksi Hepatitis A dan subbab terakhir

membahas mengenai simualsi numerik.
3.2 Model Hepatitis A
Maodel hepatitis A vang dibahas terdiri atas 2 model yaitu:

3.2.1 Model Pertama

Model awal ini tidak melibatkan komponen yang menggambarkan adanya

pengaruh sanitasi dan pemberian vaksin.

%{L uN — mS(t) — cBI(DS(D) (3.1)
% = cBS(OIE) = (m + y)I(D) (3.2)
2RE) = yI(t) - mR(t) (3.3)

de
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e e e e e e =

dengan kondisi awal:
5(0) = 0,1(0) = 0,R(t) = 0 dan p, m, c, 3,y adalah konstanta tidak negatif.
Dimana:

5 :Dikenal dengan istilah Susceptible Individual adalah Individu yang beresiko
terinveksi HA. Individu ini belum pemah terinfeksi HA dan belum pemnah

divaksinasi (seronegatif) dalam satuan unit.

! :atau Infected Individual adalah individu yang saat ini terinfeksi dan berpeluang

untuk menularkan ke individu yang lain (unit).

R :atau Recoverd Individuals adalah individu yang pemnah terinfeksi dan telah di

imunisasi total (unit).
¢ :Contact rate adalah jumlah potensial kontak dari individu yang susceptible per
. 1
ek (um’:.t)'

£ :Peluang bahwa setiap individu akan terinfeksi setelah potensial kontak (non

dimensi).
¥ :Laju individu yang keluar dari status terinfeksi (1;)
u :Laju kelahiran perkapita [:%)
N :Jumlah individu dalam populasi (unit).
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Dengan Thyrkpl Endemisiias Perfede

m :Laju individu yang meninggal pada setiap kelas G—)

3.2.2 Model Kedua

Model ke dua melibatkan komponen yang menggambarkan adanya pengaruh

sanitasi dan pemberian vaksin.

% = (1 —v)uN —mS(t) — c(H)BI(E)S(L) (3.4)
£8 = c(BSOID — m+ 1)) (3.5)
%" = wyI(t) — mR(t) (3.6)

v :Proporsi dari individu yang divaksin (0-1).
H  :Tingkat sanitasi dari masyarakat (konstan).

c(H) :confact rate yang dipengaruhi oleh sanitasi (—1—)

umnik.t

3.3 Kesetimbangan Model Hepatitis A

Titik kesetimbangan model hepatitis A diperoleh dengan mengasumsikan
bahwa laju perubahan individu yang beresiko terinfeksi (Susceprible Individuals), laju

perubahan individu vang terinfeksi (Jnfected Individuals), dan laju perubahan
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individu yang sembuh (Recovered Individuals) terhadap waktu sama dengan nol. Hal

ini berarti: 5'(t) = 0,1'(t) = 0, dan R'(t) = 0, Maka diperoleh beberapa model.

a. Model Pertama

Iﬂ[ﬂ

= uN —mS(t) = cBI(t)5(t) = 0 (3.7)
= cBS(OI(O) — (m+y)I(E) =0 (3.8)
S = yI(t) -mR(£) =0 (3.9)
b. Model Kedua
S = (1 —v)pN — mS(E) — c(H)BI(E)S(E) = 0 (3.10)
=5 = c(H)BS(I() — (m+7)I(E) =0 (3.11)
BRE _ yyI(t) — mR(t) =0 (3.12)

dt

3.3.1 Titik Kesetimbangan dengan Mengasumsikan R(t) = 0
a. Model Pertama

Dengan menggunakan metode eleminasi pada persamaan (3.7) dan (3.8) diperoleh:

"j‘:’ = uN — mS(t) — cRI(E)S() = 0

£ = SOOI = (m+ 1)) = 0 +
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N —mS(t) —(m+y)(t) =0 (3.13)

Kemudian eleminasi kembali persamaan (3.13) dengan (3.9)

uN —mS(6) — (m + Y)I(E) = 0

yl(t)-mR(t) =0 +

uN — mS(t) — mi(t) — mR(t) =0 (3.14)

Jika R(t) = 0, maka persamaan (3.9) menjadi:

yI(t)-mR(t) =0

vi(t) =0

karena y # 0, maka [(t) = 0 sehingga persamaan (3.14) menjadi:

uN —mS(t) = 0
s@) =& (3.15)

Maka titik kesetimbangannya (S(¢). I(6), R(®)) = (£, 0,0)

T

Titik kesetimbangan ini mengarah pada kondisi dimana individu terinfeksi hepatitis A

tidak ada dalam populasi.
b. Model Kedua

dengan menggunakan metode eleminasi pada persamaan (3.10) dan (3.11) diperoleh:
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e —— e e e e
(1= w)uN — m5(t) — c(H)BI(E)S(t) =0

c(H)BS(eM(E)— (m+y)(t) =0 +

(1—v)uN —mS(t) = (m+y)(t) =0 (3.16)

Jika R(t) = 0 maka persamaan (3.12) menjadi :

wyl(t) =0

Karena v # 0 dan y # 0 maka I(t) = 0. Dengan mensubstitusi [(t) = 0 persamaan

(3.16) menjadi:

(1—v)uN —mS(t) =10

{(1=1v)uN(E)
m

s(t) = (3.17)

{1-v)uN
m ¥

Sehingga titik kesetimbangannya adalah (S(t), 1(£), R(6)) = ( 0,0)

Titik kesetimbangan ini mengarah pada jumlah individu yang lahir tanpa vaksin

untuk laju kelahiran sama dengan laju kematian.

3.3.2 Titik Kesetimbangan untuk §(t) = 0,1(t) = 0 dan R(t) = 0
a. Model Pertama

Pada persamaan (3.8) diketahui

efS(e)(t) — (m+y)i(t) =10

cf5(t) = (m+y)
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e e e e e e S

s(e) =2 (3.18)

Selanjutnya dari persamaan (3.7) diperoleh
uN — mS(t) — cBI(£)5(t) = 0
mS(t) + cfI(t)5(t) = uN

(m + cfI(L))S(t) = uN

[m + c_EF(t'_}I:] =

5(:}

7]
Int) = iﬂ—] — = substitusi persamaan (3.18) ke persamaan ini

cfF o
m
I() = cm+chﬂ_EF
L
) =2s-2 (3.19)

Untuk R(t), dari persamaan (3.19) substitusi persamaan (3.9) sehingga diperoleh:

R(t) = ({:fﬂ - :.;) (3:20)

Jadi, diperoleh titik kesetimbangan:

(5(e).1(8),R(1)) = (’"”’ o L —E)) (3.21)

m+y cf mim+y ef
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R 2 S =L il

Jumlah individu terinfeksi akan semakin besar seiring dengan kelahiran individu. Jadi

cara yang dapat ditempuh untuk mengurangi tingkat infeksi adalah dengan menekan

angka kelahiran dan mengurangi laju komak yang berpotensial untuk menularkkan

hepatitis A. Karena tidak mungkin untuk memperbesar nilai m yang berarti

memperbesar angka individu yang meninggal.
b. Model Kedua

Pada persamaan (3.11) diketahui:
c(H)BS(e)(t) — (m+y)(t) =0

_ (m+¥)
5) = e(H)B

Selanjutnya dari persamaan (3.10)
(1 —v)uN —mS(t) — c(H)FI(£)S(t) =0

_ (1=v)pN __m
1) = S(tdc(H)B  c(H)E

Substitusi persamaan (3.22) ke persamaan (3.23)

_ (-v)pNe(H)f m
I(t) = (m+y)e(H)f  clH)E

_ [(1=v)uN __m
i) = (m+y) e{HIf

Untuk R(t), substitusi persamaan (3.24) ke persamaan (3.12)
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e e e e

a vyl (L)
R(t) =~—
. (1-wluN __m
R(t) = m ( {m+y) E{H]ﬂ:] (3.23)

Dengan itu diperoleh;

_[m+y) fO-vIgN  m vy f{1-1)gN _  m
(S(e), 1), R(D)) = (.:mm' e Emm}. m( ) Emm))

Disini terlihat, untuk memperkecil jumlah individu yang terinfeksi yakni dengan
memperbesar proporsi individu yang di vaksin, memperbesar laju individu yang
sembuh dan memperkecil laju kontak yang berpeluang menularkan hepatitis A. Disini

tidak mungkin untuk memperbesar nilai m.

3.4 Kestabilan Pada Model Hepatitis A

Untuk mengetahui kekokohan ke dua titik kesetimbangan yang diperoleh dari

masing-masing model maka akan dianalisis titik kesetimbangannya.
3.4.1 Tititk kesetimbangan di titik R(¢t) = 0

a. Model Pertama
« kestabilan pada titik (S(t), 1(£),R(£)) = E, = (%,n, 0)

Misal,
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; ds{c)
X=5)="2
= uN —mS(t) — cfI(t)S(L)
¥ = f(e) =22

= cfS((t) — (m+y)(t)
Z=R() =28

= yI(t) -mR(t)
Diketahui;

ax  ax  ax
asie) air) AR
ay ar ar
J=\|m am wo
az aZ a2

s(t) 8ne) oR(e) EL{ o 0

Sehingga diperoleh matriks jacobinya :

—m — cBI(t) —cf5(t) 0
J=| cpI®)  BS(—(m+y) 0
: ? e oy
-m-cp(0)  —cB() 0
Je, =l o g)=| B0  cp (%) —(m+y) O
0 ¥ x
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-m -B(T) o
Je,.=| 0 cf (%)—{m+}f} 0
0 ¥ —m

Nilai eigen Jg, diperoleh dari persaman |f£1 —Al=0

—m —cﬁ% 0 1 0 0

0 cp(™)-(m+y) o |=4[0 1 0 =0
0 ¥ - 00 1/l
—-m—2 —cﬁ’(%) 0

0 f(E)-m+y-1 o0 =0

0 14 -m=—-A (15,)

Jadi, persamaan karakteristiknya yaitu:
(—m =2 (ch(E) = tm+y) - 1) (-m - D=0

(~m = 2) (~cBuN +m(m+y) +ma—Acf (&) + Alm +y) +2%) = 0
(=m = 1) (.12 + ,H.(Em+}f--cﬂ (g}) +m(m+y) - :‘:,Ei',uh’) =)
Misal P, = 2m +y — ¢ (%) dan P, = m(m + y) — cBuN

Sehingga diperoleh akar-akar persamaan karakteristik:

30



Model Matematiliy Uheuk Mensimulan Dinamifa Populast Wepatitis A
Dengan Trngkat Crdenisitas Rerfedn

F3
Ketiga nilai eigen diatas bernilai negatif jika P, < ﬂ;—- sehingga titik kesetimbangan

[S{E],f[:},-’i‘(t])=(f:§,ﬂ, 0) adalah stabil. Berdasarkan hal tersebut, titik

kesetimbangan [S{t].f (t},R{t}} = [:“—H,U, D) mengarah pada jumlah populasi awal

brid

untuk laju kelahiran dan kematian yang sama, Disini tdak ada individu yang

terinfeksi HA.

b. Model Ke dua

» kestabilan pada titik (S(£), (), R()) = (%%, 0,0)

m

Misal,
X=5t) =21

= (1= v)uN —mS(t) = c(H)BI(L)5(t)
v =i() =52

= c(H)BS(OI(t) = (m +y)I(t)
Z=Re) =57

= vyl(t) — mR(t)
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Matriks jacobinya adalah:

dx ax ax
as(e)  ane)  ar()
ay ay ar
F= asie)  any)  ar(
¥ az az
as(e) aifr) aRr(e

53[!1'“'!H”“lr 0, u-}

Sehingga mairiks jacobinya adalah:

—m — c(H)BI(L) ~c(H)BS(t) 0
J=| cUDBI®R)  e(BSE) —(m+y) 0
’ ’ T g e ¢
—m-c(BO)  —cp() o
Jeo=| ctDp©@  ctf (2 ~(m+y) 0
0 ¥ —m
o mp(E)

Je=| 0 ctp (L) —(n+y) 0
0 ¥ —m

Nilai eigen J, diperoleh dari persaman [J; — AI| =0

—m —c(H)p (B 0 100

0 (B2 —(m+y) 0 |-2|0 1 0 =0
. 00 1

0 4 Ufz]
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e —c(H)B (E:ﬂf’iﬂ) 0
0 cmp(FEE) —m+y)-2 0 =0
0 ¥ —-m-A2 UEs)

Jadi, persamaan karakteristiknva yaitu:
(=m— ) (c(m)p (B2) — n + ) - 2) (—m — D=0

(—m — ) [—c{H)ﬁnNm +m(m + y) + md — dc(H) 8 (%} + A(m +¥) + ,1‘-’} =0
(=m=2) (;F + A(zm +y—c(H)B {:&:"m)} +m(m +y)— c[H]ﬁpN[t]) =0

Misal P, = 2m +y — c(H)f [@) dan P, = m(m +¥) — c(H)BuN(t)

Sehingga diperoleh akar-akar persamaan karakteristik:

Jadi, jika P, < %1 maka titik kesetimbangan ini stabil. Keadaan ini mengarah pada

jumlah individu yang lahir tanpa vaksin. Jika laju kelahiran sama dengan laju
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Dengan Trrglar Endemiritar Bt

kematian. Disini individu terinfeksi hilang dari populasi. Tittk kesetimbanganya

merupakan kesetimbangan bebas penyakit.
3.4.2 Kestabilan di titik R(t) = 0,5(t) # 0 dan R(t) = 0

4. Model Pertama

« Kestabilan pada titik (S(0), 1(8), R(®)) = (“"F, ane) _ m 1(""“}_2))

may .;'ﬂ' ML\ HEy cff

Misal,
X=81 =28
= pN —mS(t) — cBI(t)5(t)
: di(e)
Y = “:E} = e
= cfS(t)I(t) — (m+y)I(L)
dR(t)
Z=R(t)= =
= yI(t) -mR(t)
Matriks jacobinya ;

ax ax ax
as(e) ai(e) oRr()
day ay ay
I= as{ey i) IR
Fi 4 dZ dz
s}  aile) aRr{e) E

o rrl'lr =F Y
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—m — cfI(t) —cfiS(t) 0
J= cBI(L) cfS(t)—(m+y) O
0 ¥ —m

-m—cff :’J*—{:—i —ﬁ(ﬂ) 0
Je, = cff (:‘TT-:—'; [:""r) (m+y) 0

0 ¥ —

Nilai eigen J, diperoleh dari persaman E)'E1 — Al| =0

moch(E2-D) () o\ (100
BE2-2) B[} -(m+y) 0 |-3j0 1 0) =0
0 ¥ — 0 01 (re,)
—m—cff %-;)-l —cﬁ{:% 0
cf 'f—:—:'—; cfi “f)—{m+ﬂ—l 0 =
¥ —m=A {“1}
Jadi, persamaan karakteristiknya:

(- -8 (57— 5) ~2)(c8 (55) ~ m+ 1) - 1) =] -

[om- (e (2-5) (-0 (9] =
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e e e T — e T s S —

(e-2) (o) -
[—m—A}K{—m—A}- (L"-“—’—”))(ﬂ(m) ~(m+y)—4)+
g (22 2) ()] -0

(-m— ) [-mep (Z2) + m(m +y) + md - 4B (=) + Alm +y) + 2* —

(-m—24) [(—m cﬁ(ﬂ%—: -l)(cﬁ(m;r) (m+y)— 1)

c2g? (lﬂ'-'{l!! mJ (““)+{m+}*}c.ﬁ' pﬂr{:]_i ¥ F(F"{] ﬂ)+

mey  of m+y  cff

(5230

(—m—ﬂ)’z+l(2m ::ﬁ(m:n’-)vln +c ﬁ ﬂ_ﬂ).fm{m.{_ﬂ_

mep(5) -8 (55 -3) () + em+maeB (32 -3) +

mby o mty ol

on (29

=1

Misal:
P, =2m—cﬁ[p;—;} +y+ E_i?[:'ﬁﬂ—z) dan
P, = m(m + y) — mcf (’"”} c*p ("”m "'}( :]+ (m+ y)cf [""{” "‘)+

wky  off may  cf
Py m (1*1}
::E,E (m+r 'F.I?i':] cff
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Sehingga diperoleh akar-akar persamaan karakteristik:

Ai=‘_m

—Py 4 lpﬁ—w;
;lg = >
~Py— [P 74P,

o z : Pyt
Ketiga nilai eigen tersebut, negatif jika P; Efi*, sechingpa bentuk P, £+

mengakibatkan titik kesetimbangan (S(t), /(t), R(1)) = (ﬂ L S L{ﬂ_l})

cft " omey e’ om N omey £8

stabil. Berdasarkan hal tersebut, maka titik kesetimbangan ini menggambarkan bahwa

telah ada individu susceprible yang terinfeksi. Dan terdapat individu terinfeksi HA

yang sembuh.

b. Model Kedua

» Kestabilan pada titik (S(¢), I(t), R(t)) = (5., L., R.)

_miy) . (-v)uN(t) m _w-vluN(t) m
Dengan 5. = g b ="y~ cmpr @O R =4 ( (m+7) e:{um)
Misal,
: d5(t)
X = Sf_f.:'l = .

= (1 —v)uN — mS(t) — c(H)BIE)S(t)
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= c(H)BS()I(t) — (m+y)I(L)

7= H(t} & n'R‘Ii:'.'I

= wyl(t) -mR(t)
Matriks jacobian yakni

ax ax dx
as(e)  ane) aric)
ay ay a¥
I'=|&e aw w=o
az ar oz

asie) ane) aric) E, (may)  A-wipii)  m } ﬂ{ll—h‘}ﬂ"fﬂ_ " }
e[HIF! {m+§l (@S my (mtyd c(H

Sehingga diperoleh matriks jacobinya :

—=m — c{H)}gI{t) —e{H)F5(t) 0
I= c(HIBI(E) c(H)pS(t)—(m+y) O
0 y —
A (5 - ) (e - )
ATt AR 0
= (1—w)un(t) m (mty)
e cp ( Ty c{H'}I,ﬂ') (EEH}.B') (m+y) 0O
0 vy —m

Nilai eigen Jg, diperoleh dari persaman LfE: -Al=0
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P (1-wluNit) m (m+¥)
m ()8 ( " cmm) ~c()B (s {um) .
[1=wls{E) m {m+y) -
":{Hm( eyl ::{H:Iﬂ) c(H)B (:{Hm) —~(m+y) 0
0 vy —m
1 0 0
A (D 1 ﬂ) =10
0 0 1
{151}
(1= M) m (map)
—m — c(H)f [ {ru-f:-'] =t -:-{H}.ﬁ'} = —c(H)B (:w;:rj o
c(H)p (S22 - =) cf (B - mepy -2 0 =0
L " Y )
Jadi, persamaan karakteristiknya:

(et (42080 )2 ()3 (522) ) ) )] -

{m+r) d
[em-o (om0 5)) (-eomn (53 -

(-m—2) 2% +2 (Em —o()B (B2 4y + c()p (L2220 = }) +

c(H)E (m+y) e(H)#

m(m +y) —me(H)B (Tt -

2 (1-wlaN(t) m {m+y) (-v)un()
c(f) ﬁ [: (m+y) clH)E (cEH}.E)+{m+F)CKHlﬁ( (m+y)

2z fU-vuNiE) m {NHFJ
C'[H:lﬁ') si ( (m+y) dH},ﬁ) c[‘,ﬂ')ﬂ)l

Misal:

P, = (Em c(H)f ({Tﬁm +y+c(H)f {“;‘;ﬂm o ﬁ:}ﬂ)} dan
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e e e T T — T T e

- iy (m+y1y _ 22 ((l-vluN(E)  m  fimty)
Py = m(m +v) — me() (%21) - c(y?p? (L2 - ) (220) +

(1-wuN()  m 2t ((1=wlulNi) m {m+y)
(m +y)e(H)E {m+y} c(ﬂ}ﬂj tcp ( (m+¥) E‘{HJ.E) {E{H}ﬂ

Sehingga diperoleh akar-akar persamaan karakteristik:

-Pi+ ||F'1=—-'-1-Pg
Az = ——e—

"".P]._" |P1=F¢Pg
Ay = 2

z
Ketiga nilai eigen tersebut, negatif jika P, < %. Titik kesetimbangannya stabil jika

Py Ef-:i disini terlihat bahwa titik kestabilannya mengarah pada suatu keadaan
dimana individu yang terinfeksi akan sebanding dengan individu vang lahir tanpa
vaksin. Sedang individu yang sembuh semakin bertambah jika jumlah wvaksin

diperbesar.

3.5 Upaya Pengurangan Laju Infeksi Hepatitis A

Pada model yang dibahas dalam karya tulis ini, hal yang sangat diharapkan
adalah memperkecil perubahan laju tingkat infeksi sehingga penularan hepatitis A
diharapkan dapat ditekan atau bahkan dapat dihilangkan dari populasi secara

berangsur-angsur dalam jangka wakitu tertentu.
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e ————————— e r———

Pada model pertama yang tanpa melibatkan adanya sanitasi dan pemberian

vaksin, salah satu cara vang dapat dilakukan untuk mengurangi laju infeksi adalah

dengan mengontrol laju kontak (contact rate. ), Dengan demikian %ﬂ < 0

Dengan asumsi E%{Eﬂ < 0 sehingga dari persamaan (3.2) diperoleh:

i)

cBS()I(E) — (m+p)() ==—=<0 (3.26)
(m+y)
€< :;s.:::] (3.27)

Dari persamaan (3.27) diketahui, bahwa untuk mengurangi laju infeksi dan penularan

hepatitis A maka laju kontak harus kurang dari ﬁ

Pada model ke dua, hubungan antara laju kontak dan tingkat sanitasi dapat
dinvatakan dalam tiga-persamaan yaitu:
c(H) = Cppax — @1(H) (model linear) (3.28)
c(H) = cpaee™ ™ (model eksponensial) (3.29)
Dengan €, adalah laju kontak maksimum dan a konstan.

Bila persamaan (3.28), (3.29) dan (3.30) disubtitusi pada persamaan (3.5) dengan

urmsi %{:] < () akan diperoleh:

i THA .

H> ; Crmax — —-E'E-) untuk model linear (3.3
i mEy .

H> = In (E T untuk model eksponensial (3.31)
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Sehingga dapat diprediksikan tingkat sanitasi minimum untuk mengurangi infeksi
hepatitis A. semakin tinggi tingkat laju kontak maksimal maka semakin tinggi pula

Lingkat sanitasi yang harus dipenuhi agar F;—(::l <0.

3.6 Simulasi Numerik
a. Model Pertama

Parameter vang digunakan dalam gambar (3.1) sampai (3.11) :

H m N € ¥ g

0.053 | 0.008 100 | 0.600 | 0.010 | 0.800

Disini diasumsikan bahwa laju kelahiran g = 0.053 yang berarti ada 53 kelahiran
untuk setiap 1000 individu per tahun. Laju kematian m = 0.008 menggambarkan
bahwa untuk setiap 1000 individu ada 8 individu yang meninggal pertahun. Jumlah
populasi awal adalah 100 jiwa. Laju kontak ¢ yang berpeluang untuk menularkan
hepatitis A adalah 60 kontak per orang per tahun. Laju sembuh y = 0,010 artinya 10
orang untuk 1000 individu per tahun dan peluang seseorang terinfeksi hepatitis A
setelah adanya kontak 80%. Pada simulasi ini untuk perhitungan yang menggunakan
variabel [ akan digantikan dengan variabel K karena variabel /| menyatakan perintah

untuk bilangan imajiner untuk software MAPLE ™,
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1
Gambar 3.1. Perubahan jumlah individu susceptible
untuk waktu 0.3 tahun dengan S(0) = 98

orang
D.I:E:1
EI.I]T-":
S g.0E-
EI.IJE-
EJ.I.'.IJ!:

(| P o m e i) . R NN SR B S Sumh S Seni e S e s s e oy s mmm sy pm. |

o 2L A0 B 800 1000

Gambar 3.2. Perubahan jumlah individu susceptible
untuk waktu antara 10-1000 tahun

dengan 5(0) = 98 orang

Pada gambar (3.1) dan (3.2) diperlihatkan arah gerakan perubahan jumlah individu
yang beresiko terinfeksi hepatitis A (susceptible) jika individu terinfeksi awal ada |

orang sedangkan susceptible awal 98 orang dan individu yang sembuh dari terinfeksi
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e e e e e e e s e

(recovered) awal diangpap 1 orang. Terlihat individu susceprible mengalami
penurunan dan mendekati titik kesetimbangan yang stabil yakni titik 0.0375 (nilai ini
dapat dilihat pada lampiran ). Ini berarli bahwa individu susceptible hepatitis A untuk
1000 tahun mendatang sangat kecil dan bisa dianggap 0. Dan ini dicapai setelah

periode lebih dari 200 tahun.

:

B b 4 4 L4 B kB L |F

A
3

8

z

rorrrFf<’fr“' »~ »>™ ™ ’rr<rrr&CrerrYTer LD T n

0.1 0.2 03 0.4 a5

=]

Gambar 3.3. Perubahan jumlah individu terifeksi untuk waktu
setengah tahun dengan I(0) = | orang
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Gambar 3.4. Perubahan jumlah individu terifeksi untuk
waktu 10-1000 tahun mendatang dengan
[(0) =1 orang

Dari gambar (3.3) sampai gambar (3.4) terlihat bahwa hanva dengan 1 individu
terinfeksi di awal dapat menularkan hepatitis A ke sekitar 100 individu lain hanya
dalam waktu setengah tahun. Untuk waktu yang lebih tinggi, individu terinfeksi akan
menuju ke suatu jumlah yang tetap vakni 294.4277778 (dapat dilihat pada lampiran).
Jumlah ini akan dicapai setelah periode lebih dari 200 tahun. Dari gambar (3.1)
sampai (3.4) dapat disimpulkan bahwa perkembangan individu terinfeksi berbanding
terbalik dengan individu swsceprible. Dalam kasus ini individu suscepiible
mengalami penurunan karena banyak individu susceptible yang terinfeksi hepatitis A.
laju kematian dianggap tidak terlalu banyak berpengaruh terhadap pertumbuhan
populasi karena nilainya sangat kecil jika dibandingkan dengan laju kelahiran

individu.
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Gambar 3.5. Perubahan jumlah individu yang sembuh dari
infeksi hepatitis A untuk waktu setengah tahun
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Gambar 3.6. Perubahan jumlah individu yang sembuh dari
infeksi hepatitis A untuk wakw 10-100 tahun
dengan) R(0) = 1 orang
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B —_—— e e i e

Dengan laju sembuh () =0.010 dalam setengah tahun hanya akan diperoleh kurang
dari 2 orang yang sembuh dari infeksi hepatitis A. jumlah individu yang sembuh
cenderung meningkat. Titik kesetimbangannya yang slabil baru dicapai sctelah lebih
dari 400 tahun, Sehingga relatif lebih lama bila di bandingkan dengan individu
susceptible dan terinfeksi. Individu yang sembuh dari infeksi bergantung pada
individu yang terinfeksi. Selama masih ada individu yang terinfeksi maka akan
selalu ada individu yang sembuh dari infeksi karena peluang sembuh selalu ada yakni
0.010. berikut akan diperlihat perkembangan individu susceptible, terinfeksi dan yang
sembuh jika nilai awalnya diubah. Individu susceptible awal diasumsikan 49 orang,
individu terinfeksi setengah dari jumlah populasi, dan individu yang sembuh dari

terinfeksi 1 orang,

10

1 7 §r &% Fr 1 11

[
0 0.05 0.1 015 0.2 0.25 03

Gambar 3.7. Perubahan jumlah individu yang susceptible
terhadap hepatitis A untuk waktu 0.3 tahun
dengan 5(0) = 49 orang
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Gambar 3.8. Perubahan jumlah individu yang terinfeksi
hepatitis A untuk waktu 0.5 tahun dengan

[(0) = 50 orang

T T 1§ 1T ¢® ® & ©T §® §®1 1T & °§® § © 8 §F ¢ &4 @& €& [ T @ ©®F

] o1 0.2 0.3 D.4 0.5
t

Gambar 3.9.Perubahan jumlah individu yang sembuh dan
infeksi hepatitis A untuk waktu 0.5 tahun
dengan R{0) =1 orang
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Dapat disimpulkan bahwa perubahan individu untuk S(0) = 49 orang, /(0) = 50
orang, R(0} = 1 orang dua kali lebih cepat jika dibandingkan untuk nilai awal S{0) =
98 orang, I{0) = 1 dan R({0) = 0 orang. Sehingga dapat disimpulkan, untuk individu
terinfeksi awal lebih banyvak maka akan semakin cepat perubahan yang terjadi pada
tiap-tiap kelas individu tersebut (suscepiible, individu terinfeksi, individu sembuh)

yvang berarti pula semakin cepat outhreak hepatitis A.

Pada model pertama ini, salah satu cara yang dapat digunakan untuk mengurangi
tingkat infeksi hepatitis A adalah dengan membatasi laju kontak ¢. Bila laju kontak

(m+y)
B3t}

dibatasi yakni harus kurang dari maka akan didapatkan pola perubahan jumlah

individu terinfeksi seperti gambar (3.10) dan (3.11). dimana S(0) = 49 orang, I{0) =1
dan R(0) = 0 orang. Pada gambar ini individu terinfeksi akan menuju itk nol. Hal
ini mengacu pada titik kesetimbangan stabil yang diperoleh K = 0,R = 0,5 = 662.5

untuk jelasnya dapat dilihat pada lampiran.

1
0.5

0.8

Gambar 3.10. Perubahan jumlah individu yang
terinfeksi hepatitis A untuk waktu
100 tahun dengan /(0) = | orang
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Gambar 3.11. Perubahan jumlah individu yang
terinfeksi hepatitis A untuk waktu
1000 tahun dengan 1(0) = 1 orang
Bila bilangan dibawah 0.5 dalam hal ini dianggap sangat kecil sehingga diasumsikan
gama dengan nol untuk menghitung jumlah individu maka dapat dikatakan bahwa
hepatitis A punah untuk waktu yang kurang dari 60 tahun. Namun bila tidak, maka
butuh waktu lebih dari 10000 tahun untuk menghilangkan endemisitas hepatitis A.

karena individu akan mencapai fitik () berdasarkan tihk kesefimbangannva yang

stabil.

Gambar (3.12)«(3.13) berikut menampilkan perbandingan perubahan laju individu

susceptible, terinfeksi dan individu yang sembuh dari hepatitis A.
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Gambar 3.12. Perubahan jumlah individu untuk nilai awal
S(0) =98, I(0)=] dan R(0) =1 dalam 2
tahun

weemsemen  |ndividu vang suscepiible (5)
e Individu yang terinfeksi (I=K)

e [ndividu vang sembuh darn infeksi (R)

(1} [FES 1 1.5 ]
Gambar 3.13. Perubahan jumlah individu untuk nilai awal
5(0) = 49, I(0)=50 dan R(0) =1 dalam

Ztahun
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e —————

b. Model Kedua

Parameter yang digunakan untuk gambar (3.12) sampai gambar (3.17) adalah:

g m N | c(H) 14 B

0.053 | 0.008 | 100 ( 0.600 | 0.010 | 0.BOD

i menyatakan laju kelahiran yakni ada 53 kelahiran per 1000 individu per satuan
waktu (tahun). m menyatakan laju kematian yakni ada 8 individu yang meninggal
untuk setiap 1000 individu per tahun. N menyatakan jumlah populasi awal. c(H)
menyatakan laju kontak yang telah dipengaruhi oleh level sanitasi yakni 60 kontak
per orang untuk setiap | tahun. ¥ menyatkan laju sembuh individu yang terinfeksi
vakni 10 indvidu sembuh untuk setiap 1000 individu terinfeksi per tahun.

menyatakan peluang sembuhnya individu yvang terinfeksi yakni 80%.

52



Wodel Maremarily Thntok Mensimplan Dinmwerka Populen Hepatiin A
engan Tinghat ‘Endemintas Berbeda

P ou
(o1
oim
]
an
i
-
o ona
¥
] LeLi g L] iR ] nr G =1 o T oy i g
(a) (k)

T = a o ﬂ\.-\.-\_-\.p-_w---n.,.o-\_u. e e e S T

(<) d)
le) (f}
]
LA
] (h)
Gambar 3.14 Perubahan jumlah individu tiap kelas untuk proporsi vaksin

10 .
e Individu yang susceptible dengan S{0) = 98
Individu yang terinfeksi dengan K(0) =1
Individu yang sembuh dari infeksi R(0) = 1

——ry
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Dengon Tinglat Endeminites Berbeda

Pemberian vaksin dengan proporsi 10 % temyata menurunkan nilai kestabilan titik
kesetimbangan individu terinfeksi menjadi lebih rendah yakni 264.9833333 dimana
sebelumnya, individu terinfeksi mencapai 294.4277778 . pengaruh pemberian vaksin

dengan proporsi yang berbeda dapat diamati pada gambar (3,13)

(d)
()

HE.EBEEE

(a)

Gambar 3.15 Perubahan jumlah individu untuk tiap kelas jika
diberikan nilai awal 5(0) = 98, I(0)=] dan R(0) =1
dalam 1000 tahun dengan proporsi vaksin:

(@) v=01 (c)v=099
() v=09 (d)v=0999999999

Berdasar gambar (3.15), jumlah individu terinfeksi akan semakin kecil untuk t yang

sangat besar jika jumlah proporsi vaksin ditingkatkan. Dengan kata lain, titik

54



ol atema iy UminE Mennmules Dinamade Popmlae Hepatitic 4
dengan Tingkat Endemipitas Berbeds

kestabilan individu terinfeksi berbanding terbalik dengan proporsi vaksin. Untuk
proporsi vaksin yang sangat besar (3.15 d) individu terinfeksi dapat mencapai titik
nol. Jadi, untuk ¢ - co individu terinfeksi dapat dihilangkan sehingga penyakit
hepatitis A tidak lagi menjadi endemik. Selanjuinya pada gambar (3.16) akan diamat

pengaruh peningkatan sanitasi terhadap perubahan jumlah individu tiap kelas. v=0.5.

F
kKR A H =
(1] L)
E ] [ ]
a L 5]
aa L]
b | o 1
-] ) AT am —--u mnu a I o0 mm n o
F
(a) (b)
kL
£ KA 3 L
0
06
11°1]
od
4
k1] g2
3
[ - ]
an an i &0 I 1
E I o H0 A 10
(c) '

(d)
Gambar 3.16. Perubahan jumlah individu untuk tiap kelas jika diberikan
nilai awal $(0) = 98, I{0)=1 dan R(0) = 1 dalam 1000
tahun dengan laju kontak yang dipengaruhi oleh sanitasi:

(a) c(H) = 0.1 (©)c(H)=0
(b)e(H) = 0.01 (dyc(H) =0
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Dari gambar (3.16) terlihat bahwa laju konlak yang dipengaruhi sanitasi sangat
berperan dalam penyebaran hepatitis A. semakin tinggi tingkat sanitasi maka akan
semakin rendah laju kontaknya yang mengakibatkan semakin rendah tingkat
kestabilan infeksi hepatitis A. gambar (3.17) akn menampilkan perubahan jumlah

individu tiap kelas bila dilakukan peningkatan sanitasi dan pemberian vaksin secara

hersama-sama.

(b)
(d)

Gambar 3.17. Perubahan jumlah individu untuk tiap kelas jika diberikan nilai
awal S(0) = 98, 1({0)=1 dan R(0) = 1 dalam 1000 tahun dengan
laju kontak yang dipengaruhi oleh sanitasi:

(@) c(H) = 0.001, v = 0.5 (c) c(H) = 0.00001, v =0.9
(B)c(H) = 0.00001,v =0.9 (d) c(H) = 0.00001,v =0.9
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BAB 1V
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

* titk kesetimbangan tiap-tiap model ada 2, yaitu:

Model Pertama;

1. Titik kesetimbangan [5 (), I(), R()) = (MT{!} 0, D)

2. Titik kesetimbangan (S(t), I(t), R(€)) = (’"” sz, —%})

el ' omay E' m
Model ke dua

1. Titik kesetimbangan (S(6), 1(6). R()) = (=22, o, 0)

2. Titik kesetimbangan (S¢/(0.r@) = (5552, (S =), (om0 __nsy)

2
Seluruh titik kesetimbangan diatas akan stabil jika P, < FfT untuk P, dan P, yang

bersesuaian.

* Besarnya nilai awal yang diberikan untuk setiap kelas dalam populasi akan

berpengaruh pada cepat tidaknya populasi mencapai titik kesetimbangannya. Sedangkan

parameter yang berpengaruh terhadap besar kecilnya titik kesetimbangannya yang stabil

57



Siodel Matemately Tinlink Mevmignlan Srmrm g Sopdiast HeprlEs A
Dengan Tinghat Erdemisitas Berbeda

e —

adalah parameter yang menyatakan adanya laju kontak, sanitasi dan proporsi pemberian
vaksin.

4.2 Saran

Dalam penulisan skripsi ini, penulis hanya membahas mengenai pengaruh
laju kontak, pemberian vaksin dan efek sanitasi terhadap endemisitas hepatitis A. Masih
banyak faktor-faktor lain yang mempengaruhi penyakit hepatitis, Schingga pada
penulisan selanjutnya penulis mengharapkan agar dapat memperhatikan faktor-fakior lain
tersebut. Misalnya pengaruh musim dan konsumsi obat yang beresiko merusak hati,
Selain ity penulis juga mengharapkan agar ditemukan komponen lain yang dapat
mengakibatkan jumlah individu infeksi hepatitis A menjadi nol dalam waktu yang relatif
lebih singkat. Pada penulisan selanjutnya juga diharapkan dapat dianalisis peluang
besarnya hepatitis A berkembang menjadi hepatitis yang lebih berbahaya (hepatitis D ,

hepatits G) akibat adanya mutasi dengan virus hepatitis B dan virus hepatitis C.
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sintaks program yang digunakan pada gambar (3.1), (3.2), (3.3, (3.4), (3.5), (3.6), (3.12)

»restart:
»with (plots) iwith(linalqg):
>ou:=0.053;:m:=0.008;N:=100:c: =0, Grgammal:=0.01;beta:=0.8:
»ays:=diff (S(t),t)=mu*N-m*3(t) =
c*beata*K{t)*S{t), diff (K (L) sEY=c*beta*S (L) *Kit) =
{mtgammal ) *K(t) ,diff{R({t),C)=gammal*K(t)-m*R(t);

d .
ny = ar Sl = 5.300 - 0,008 S(7) - 048 K 800, if K{ry = 048 K S0 - 0.018 K.
1)
d B .
= Ry = 0.01 Kis)-0.008 K1)

>solve { {mu*N-m*S-c*beta*K*5=0, c*beta*S*K- (m+gammal) *K=0, gammal*K-
m*HF‘D]'; {E! H:r E-}:I:
[K=0., 8=0.85= 6625000000}, {5 = 003750000000, K = 204 4277778, R - 368.0347222}

> Jl:=vector ( [mu*N-m*S-c*beta*K*S, c*beta*5* K- (m+gammal) *K, gammal*K-m*R] ) ;
JI=[53300-000885-048 K8, 048 K5-0.018 K 0.01 £ -0.008 8|

> J2:=jacoblian{Jdl, [S,K,R]):

-0.008 - 048 K 0,48 § 0
Jd= 048 K 048 5-0.015 0
0 0.01 -0.008

> J3:=subs{[5=662.5,K=0,R=0],%);

0.008 -318.000 0
JI= 0, 317.982 0
0 0.01 -0.008

> eigenvals(J3);
0. 00Z000000000, -0.008000000000, 31 7.9820000

>restart:
»with(plots):with(linalg): .
}mu:=D.ﬂﬁa;m:=ﬂ,DUE;H:=1UD;E:=U.E:qammal:-U.Dl;beta:=ﬂ.ﬂ.
»sys:=diff(S(t),t)=mu*N-m*3(t)-
E‘heta‘H[t}‘EEtﬁ,difftK[t?;t1—ﬂ*bEta‘5{t?*K{tJ;
(mégammal) *K(t),diff (R(t),t)=gammal*K(t]}-m*R{L]; .
> aufie{[mu*ﬂ-m*ﬁ*c*beta*ﬁ‘s-ﬂ.c*hﬂta*ﬂ*ﬁ-tm+gammal]*ﬁ-ﬂ,gammal K
*R=0},{8,K,R]): 1
;mJl:-LeLtEr&[mu*H—m*S—c*beta*H*E,c*bata*stﬁr{m+gammal}*H,qammal*ﬁ—m*&]],
> J2:=jacobian(J1, [S,K,R]}: .
> J3:=;uba { I_S='I].3:|'5ﬂ:]ﬂ::|'ﬂ'ﬂ1}&-1, K=294.4277778,R=368.0347222] , %) ;

> eigenvals (J3);

-

-0.008000000000, -0.01800127391, -141.51 53320



=141.3333333 =000 BOHO000) 0

J3=| 1413253333 0, 0

0 0.01 0008

> elgenvals {J3);
-0 00R000000000, -0.0 1800127391, -141.3153320

sfens:={S(t), Kt} ,R{t}]};
:‘{.‘II:{!E'U]-?E {{sys,.5 (0)=98,K{0]} =1,R{D}=1}, fcns, type=numeric, method=classical) ;
> Gdaplutdp.[t,E:t],cﬂlur=gre&n,thi:knasa=3],D.,U.3h; '

N

o Oo6 ©1 @15 03 0F 03

> Ddﬂplﬂt{p,[t,S{t?,Enlﬂr-green,thickn255=2],lﬂ..lﬂﬂﬂﬁr

]
oo

\

L
[ S
i T

a mw 4 e o L]

> odeplot [p, [t,K{t),color=black, thickness=3],0..0.5);

E B o T
[ ol ¥ al o0& B

L]
> ﬂdeplattp:[t.REt]pcmlﬂr-hlﬂerthickﬂ933'3]rD--0'5??

RS

phT




[[t,5(t),color=green, thickness=3], [t,K(t}, colaor=black, thickness=1]

= lﬂt[P:
i =hlue, thickness=31],0..2};
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