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ABSTRAK

Pada tulisam ini dibahas mengenal lintasan
"tarpendek” suatu graph dengan algoritma Dijkstra.
Algoritma Dijkstra digunakan dalam menentukan label pada
titik simpulnya. Untuk memperaleh pengertian Yyang
mendalam dan luas diberikan conteh yang dikenal dengan
Persoalan Tukang Pos China, Yyang disamping menggunakan

algoritma Dijkstra Juga menggunakan sifat graph Euler

dalam pemecahannya.

wii



ABSTRACT

The shortest path between  two specific
vertivres = dan t given by Dijkstra algorithm is the most
efficient algorithm. The method is based on assigning
temporary labels to vertices. By an iteration prosedura
one aof the temporary labels becomes permanent to find
the exact length of the shortest path from s to a
certain vertex. As an example there is the solution of
the Chinese Fostman’'s problem, which is solved by an
algorithm using the special properties of an Eulerian

circuit.
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BAB I
PENDAHULUAN

I.1 LATAR BELAKANG DAM PERMASALAHAN

Teori graph berhubungan erat denganlherbnqai
bidang ilmu matematika seperti teori grup, teori
matriks, analisa numerik, teori kemungkinan, operational
research, topologi dan lain—-lain.

Teori graph lahir dari permasalahan alam, yang
diperkenalkan oleh £Euler dengan persocalan jembatan
Konigsberg, Kirchoff dengan rangkaian listriknya dan
Caley tentang kimia organik isomernya.

Istilah graph banyak dijumpai hampir disetiap
tempat dengan nama yang berbeda, misalnya : "struktur"
pada teknik sipil, “jaringnﬁ" pada teknik elektro,
"sosiogram", "struktur komunikasi" dan "etruktur
organisasi” pada ilmu-ilmu sosial dan ekonomi, “struktur
molekul” pada kimia, "peta jalan" dan sebagainya.

Karena penggunaannya sangat luas, bidang studi
teari graph telah berkembang dengan cepat selama
tahun—tahun belakangan ini.

Dalam teori graph dikenal beberapa bentuk

graph antara lain graph berarah dan graph tidak berarah.



Seperti teori matematika pada umumnya. maka
teori graph mempunyail bagian yang murni dan bagian
terapan. Dalam bagian yang murni semua bukti diberikan
~ dengan tepat dimana satu—-satunya alat - bukti adalah
logika formal, sedang dalam bagian terapan mempergunakan
hasil dari teori murni. Dalam matematika murni
menekankan pada teorema—teorema, sedang pada matematika
terapan disamping teorema terutama ditekankan pada
aplikasinya. gplikasi dari teori graph sering terkait
erat dengan operational research.

Fada bagian 1ini ditunjukkan sebuah graph Yang
marupakan aplikasi dari permasalahan yang dihadapi
seorang tukang. poOS. sebagai berikut = Dalam suatu
wilayah ada satu kantor pos. Seorang tukang pos tiap
hari harus berangkat dari kantor pos untuk mengantarkan
surat dari rumah ke rumah pada berbagai banyak Jjalan.
Timbul ma=alah : Dapatkah ditunjukkan =uatu rute
{lintasan) yang harus dilalui tukang pos dari kantor pos
(titik simpul awal) sampai pada tujuan (titik simpul
akhir) dengan menggunalan waktu dan j;rak tempuh yang
tepat dan efisien.

: Permasalahan berikut akan berhubungan dengan

permasalahan lintasan terpendek sebagai berikut :@



untuk pangkal titik simpul tertentu “ﬂ dapat dicari
Lintasan terpendek antara v, dan seluruh L(itik stimpul

Lty ﬁiMﬂﬂﬂ.ui = V.

I.2 RUANG LINGEUF FEMBAHASAN
Materi pembahasan terdiri atas : Pengertian
graph dan UunsUur=unsur graph, menen tukan lintasan

terpendek dan bentuk aplikasi lintasan terpendek.

I.3 ALASAN MEMILIH JUDUL

Aplikasi dari teori graph banyak dijumpai
dalam kehidupan =sehari-hari, misalnya yvang terkait erat
dengan operational research, seperti permasalaban tukang
pos,. vang sebelumnya telah dijelaskan pada bagian latar

belakang dan permasalahan.

Dengan alasan tersebut maka penulis tertarik
untuk mempelajari dan menuangkannya dalam bentuk tulisan
dan diberi judul Menentukon Lintasan terpendek dengan
Fendekhatan Algoriima.

Dan tQIiian ini merupakan -tugas akhir untuk
memenuhi pensyaratan dalam mencapai gelar sarjana Sl
(strata 1), pada jurusan matematika, Fakultas Matematika

dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Hasanuddin.



B ABII
KONSEP DASAR

II.1 GRAPH DAM UNSUR-UNSUR GRAFH

Secara intuisi, suatu graph terdiri atas
titik—tittk dan sejumlah garis, dimana esetiap garis
menghubungkan satu titik dengan titik yang lain. Titik
tersebut sering disebut titik simpul dan garisnya
disebut rusuk dari graph.

Himpunan titik simpul suatu graph biasanya
dinvatakan dengan V dan himpunan rusuk dari graph
dinyatakan dengan E.

Sghagai contoh gambar graph berikut =
v o= {ui,\rz,va,v‘,vﬁ}

E = fg ,8 ,8 ,B8 @ 8 ,8
(e 0,8 .8 8, 8}

2,

vy 2 L
'}
e, € :
1%
% ey
V3 e Wy
Gambar 2.1

Graph dengan 5 titik simpul dan 7 rusuk



————

Rusuk e, yang berujung pada titik simpul v,
dan v, secara singkat dapat ditulis e = {vl,vi}, sedang
rusuk -, dan e_ sama-sama berasal dari titik simpul u:l
dan v .

Suatu graph ditentukan secara lengkap oleh
himpunan titik=-titik simpulnya dan himpunan
rusuk-rusuknya, sehingga suatu graph G dinyatakan dengan
G = (V,E) di mana :

-V = {wi,vz,vi,...,vn} yang disebut Aimpunan tLtih
&impul

- E = {-1,9 ,lﬂ,---_..lm]' £ VuV dimana Ei-'-{"-"i,"'-'j] wvang

z
disebut Aimpunan rusuk.

Banyaknya titik iiﬁpul dalam graph disebut
orde dari graph. L

Suatu rusuk 8 = (x,y), titik Eimgul » disebut
titile simpul awal sedang ¥y disebut titik simpul akhir.
Suatu rusuk dalam graph G yang berbentuk (x,.x) disebut
selung {loop).
Rusuk e, pada gambar 2.1 adalah gelung sedang rusuk e,
dan a_ disebut rusuk pararel.

Apabila arah dari rusuk tidak ditentukan, maka

graph G = (V.E} disebut graph tidak berarah.

Suatu graph tidak berarah disebut graph sederhana jika 3
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e I

f. Graph tersebut

2, Tidak

tidak mempunyal gelung

catu rusuk vang henghubunghkan

Lebih dari

sebarang dua titik simpul.

Contah

graph sederhana dan

tidak sederhana seperti

gambar dibawah ini :

Y - g
""_; vy Wy 3 Wy Wy

1 R
Wy Vi Wa

Graph sederhana

Graph tidak sederhana

Bambar Z.2£

I1.2 INCIDENT, DERAJAT DAN SUBGRAFH

Jika sebuah titik simpul v adalah titik
simpul akhir dari rusuk lj, V. dan Ej dikatakan
berhubungan Llangsung {incident) satu sama lain. FPada
gambar 2.1 terlihat bahwa rusuk e_,e_ dan L adalah

berhubungan
non pararel
berhubungan

Rusuk

g dan B
2 T

langsung dengan titik simﬁul V- Dua rusuk

disebut berdekatan Cadjacent) jika keduanya
langsung pada titik simpul yang sama.

juga titik simpul v dan o pada gambar



2.1 adalah berdekatan.

Derajat C(degreed dari sebuah titik v pada
graph 6 dinyatakan dengan d{vil atau d&gtvL} adalah
jumlah dari rusuk yang berhubungan langsung dengan titik
simpul v Pada gambar 2.1 sebagai conteh,

div ) = div ) = d[\r‘:l = 3 sedang d{v=1 = 4

dan d{"u"ll 28

Lemma 2.2.1

Jumlah derajat dari semua titik simpul dalam graph G
adalah dua kali Jjumlah rusuk.

Misalkan graph G mempunyai e rusuk dan n titik simpul,
naka.:

TdCu ) = 2e c2. 12

Bukti seti;p penambahan rusuk memberikan tambahan
jumlah derajat G dengan dua. .Menggunakan induksi
matematika,

bila & = 1 maka

d(GE) = 2 dan -
bila e = 2 maka d(B) = 4
anggap e = k maka d(G) = 2k

bila € = k + 1 maka graph G mempunyai k



rusuk ditambah 1 rusuk lagi. Hal ini
mengakibatkan derajat graph bertambah 2
dengan demikian untuk & = k + 1
memberikan d(G) = 2k + 2 = 2 (k + 1).
Maka jumlah derajat dari semua titik simpul
dalam G adalah dua kali jumlah rusuk dalam G.
Dengan melihat gambar 2.1 maka:z
div ) + div.] * dlv ) * div_} + div,) =

3+4+3+3+1=14=duahalijumlahmmk.

Theorema £.2. 1

Jumlakh titik simpul yang berderajat ganjil pada setiap

graph adalah genap.

Bukti t misalkan graph B mempunyail n titik simpul.
Dari n titik simpul, misal graph B mempunyai m
titik simpul yang berderajat ganiil maka d[vk]
nya ganjil. Dari persamaan 3
=T

n ™
r df'ULJ = I d{"ui.} + I d{'uk} c2.22
i=d = k=i

m
dan menurut lemma 2.2.1 maka E dfu[} adalah
i=t

genap. Dan dari n titik simpul terdapat n-m



T=m

titik simpul yang berderajat genap maka T &fufb
=1

juga genap. Berdasarkan persamaan diatas pasti

™
E dfukj genap.
k=4

Sebuah graph BG'disebut subgraph dari graph B
jika semua titik simpul dan rusuk dari G berada dalam
graph G. Sebagai contoh graph dalam gambar 2.3 (b)
adalah subgraph dari gambar 2.3 (a) dan gambar 2.3 (c)

bukan merupakan subgraph dari gambar 2.3 (a).

Gambar Z.= (a) Gambar 2.% (b}

Grapgh G Graph G' < G



e —
.

Gambar 2.3 (c)
Graph G'' bukan subgraph G
Pengertian subgraph identik dengan pengertian sub
himpunan. Subgraph termuat atau merupakan bagian dari
suatu graph. Simbol dari teori himpunan, 6 <« G,
digunakan dalam menyatakan G subgraph dari G.
Menggunakan pengertian di atas jelas bahwa :
{. Setiap graph terdiri dari subgraph
2. Titik simpul tunggel pada graph G et etk
subgraph ©
3 Rusuk tunggel dalam 6 dengan dua Litik simpul
akhirnya adalah subgraph G.
Dua atau lebih subgraph disebut edge disjoint
hil.il. kedua atau lebih subgraph tidak memiliki Satupun

rusuk yang sama tetapi boleh memiliki titik simpul yang

10



sama. GSebagai econtoh graph dalam gambar 2.4 (b) dan
gambar 2.8 (c). Sedangkan pada dua atau lebih subgraph
vang tidak memiliki titik simpul vyang sama dinamakan
vertice disjeint. Contoh dari wvertice disjoint dapat

dilihat pada gambar 2.4 (d) Qan gambar 2.4 (e).

2 : 6
1 | 9 3 g |7
]
q é
W

BGambar 2.4 (a)

Graph G

Edge Disjoint

i R
B B- 5 =)
T
) ] g
L] ) q
W o G
Gambar 2.4 (b) Gambar 2.4 (c)
Graph G' Graph G'*

11




EFFAL LY o

Fertice Disjoint

=
6
R
1 g
Bl |7
W G
Gambar 2.4 (d) Gambar 2.4 (e)
Graph G° Graph G’

IT.3 JALAN, LINTASAN, SIRKULIT DAM KETERSAMBUNGAN

Jalan ialah barisan titik simpul dan rusuk
yang sSilih berganti di mana suatu rusuk hanya terdapat
satu kali dalam barisan itu. Dengan pengertian tersebut
egbuah titik simpul dapat dilewati lebih dari satu kali
pada sebuah.jalan dan EEanh jalan selnluldimulni dan
diakhiri dengan titik simpul.
Sebagai contoh dapat dilihat pada gambar 2.9 {a), yaitu
barisan : V. & uabvnt vud v e v:fv5 adalah sebuah jalan.

Himpunan titik simpul dan rusuk pada sebuah jalan dalam

graph G adalah subgragh G.

12



Wy

Yy 1 ¥y
g 2 f d ’ f
Vg h Ve K h Vs
Gambar 2.5 (a) Gambar 2.9 (b)
Jalean Lintasan

Titik simpul awal dan akhir pada suhu;h jalan
dikatakan ttitik simpgul terminal .. Titik simpul v, dan v_
adalah titik simpul terminal pada jalan yang disebutkan
diatas. Kemungkinan sebuah jalan dimulai dan diakhiri
pada titik simpul yang Ssama. Jalan yang demikian disebut

jalan tertutup, jalan yang tidak tertutup disebut jalan

terbuka.
Lintasan adalah jalan yang memenuhi @
1. Jalan terbuka -
=. Tidak melewati titik simpul yvang sama lebih

dari satu kali.

13



Dalam gambar 2.5 (b). v.a vzh vad v, adalah sebuah
lintasan. sadénghan v.a Vzh v, C vad v, e u;f '“5 bukan
lintasan. Jumlah rusuk-rusuk dalam sebuah lintasan
adalah panjang lintasan. Sebuah ']unp adalah sebuah
jalan tetapi bukan lintasan.

Titik =impul terminal pada sebuab lintasan
adalah berderajat Sali, dan titik simpul antara
{intermediate vertices) adalah berderajat dua. Derajat
yang dimaksud adalah pada lintasan dan bukan pada
graphnya.

Sebuah Jjalan tertutup yang tidak mempunyal
titik simpul vyang berulang dinpamakan sirkeuilt (Jalan
lingkar). Dengan demikian sebuah sirkuit tidak
mempunyai jalan yang berpotongan. Bambar 2.5 (a), vzh
v vev, adalah contoh sebuah sirkuit. Tiga sirkuit
vang berbeda ditunjukkan pada gambar 2.6 (al, (b)s (&}

an 2.6 (d) contoh graph yang hukan merupakan sirkuit.

— ————

< > / 0

Gambar 2.6 (a) Eambar 2.8 (b} Gambar 2.8 (c)

Tiga buah sirkutt

14



Gambar 2.6 (d)

Graph yang bukan sirkutt

Setiap titik simpul dalam sebuah sirkuit adalah
berderajatl dua.

Suatu graph disebut tersambung” jika setiap
pasang titik simpul dihubungkan aoleh suatu lintasan. Dua
titik simpul dalam graph G sebut v dan uﬁ, dikatakan

berelasi bila v, = ”f atau v * Vi dan terdapat

lintasan dalam G yang -menghubungkan v, dan vr dan

ditulis dengan tanda v, = V. untuk setiap 1 dan J.

Jadi relasi ini merupakan relasti egivalensi, karena :

i . v, = v, ¢sifat refleksi?
=G = A — ud = v, Csifat simetrid
g oy e AE e R B AR —— T, W ¢sifat transitiif?
L J J k i
Jika 6 suatu graph yang memuat relasi egivalensi maka

15



e e————— o
=

himpunan titik-titik simpul V¥ akan terpartisi atas
klas—klas egivalensi. Masing—masing klas egivalensi itu
membentuk subgraph—subgraph tersambung dari G Irang
disebut komponen L[ersambung dart . Contoh graph pada
gambar 2.7 adalah graph yang terdiri atas & komponen

tersambundg .

Gambar 2.7

Graph dengan & komponen t ersambung

II.4 BEBERAPA GRAFPH KHUSUS
IT.4.1 GRAPH EULER

Graph Euler dinyatakan sebagai guatu-qraph G
yang terdiri dari suatu lintasan yang melewati tiap
rusuk dari G tepat satu kali, dimulai dari titik awal

kesemua titik dari G dan kembali ketitik awal tersebut.

1a



Definist £.4.1

Sugtu graph lersambung disebut graph Euler Jika terdapal
lintasan tertulugs Yyang melewstti semua rusuk dalam G

hanya sekalil saja.

Apabila syarat ketertutupan dihapuskan maka graph G ini
disebut grapgh semi-Euler.
Berikut ini merupakan contoh graph bukan Euler, graph

semi-Euler dan graph Euler (gambar 2:.8).

Gambar 2.8

Graph bukan Euler Graph semi-Euler Graph Euler

Ciri-ciri lain vang dimiliki graph Euler dapat

dilihat pada theorema berikut. - .

Theorema 2.4 1

Jika G adalah graph tersambung. Retliga pernyataan

17



dibawah itni adalah pernyataan yang egivalen :

BukiL

f.

-

6 adalah graph Euler )

Setiap titik simpul dari G memi L { ki derajat yang

genap

Himpunan rusuk-rusuk dart G dapat

di pi sah—pisahkan menjadl Jjalan-jalan linghkar.

1. Akan dibuktikan jika f benar maka £ benar.
Mizalkan T adalah jalan lingkar Eulaer dari G.
Karena T adalah lintasan tertutup, - maka
sptiap kali melewati titik simpul dalam T,
akan memberikan dua derajat pada titik simpul
itu. T adalah suwatu jalan lingkar, berarti
setiap rusuk muncul sekali saja dalam T, maka
derajat setiap titik simpul dalam G adalah
genap.

2. Akan dibuktikan bahwa jika & benar maka 3
benar.

G adalah graph tersambung dan nontrivial,
setiap titik simpulnya mempunyai derajat
paling sedikit dua, maka G memuat Jjalan
lingkar r i3 Penghilangan rusuk pada z

menghasilkan suatu subgraph EIl yang setiap

18



titik simpulnya masih berderajat genap. Jdika
E1 tldahl mempunyai rusuk, berarti 3 benar;j
bila tidak, berarti masih memuat jalan
lingkar. Jika penghilangan rusuk—rusuk pada
jalan lingkar tersebut diulangi terus, akan
diperoleh graph Eh tak tersambung. Berarti G
dapat dikelompokkan kedalam n jalan lingkar-
Akan dibuktikan bahwa jika 3 benar maka 1
benar.

Misalkan I’ adalah jalan lingkar dari G. Jika
G hanya terdiri dari 21 saja, berarti G
adalah graph Euler. Sebaliknya jika terdapat
jalan lingkar yang lain misalkan zz wang
bersekutu dengan Ia' Misalkan v adalah titik

simpul persekutuan dari I‘ dan I yang

1‘
merupakan jalan tertutup yang memuat semua
rusuk dari kedua Jjalan lingkar tersebut.
Dengan melanjutkan proses ini, kita dapat
menentukan sebuah jalan tertutup yang memuat

cemua rusuk dari G; maka G adalah graph

Euler.
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ITl.4.2 GRAFH HAMILTON

Graph Hamilton pertama kali ditemukan oleh
segrang ahli matematika bernama 5ir Williaom Hamilion.
Graph ini mirip dengan graph Euler ialah suatu graph
yang memiliki suatu lintasan tertutup vang melewati
semua titik simpul dari graph itu, dnnqnp syarat bahwa
setiap titik simpul hanva dilewati sekali saja. Karena
itu graph vang memenuhi syarat diatas dinamakan graph

Hami L Lomn,

Definisi &. 4. :

Sualu graph O dikatakon graph Homilion Jika pada G

terdapat suciu linlfasan leriulup voang melewaitl setiap

E

LLitikr simpulnya sekall saja.

Gambar 2.9

Gragh Hamilion
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Gambar 2.10

Graph hamilton yang merupakan graph Euler

II.S5 GRAFH BERAEAH
I1.5.1 G RAPH

Misalkan E adalah himpunan rusuk-rusuk suatu
graph. Jika setiap unsur=unsur E mempunyai arah maka
dikatakan busur dan qraphﬁra disebut graph berarah.
Dengan demikian setiap graph berarah mempunyai L(LEidk

simpul awal dan titik simpul akhir.
Graph G biasa dinyvatakan dengan ( V,I” } di
mana YV adalah himpunan titik simpul dan T adalah

pemetaan dari V ke V. Sebagai contoh dapat dilihat pada

gambar 2.11 di bawah ini 3
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"'II'I CI.;

Qg i

Vg Qg Ve
Gambar 2.11 (a) Gambar 2.11 (b)
Graph berarah Graph tidak berarah

Gambar 2.11 (c)

Gabungan graph berarah dan tidak berarah

Untuk gambar graph berarah 2.11 (a) :
F(v‘] = {vz,vﬁ} di mana vﬁ dan L i adalah titik simpul

akhir dari busur yang berawal di ¥

o



Il

F{vzl {vl,va}

Ffva] = {v.2

Ttv‘i = @

Fiv, ) = Ev‘}

Dan untuk gambar graph tidak berarah 2.11 (b) :
!"{vill = {vj}

F(vz] = {ua,v‘}

Ftvai {vz,v‘,vﬁ}
FEV‘] = {Uz,u!,uﬁ}

F{vﬁ} = {vl,va,v4}

[ Y | dinamakan prapgeta. Dapat ditunjukkan pada

gambar 2.11 {(al :

-1 g

r EHI] = {VE,VE;

I ltvz} = {vi} dan ini ‘hanya berlaku pada graph
berarah, g

Fada graph tidak berarah dapat dipandang bahwa
Fiv)= v ) untuk semua v, € V. Bila I tidak
beroperasi pada satu titik simpul tetapi pada himpunan
titik simpul seperti Uqﬂ {vi,va,...,vq} maka :

-

rqu:m = I'{"ui.‘-' u J"-C'r..rz_'."' Uv... U i"{"uq.‘i c2. 3

F{vqj adalah himpunan titik simpul u& & V untuk paling

23



sedikit satu busur [viﬂu} yang termuat dalam G (untuk

beberapa v. & V }.
i 4

Maka pada gambar 2.11 (a) :

Flv,sv 3) = Tiv,) ) F{v51 = v, .v, 2 U {v‘} = {v‘,v sV T

FLLv, ov 2]

U tuk

I‘{vll ) I‘*{v:]l = {va,vﬁ} U {vi} = {vi,va,'-.rn}

pemestaan  gandda J"E]"{"vi_}} = ]"Ef'ui_'.‘-' -« Dan untuk

pemataan triple FfrfrferJJ = T!fu“J dan seterusnva.
1

Fada gambar 2.1i1 (a) =

2
r tvil

a
r [vil

FACv 1) = Pllv_,v 3 = v U miv,]

{"";’”"a} U 5 B {vi,va.v‘}

Fr¥(v_)) = CET (v, )))
FIC(Lv, v ) = T(M(v,) UTliv,))
C{{v v, 1 U O 1) = TV v gah T)

Vo uW WV
€ 1?7 2? 5}

Untuk Mo v ) = I v, ) = Iidv 1) = {v 3

-

Dan I (v,) = I v, ) = oy, )

_1 =
mFoiiv, ) = (v }
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IT.5.2 LINTASAN

Lintasan poda araph berarah adalah  suatu
barisan busur—busur di mana titik simpul akhir vang satu
merupakan titik simpul awal wuwuntuk busur berikutnya.
Dalam gambar 2.12 terlihat barisan busur-busur sebagai

berikut wvang merupakan contoh dari lintasan graph

berarah. Va Qo vy

Oy

'-'11 I:|_5

Vg a, v

Gambar 2.12 .

_aﬁjajraﬂlanja.‘ ® F F F F B B F E FE R FE @RS {1}

—ﬂ.lpaﬂ,ﬂ § & R EE E S E B S S S S om @ EE [2'_'

=S =
-:‘I,a 53 ,a -a 53- a-‘ - meEoE W R e = E ':3:'

1’ 6 5’ p" 10? &’

Dua titik simpul vldan vj disebut adjiacent

dalan graph berarah Jjika kedua titik simpul tersebut
berhubungan langsung pada satu busur yang sama, di mana
ui adalah titik simpul awal sedang vj merupakan titik

simpul akhir. Fada gambar 2.12 terlibhat bahwa titik

25



simpul v berdekatan dengan titik simpul Vo titik
simpul v, berdekatan dengan titik simpul ul tetapi titik
simpul Yy tidak berdekatan dengan titik simpul v‘ begitu
juga untuk titik simpul v, dan W

Yanag dimak sud dengan lintasan stﬂ.rhanﬁ
(simple path) dalam graph berarah adalah lintasan yang
tidak melalui dua kali busur wvang sama. Fada lintasan
(1) dan (2) di atas merupakan lintasan sederkcna tetapi
lintasan (&) bukan lintasan sederhana, karena lintasan
(3) tersebut melalui busur nﬁ dua kali.

Dan yang dimaksud dengan lintasan elementer
Celementary path) dalam graph berarah adalah lintasan
yang tidak melalui dua kali titik simpul yang sama.
Lintasan (2) adalah lintasan elementer sedang lintasan
(1} dan (3} bdukan lintasan eleamenter. Lintasan (1)
adalah lintasan sederhana dan bukan Llintasan elementer,
lintasan (%) adalah lintasan sederhana dan lintasan
elemenier tetapi lintasan (3) bukon linlasan sederhanc

dean bukan pula lintasan elemenier.

II.5.3 BOBOT DAN PANJANG LINTASAMN
Fenamaan EiJI diasosiasikan dengan sebuah busur

{vigvﬂ. Fenamaan tersebut dapat dikatakan bobol,
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panjang atau bilayvesnilaet,. Busur yang dibobot disebut
Susur oGerbobot Carc weightl. Demikian juga pada titik
simpul vyang dibobot disebut titik simpul berbobol
Cuertex weightl, vaitu W, adalah bobot titik simpul vi.
Misalkan lintasan uy dinvatakan dengan barisan

busur—busur A a ,...,aﬁ mak.a panjang atau nilai

z
lintasan u dinvatakan l{y) dan didefinisikan :

L) = T C.. €245
(v sv,) € u :

Pengertian panjang, bobot, nilai/biava adalah
bermakna sama kecuali bila digunakan pada hal-=hal
tertentu dapat diberikanm arti wvang lain. Kerdinal suatu
lintasan adalah bilangan yang menyatakan banyaknya busur
dalam lintasan tersebut.

Dalam gambar 2.13 dapat dilihat contoh Eunur berbobot

dan titik simpul berbobot.

d,
‘ 3
& 31 4
)
2 Qe !
l|||"l| ; I'l'l..
& iy g
Gambar 2.13% (a) Gambar 2.13 (b)
Busur berbebot TLLLR stigul berbobol

iy



IT.S5. 4 DERAJAT TITIK SIMPUL

Banyvaknya busur wvang keluar pada titik simpul
Vi disebut derajyat luar CJouldegrese? vyang dinyatakan
dengan o.0v 2 = |F€u 2| dan banyaknya busur yang masuk
pada titik simpul v, disebut derajat dalam indegreel
vang dinyatakan dengan dﬁlﬁ) = |F_ﬁhﬁj| di mana
|F{ur}j dan H“lfv{}| adalah banyaknya wunsur dalam

himpunan F{vi} dan (v ).
L

Menurut gambar 2Z2.12, outdegree dari xﬁ dinvatakan
dengan : dﬁfudj = |F‘ {Ud” = | .:t; | =0
dan indegree dari Hﬁ dinvatakan dengan =

i -4 = =
dhfuﬁj = | C.u-:l'}i 2% |{~.rt,v=,u‘,v=}| = 4

Jumlah outdegree atau indegree dari semua titik simpul
pada sebuah graph adalah sama dengan jumlah busur-busur

dari graph G.

Ll ™

b % d'aﬂ'ul;} = .E dr.{.u-i.'} = m c2. 52
=4 i=4

di mana n adalah jumlah +titik s=impul dan m adalah

-

jumlah dari busurnvya.

d vy = |Fiv)]| = |ev,,v 3| = 2

d (v ) |F{v21| |{vﬁ,vﬁ}| = 2

d (v) = [Flv )| = |{v v ,v 3} =3
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dﬂ{v'} = |r'iv‘” = |{vn}| = 1

dﬂtvﬁ} = |I:"t‘~.-5‘,| i

[{v‘,vdi] = 2

i

s Rl i S € ¥ = @

&
Jadi =
a ii:lﬁin{h'i] 'iﬂ.':”"',]' + dﬂ{'-.-r:j + dn{-..rﬂ} + dﬂlvil
o v )+ d [w )
a0 o G

m 242+ +]1+2+0m10

- -1
dr.“'}]'_‘ T v, 3|

|t 3] = 0
div,)) = [Fv)| = [€v,v 3| =2

divy) = |Fiv)| = |tv 3] =1

: =1
dlv,) = [F v )| = |{v 3] = 1
- -4 =
div, ) = I tv )| = [{v sv 3| = 2
=1
diiv )y = Fivd| = |fv v aviv 2] = 8
&
Jad:."zi:it{vi] =::i!1_ ‘.’vll + :it{va] + r-'i'_tva.'l + dtt'-.-"J
+ di_tvﬁl + d‘IVﬁl
) =0 + Z+1+14+2+4=10
& o :
Hakazd‘:{ui‘} = ¥ dttvij = jumlah busur = 10
=4 L= 4d

@

Untuk graph tidak berarah G = (V,[}, derajat

dari titik simpul W dinyatakan dengan dfui_.‘: m |]"£‘-|,.|1,.JE_

4
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BAB III
LINTASAN TERPENDEK

III.1 MATRIKS DALAM GRAFH
IIT.1.1 MATRIKS ADJACENCY CMATRIKS KEBERDEKATAMND

Matriks adjacency dinvatakan dengan A4 = {uuj
didefinisikan =

1 jika busur {uL,vj} berdekatan di G

o = { .
v 0 jika busur (v _,v ) tidak berdekatan di G
4

Matriks adjacency dalam graph E] akan

diperlihatkan pada gambar 3.1 dibawah.

Wy Q
> dy
Qg
Q, :
Jlﬂ
8 Wy
Cio k Oy
a, Os

gambar 3.1
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Hatriks adjocensy

W w " W W L

i 2 3 E 3 = L=
vl L 1 1 Ch ]
vz i 1 E] 0 = L8]
W i L] i Q (] L]

A = - '

v‘ ) (18] 1 Cr ¥ [#]
W 1 i L] 1 ] i
=
8 1 0 #] O i 1

Dari matriks A dapat dilihat bahwa Jumlah
elemen baris i dalam matriks menyatakan banyaknya busur
vang keluar pada titik simpul v {outdegree) dan elemen
kolom vi menyatakan banyaknya busur yang masiik pada
titik simpul v, (indegree). Himpunan unsur-uJunsur dalam
baris v, yang mempunyai nilai 1 adalah himpunan F{ui]

dan himpunan unsur-unsur dalam kolom v, yang bernilai 1

adalah himpunan devL}.

IIT.1.2 MATRIKS PENCAPAILAN DAN JANGEKAUAMN

Matriks pencapatian R = {rui didefinisikan 3
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1 jika titik simpul v ; dicapai dari titik

b
L[

simpul vL
0 untuk vang lain.
Untuk mendapatkan rij terlebih dahulu ditentukan R[VLT
yang merupakan himpunan titik simpul yang dapat dicapai
dari_titik simpul UL dari graph G.

Untuk swatu titik simpul V. dari graph G maka:

RC':..IL_'J' = l_‘"L.rLJ L F{'ULJ LU szuil i G I'"Pt:"ui.? C3.12

Matriks pencapaian dapat dikonstruksi sebagai berikut :
- tentukan RCw, 2 untuk semua titik simpul v, V seperti
1
yvang disebutkan di atas, selanjutnya ;‘1,_j = 1 Jika
v EfuLJ dan r . = 0 uniuk yang lain. Hasil matriks
J : L]

R = Ertjj disebul matriks pencapaian.

Matriks jengkauan Q = fqu} I

1 jika titik simpul vj dapat dijangkau dari v,
qﬁ i} { 0 untuk yang lain.

Himpunan Jjangkauan mfvii dari graph G adalah
himpunan titik simpul yang dapat dijangkau dari titik

simpul V.

Himpunan DEULJ sama seperti himpunan H{VH 5

s



Av2 =Cu2 UMico o Ur v o U ... Ulfew> 3.2

di mana F-EfuLJ = r_‘fr-ifuiﬂﬂ

Kolom A dari matriks @ ( g, = 1 jika -~.-i = Giv) dan
i)
md = 0 wntuk wvang lain ), =ama dengan baris vi dari

matriks R dimana 0 = R' (@ = transpose dari matriks R).

Contoh : Tentukan matriks pencapalan darn Jangkauan
dari graph 6 pada ganbar 3.2 dengan nalriks
ad jacency vang diber(lkan.

%

Gambar 3.2
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Matrihks adjacency dart gruph.ﬁ :

v vy Ve v, Ve W v
Vi O 1 0 0 1 0 Q

vl o 1 0 1 0 0 o

¥y o 0O o 1 . 0 O

A = L o 0 8] o i 0 0
v 0 O 0O 0 1 Q o

o i a o 1 O O 0 1

v 0 O o 1 o 1 (8]

Jadi himpunan pencapaian dari gambar 3.2 adalah :
Riv ) = {v 3 U {v_,v. 2 U fv,sv v, 3 B0 AL
= {U1‘Vz’ua’v51
H{v!] = {vz} U {Uhpv‘} J (v av av, 1 U ¢ vz,v‘,vﬂ}
- {vz,v‘,?s}
Riv,) = €v, 2 U v 3 U (v i U (v

= {Wv ¥ Vv 1}
& 8" 4 s

R(v ) = v 3 U (v 3 U v 3

{v‘,vs}
Riv_) = (v 3 U v }

= v ! 5
Rv,) = tv) U Gvev,d U tv,vd Utvg,vg,v,?
U v svg eV d

= {vi,v4,vﬁ,vd,v?}



R(v,) = (v} U tv v 3 U dv,v,v,} U lv,v,v,]

= {vl,v4,v5,vﬁ,v?}

Halriks pencagpaltannya o

i z 3 a - & 7
v, 1 1 Q 1 1 O (4]
Vi 4] i o 1 ik O o
v 0 Q 1 1 1 a 0

B = L 0 o 0 1 1 o 0
L 4] 0 Q O 1 o o
¥ ] o 1 1 1 1 i
v, 0 8] 1 1 1 1 1

Dan matriks Jjengkauannya !

1 z a 4 = & 7
v i ) O 0 0 o 0

vl 1 1 o 0 0 8] O

?z 0 (4] 1 0 (8] 1 1

Q= R'= v, 1 i 1 1 o 1 1
W 1 h 8 1 h § o | 1 1

v? o 0 0O O o 1 i

j 0 0 0 0 o 1 1

e




ITII.2. LINTASAM TERFENDEK

Permasalahan lintasan terpendek adalah
bagaimana menentukan lintasan terpendek dari titik
Eimpull awal tertentu & = WV ke titik simpul akhir
tertentu t < V. Dalam hal ini akan terlihat babhwa
lintasan yang demikian memuat t € Ri(s), dimana R(s)
adalah Aimpunan pencapatan dari titik simpul s seperti
yang dijelaskan pada bagian III.1.2.

Pada kasus sesuai dengan uraian diatas Yyang dimaksud
dengan nilai aU adalah busur bernilai pada matriks

A = [a”] d%lam graph 6 = (V.M.

Elemen va:l:“i dari matriks A bisa bernilai positif, Inega.‘.l‘._;f
atau nol.

Pada sub bab berikut ini akan diberikan
permasalahan pokok dalam menentukan lintasan terpendek
yaitu : untuk titik stmpul awal tertentu =, tentukan

lintasan terpendek dari s ke (titik simpul
tertentu yang laln.

Eeriag dijumpai dalam praktek bahwa lintasan
terpendek tidak hanya satu tetapi mungkin juga dua, tiga
dan seterusnya. Dengan informasi ini diharapkan dapat

ditemukan lintasan terpendek yang terbailk.



ITI.2.1 LINTASAN TERPEMDEK ANTARA DUA TITIK SIMPUL s DAN t

Pada bagian ini akan dipergunakan algoritma
urntuk menentukan lakel sebagai dasar dalam menggambarkan
lintasan terpendek.

Setiap panjang lintasan terpendek dari s ke
suatu titik simpul tertentu biasanya dinyatakan dengan
angka yvang ditulis pada titik simpul tersebut.

Apabila : t{u;} = panjang lintasan titik simpul u;
sebelum titik simpul v

a{vl,v” = nilai titik simpul u; wang
berdekatan dengan titik-  simpul Vo

pada matriks A
ltvi} = panjang lintasan titik simpul v, dari

titik simpul awal,
dimana u; qdalah titik simpul sebelum ¥ pada lintasan
terpendek dari s ke v . Maka untuk menentukan lintasan
terpendek yang dimaksud adalah dengan menerapkan secara

berulang-ulang persamaan (3.3) dibawah ini.

P
tfufj + afy, w2 = Llv 2 2.3
i i 1 i
Sedangkan lintasan terpandek dari = ke
beberapa titik simpul tertentu v, akan berbentuk sebuah

* pohon herarah' , dengan s sebagai akar C(rootJ.
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Sesuai dengan penjelasan pada III.2 bahwa o
bisa positif, negatif atau nol, sebagai langkah awal
akan ditinjau dahulu untuk a = O untuk setiap i,J

L

kemudian untuk au 0.
ITI.2.2 KASUS NILAI MATRIKS HON NEGATIF

Algoritma vang paling efisien untuk memecahkan
permasalahan lintasan terpendek dari s ke t akan
diperkenalkan oleh Dijkstra. Secara umum methoda ini
menjadi dasar dalam menentukan label sementiara dari
titik simpul. Pada setiap perulangan hanya satu dari
label sementara berubah menjadi label tetlap, ini
minyaiakﬂn panjang Lintasdan terpendek darti s ke Ltk

simpul yang dikehendaki.

III.2.2.1 ALGORITMA DIJKSTRA [ﬂﬁ = 02

Misalkan Ll{vi': adalah 1label pada titik

simpul v, -

FPermulaan :

Langkah 1 : ambil 1({s) = 0 dan ditaridai sebagai label
tetap. LI vi] = @ untuk semua vk# s  dan
ditandai s=ebagai label sementara, ambil

p = sS.



Langhkah 2

Langkah 3

Langhkah 4

Langhkah &

Untuk semua U; e Mip) yang mempunyai label
sementara, diberi label baru menurut I

l'.f'uj:r = min flr.’ui.?. gl + r::f.'p.ujj} C3. 42
Jika langkah ini berulang maka T’ tidaklbnleh

memetakan ketitik tetap sabelumnyd.

Tentukan v: dimana ltv:] = min {livLII
dari Semua label samentara pada titik

simpul «

Nyatakan label tidak tetap v: menjadi label

tetap dengan mengambil v: = p.

(i}. Untuk lintasan dari s ke t saija yang

diinginkan.

Jika p = t, Lip) adalalh lintasan

terpandek yang diharapkan. Algoritma

s@lesal.

Jika p = t kembali ke langkah 2.
{ii).Untuk lintasan dari s ke setiap titik

simpul yang diingink;n.

Jika semua titik simpul diberi label

tetap, maka label itu akan menunijukkan
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panjang dari lintasan terpendek yandg

dikehendaki. Selesai.
Jika beberapa label masih sementara

kembali ke langkah 2.

Contoh soal 1

Perhatikan graph pada gambar 3.3 dimana busur t Lok
berarah dijelaskan sebagal busur dengan nilatl yang sana
dengan arah yang berbeda. Misalkan nilai matriks A
seperti yang dJditunjukkan dibawah. Untuk mendapathkan
semua Lintasan terpendek dart titik stimpul v, ke Litik
stmpul vyang lain, kita gunakan Algoritma Dijkstra dan

penambahan  tanda c+> pada label jika label ttu tetap.

Vg Vy
Ay
Y Yy
"ulrs I"ﬁ -+
Wy Vi
Gambar 3.3
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F a3 4 ] =] T -] L
. N 10 3 & iz
Yy 10 18 2 13
8 2 18 25 0 7
i 29 S | 1& 5

s oy 5 10

v, 20 10 i3 | 15 L
v, 2 L1 i4 24
¥ & 23 15 2
v 12 13 9 24 5

Langkah I

: Misa l kan v, adalah titik awal, maka

Liv) = o Liv,) = @ untuk setiap v.® ¥,

ambil p = L

Perulangan peéeriamd.

Langkah &£

C{p) = F{vil = {uz,v?,va,vp} adalah label
cepmentara. Menurut persamaan T4 :
l{vjl = min {livi},l{p] + utp.v}}}
untuk Litik simpul U s
livzi = min {l{vtl,ltvl} + giv‘,vz}}
L(v ) = min {w, o'+ 103 = 10
untuk titik simpul v,
Ltv?} = min {I{v?3,1{v1] + u{vl,v?l}
Liv,) = min (o, 07+ 33 = 3

untuk titik simpgul LA
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Langkah 3 :

Langhkah 4 :

Langhah 5

tiv, ) = min [1{ui],l{v1: + alv ,v )]

Liv) = min {o, o'+ &4 = &

uritwhke titik simpul E

L{vp} = min {ltvﬁl,ltv:] + atvlpvpi}

Liv ) = min (=, o'+ 123 = 12

min {II"F".'} = min {lgl‘g'._-'é_!;!;g! @ }

va,\i‘ a W "nl'

W gV
PLAS LA

VgV
47 8!

&
= 3
bersesuaian dengan titik simpul v,

¥, menjadi label tetap, I{v?} = 3+, P -
Tidak semua titik simpul berlabel tefap

kembali kelangkah 2.

Perulangan kedua.

Langkah £

Cip) = FTv?J = {”i’”4‘“¢*”n}’ adalah label
sementara. Dari persamaan T.4 =
iivj} = min {l{vii,l{p] + a[p,vj}}
untile titik simgul v_»
Liv.) = min {ltvgl,liv11 + a{v?,vzl}
tiv,) = min (10, z'+ 2} =-5
untuk titik simpgul v,
Ltv‘} = min {l{v;l,ltv?] + atv?,vi]}

L(v,) = min {= '+ 4y = 7
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untuk titik simpul v_,
ltvﬁ} = min {l{vﬂ:,l{le + a{u7,vﬁ]}
Liv ) = min {ow, 5" 14) = 17
untuk titik simpul Y,
EIVPJ = min {L{vp},tth} + u[v?;vPi}
Liv ) = min {12, T+ 243 = 12
Langkah 3 : min {ltvi]} = min {;_,_1,;3._&,13,_EL_h}
vl,u‘,vﬂ,vl,v#,va,vﬂ
=3
bersesuaian dengan titik simpul v,

Langkah 4 : v, menjadi label tetap, t(v,) = 5, P = V-

Langkah 5 : Kembali ke langkah 2.

Perulangan kellgd

Langkah 2 : [i{pl = F{ull = {“H!”,’“?!“p} karena v, dan
v telah menjadi label tetap Tiv_ } = {v_,v ¥
T = Z = e

menjadi label sementara, menurut persamaan

Z.8 ¢ Ltvj} = min {L{vtl,llpj + ﬂlp,vji}

untuk titik simpul v

biv, )= min {ttvilglivil +ealv,,v 11

yev ) = min {w, 5'+ 18} = 23

a

urtuk LLELR simpul Yoy

E{vp] = min {ltvhlgltvir + “{“3!”93}

4.3



tiv_ ) = min {12, 5'+ 13} = 12
Langkah 3 : min {l(v )} = min {23, 7,17, _&,12,m 1]

¥ gV gV

Wl aY
a? 4 a¥ 'g" 2" B

= &
bersesuaian dengan titik simpul W
Langhkah 4 : Ve meniadi label tetap, livnl =&", p= vV

Langkah 5 : kembali kelangkah 2.

FPerulangan keempat,

Langhkah 2 : C{p) = F[v-} = {ql,uﬂ,vd,uﬁ} karena u‘ telah
menjadi label tetap, maka F{vﬂ} = £Uh’vd'“p}
menjadi label cementara, menurut persamaan
.4 @ L{vj:l = min {Hvi_l,lml + a{p,vjl}
untuk titik simpul Y
L(v!} = min {L[vsigltvaj + u{va,vujl
L(v,) = min (o, &'+ 23y = 29
untuk tLtik simpul L
tiv,) = min {liva},tiv‘l + alv!,ﬁﬁ}}

Liv,) = min {17, &'+ 15} = 17
untuk titik simpul up, -
lepl = min {ltvp},t{v.} + a{v“,upj]

piv 3 = min {12, &%+ 53 = 11
o

a4



Lﬂnﬂ'm 3 1

Langhkeah 4

Langkah 5 ;

min {1(v )} = min (23,_7,29,17,11} =7
“5’”4F“5’”ﬂ?“p
bersesuaian dengan titik simpul v _.

v, menjadi label tetap, Liv,) = Ty PV

kembali kelangkah 2.

Perulangan kel ima

Langkah £ :

Langkah 3

"{p) = Fiu‘j = {wa,vﬁ,v ,v?} karena v_ telah

o
menjadi label tetap maka F{v‘} = {vg,vﬁ,ud}
menjadi label sementara, menurut persamaan
3.4 1 lhﬁ] = min {l{tﬂ,ltp} + alp,vﬂ}
untuk tittk simpul V..

leu} = min {l{v!},liv‘] + a{v;,v’}]

v} = min {23, 7+ 253 = 23

untuk tittk simpul Y

l{uﬁ] = min {E{vﬁl,llvi] + alvi,vﬁ}}

Llv_ ) = min (29, 7'+ 53 = 12

untuk tittk simpul v

ﬂ’

l{‘u’ﬁ} = min {L(\fﬁ],ltv‘i + ﬂl‘n",‘fﬁ]‘}

L(v Y = min (17, 7+ 14} =17

min {l{v. )3 = min {23,12,17,11F = 11

VoW gV Y
a'' ' 5' &’ o

hersesualan dengan titik simpul vb.
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Langkah 4 : v menjadi label tetap, liv ) = 11, p = v

Langkah & : kembali kelangkah 2.

Perulangan keenam

Langkah &£ Fip) = TWDI = {vi,vz,vﬁ,v?,v'} karena v ,
VRt telah menjadi label tetap maka
F?Ivl = {vﬁ} menjadi label sementara,
menurut persamaan 3.4 @
ltvjl = min Ettvi},lip} + uEp,wj)}
untuk titik simpul Vs
I{vﬂ} = min {l{vﬁ},l{vpl + atuﬂ,vd]}
(v ) = min {17, 117493 = 17
Langkah 3 : min {lL(v )} = min {2F,12,17} = 12
VarVarYy

bersesuaian dengan titik simpul V-
e
Langhkah 4 @ Vo menjadi label tetap, ltvﬂ} = 12 ,p = v .

Langkah 5 : kembali kelangkah 2.

Perulangan ketujuh

Langkah & : Tip)l = F{vsk = v v, 37 ~ karena v_ telah
dilalui maka Flvsl = VI menjadi label
sementaras menurut persamaan 3.4 :

livji = min {livilpltp} + a(ﬂpvjl}

a4b




untuk titik simpul uﬁ,

Liv ) = min {Liv ), llv.) + alv v, )}
tiv_}) = min {17, 12%+ 10} = 17
Langkah 2 : min €l(v )} = min £23,17 = 17
Ya'Va
bersesuaian dengan titik simpul vﬁ.

Langkah 4 : v_ menjadi label tetap, L(v,) = 17, p = V_.

Langkah 5 : kembali kelangkah 2.

Perulangan kedelapan

Langkah & : [ip) = T{udi = {v&,v‘,v?,v.;vg} karena WV

Moy V¥ v, telah menjadi label tetap maka

ﬂ,
F{v&j = {va} maka v, merupakan label tetap
yang terakhir. Selesai.

Pada gambar 3.4 akan diperlihatkan graph G vang telah

mempuny al label tetap. )
& n

51’

e

EI
Gambar .4

Graph dengan label tetap dan v sebagal titik awal
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Untuk mendapatkan lintasan terpendek antara
sepasang titik saimpul, misalkan v wang berawal dari

titik simpul v maka kita menggunakan persamaan S

Dengan mengambil v = v,  dan titik simpul v adalah

titik simpul sebelum v _ pada lintasan terpendek dari v,

ke Vo menurut persamaan 3.3 3

Liwv ) + alv, v, ) = Liv.)
i L | § 1

Ltuzl + u{vz,vzj = L{vzl = 0
L
Titik simpul w_ yang memenuhi persamaan diatas adalah

titik simpul AL Seperti diatas, dengan menggunakan

persamaan 3.3 dengan mengambil v, = Vv, kita dapatkan

Ll

titik simpul v? adalah titik simpul sebelum v, pada

lintasan terpendek dari L3 ke bR

L -
v, ) + alv yv,) = Liv,) =3

Dan titik simpul y wang memenuhi persamaan diatas

adalah v sendiri dan merupakan lintasan terpendek dari
i

vi ke Vs adalah {vl,vT,vzﬂ.

Lintasan Lerpendeh darit Ltitik s impul v ke titik simpul

L

u_ adalah misalkan ¥ = Va
menurut persamaan Sel 3

Etvr} + v, gv. ) ™ Liw, ]
i L i L

E{u;j + aivn,v’} = i{v’} = 23



titik simpul sebelum v_ adalah v, maka :

Etvz; -+ atvz,vz] = l{vzﬁ = 5

titik simpul sebelum v, adalah v, maka 3

H‘u‘?] +oalv_,v, ) = l[v?j = 3
dan titik simpul sebelum v_ adalah v, maka
Lintasan terpendek dari v, ke wv_ adalah

i

ivl,vT,vz,vgj.

Lintasan terpendek dari titik simpul v, ke titik simpul

v adalah @ misalkan v, = W
£ L &
menurut ﬁérsamaan 3.3 1
Liv, ) + alv. v ) = L{v. ]
19 L 19 19
L{v‘} + ﬂ{vd,v‘} = l{v‘i = 7
titik simpul sebelum Vv adalah v maka :
L(vﬂl * a{v?.v?] = l{v?! = 3
dan titik simpul sebelum V. adalah v, maka
Lintasan terpendelk dari v, ke s adalah

TR T
{"'l":l: ?F " "

I intasen terpendek antarda titik stmpul v ke titik

simpul v adalah : misalkan v, = ¥,
menurut persamaan e, i, A

Ll L3
l[vL] + alvi,vkh = liul]
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1[v5] + atus,vsl = 1i¥51 = 12

titik simpul sebelum ¥ adalah v‘

maka 1
% I utvr,u y = lf{vw ) = 7
4 a4 & &
titik simpul sebelum . ¥ adalah v,
maka =&
" ¥
liv?h + a{v?,v?] = IIUé} = 3
dan titik simpul sebelum ¥ adalah v,

maka lintasan terpendsk antara v, dan

v, adalah [vl,v?,v4,v5].

Lintasan terpendek antara titik simpul v ke titik

stmpul v adalah :

misalkan vy il
menurut persamaan 3.3 3

# L]
Liv, ) + alv, ,v.) = Liv)

[ 19 L

] £l
l{vﬁ] + u{vd,vﬁl = l{vdl = 17
titik simpul sebelum L adalah V?
makﬂ-:

* #
L{v?] + a{v?,v?l = 1{v?1 = 3
dan titik simpul sebelum Ve adalah v,
maka [intasan terpendek antara titik
simpul v ke L adalah lvl,v

L ™
ot ﬁl

a0



Lintasan terpendek antara tittk simpul v ke Litihk

stmpul v, adalah @ misalkan v, i

menurut persamaan 3.3 3

llvil + alv;,uij = I{vil

Livo) + atv,,v,) = vy = 11

titik simpul sebelum v _ adalah 'vn
maka =

ltv;} + a{v;,vi} = ltvn] = &

dan titik simpul sebelum : adalah ¥

maka lintasan terpendek antara v, dan

v -
v adalah ivl, a,vni

)
"'I-!

g

Vy

A R, Yy

Bambar 3.9

&

LEEL
Bentuk pohon dert Lintasdn t erpendek v ) ik

simpul yang lain

=1 |



I11.2.3 KASUS UNTUK NILAI MATRIKS a o
&

Algoritma Dijkstra hanya memenuhi jika uu = 0
untuk semua i dan j. Sedangkan algoritma yang akan kami

jelaskan pada bagian ini adalah algoritma untuk nilai

matriks a 0.
L

Algoritma wuntuk nilai matriks =H : 0 ini
diperkenalkan pada pertengahan tahun 1950 oleh Ford.
Seperti halnya algoritma Dijkstra maka
algoritma ini-pun hanya untuk menentukan Label pada
suatu graph sebelum kita menentukan lintasan terpendéh.
Algoritma untuk atlal malriks a. 20 :
tk{vi] adalah panjang lintasan dari titik simpul v . yang
berkardinal k, dan menjadi label pada titik simpul v,
pada bagian akhir dari (k+1) perulangan.
Ld;ghah { : @mbil 5 = [(s), k = 1, t*(s) = 0, lltvi} =
qls,vi) untuk semua v e Mis) dan I‘I?LI C -

untuk v, yang lain, = = titik simpul awal.
L

Perubahan label
Langkah £ 3 Untuk setiap titik simpul v, = riris)) =

r(s) dimana v, # S dan label berubah menurut
&

pF_lr"'_—'uBH'l-El an =

a2



e+ i
- k
L7 dud = min, {17°Cu 2, min flk{u:J + alv v 23> (3.82
]

v,6& & T,
J L

dimana T = F_l{uL} ns:
& memuat semua titik simpul yang merupakan
lintasan terpendek dari s Yyang berkardinal
k. Himpunan TL memuat titik simpul yang
merupakan lintasan terpendek dari s yang
berkardinal k, dan untuk sebuah busur ke

titik simpul V. ada. Untuk semua titik

simpul v, e [{5) maka tk*t(vih = tkuvi3-

Lnﬁghah 3 : {a). Jika k £ n=1 dimana n adalah banyaknya

titik simpul dan lk+1lui} = thle

urntuk sSemua Vi’ maka Jjawaban optimal
sudah diperoleh dan label merupakan
panjang dari lintasan terpendek.

Celesali.

(b). Jdika k < n-1 dan ) = Lt{vi‘.r

18

untuk beberapa V. . lanjutkan kelangkah

4 . E

k44 k
{c). Jika k = n-1 dan 1 (w3 = L {vl}

1

untuk beberapa Vv, maka mnilai negatif

sirkuit berada pada graph dan persoalan
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ini tidak mempunyai pemecahan.

Algoritma selesai.

Persiapan uniuk perulangan berikulnya
Langkah 4 : Ambil himpunan 8 baru yang didefinisikan®:

k
§ = (v |t v) = 1% (v, )3 €3.62
Langkah 5 : Ambil k = k+1 kembali ke langkah 2.

Contaoh soal 3

piberikan graph pada gambar 3.6 dimana busur tidak
berarah dianggnp sebagal busur yang pernt lal sama dengan
arah yang berbeda. Busur—busur berntlat yang di tunJuklan

memuat nilal positiy dan negatif.

Gambar 3.6

o4




- =
- 15 12
e 24
- 8 i8 F. i1
dok =7 20
20 7
=10 4 = 16
24 i& il
11 -13

Proses algortilmanja adalah sebagal berikut

Larngkah

1

Misalkan Vv, dianggap sebagai titik awal,
R g5 =T(s) = Ftvib = {vz,vﬂ}, k=1,
1 i
Litvll 2 0, tiw) = "5 v, = 2
va_] = m untuk semua Vv, yang lain. Ambil
19

k = 1.

Perulangan pertamd

Langhkah 2 :

T(s) = {Vl,vi,u‘,uﬁ,vd}
untuk titik simpgul hz,

=1
I = Fiv,) N = '
T= = {”L‘”ﬂ} N {vz,vs} = {"5}
menurut persamaan Jao 12

- i i
12(v,) = min (10000 (v ) + atvgv,)))

892




12
tvz} = min {-%,(2 + 12)} = -3
untuk titik simpul wv_,
b |
R !
T = Frlva) 8
Ta = {v:,v‘,vT,vH} N {uz’uﬁ} 3 {vz}
menurut persamaan 3.9 i
126w ) = min €Lt ev Y titiv, ) + alv, v )}
a 3" " F z2' "3
2
L Lv!J = min {®,(-3+ (-5))} = -8
untuk titik simpul U

T

4

-1
r {u*} nes
Ti = {v:,vﬂ,vﬂ,uq,vﬂ} N {vl,vﬁ} = {v=,vﬂ}

merurut pErsamaan X0 ¢

z ) 4 : i

1Z2¢y 3y = min {1 (v y.min ( L (v y *

a " z
i
atvz,v‘i, L {vsi + a[vﬁ,v‘}l}

tz{v‘) = min {®, min ((=3+15),(2+(=7)1))} = =3
untuk titik simpul Y. '

T =T v IS

=1

T5 = {vl,v:,vﬁ} N {vz,vﬂ} = {vt}

menurut persamaan 1.5 1
: i
12(v ) = min (it v, (L) + alvyvg) )

13w ) = min r2 (=3+12)} = 2
5

wuntuk tittk simpul Y .
T = I._'_ll:."'l" 1 n =
o [=]

: e {g‘,vﬁ,vT,v?} n v, svgt = (v 3

2b




menurut persamaan 3.5 :

2 _ 1 i i
L {vﬁl = minmn {1 {vﬂ],{l {vsr + a{un.vﬁki}

2
Lt {?d} = min {w, (2+20)} = 22

Lab

W=

b

Langhkah 3ol

Langkah 3CbI

el lzivil = {0,-3,-8,-5,2,22,n,m,xn} untuk
"I-"i;-"-"'z,‘u"g,. = & ® _-"-"'p

karena k tidak lebih kecil atau sama

k+i

dengan n-1 dan L7 (v} = lktvi} maka

R
pindah kelangkah X(b).
i kE+1 k
karena k < n—1 dan 1 tvi} = 1 ivLB maka

lanjutkan kelangkah 4.

Langkah 4 : menurut persamaan J.& @

5 =

Langkah 5 : k =

£y | k+i
L

tE* ey ) = t¥(v. )2
L Lt
(v | t3v ) = LhvYy
% b L
{vs,v‘,vﬁ}

2 kalangkah 2.

Perulangan kedua

L anghah 2 : T8

W W L
} = {".l'll."-l"sg"i'","'l"ﬂ_j ﬂ:"'"?l '! p}

untuk titik simpul v_,

=1
T, e ns "

TE: = {va’vd-’v'?,uﬂ} n {‘l"nsul‘jvﬁ} - {V‘}

menurut persamaan XD =

, 2 F4 7
lat""la} = mim {1 t\f!],lt. {v‘} + ﬂ'-{\""g"-"zaj}

a7




3 -
Ltv,) = min {~B,(-5+8)} = -B
untuk tittk simpul v ,
ad
=1
T, =T v ) ns
T* = AV Vs Y VoV Y N {va,v4,vﬁ} o €5
menurut persamaan 3.5 :
LT iv ) = min (17(v ), (L7 (v,) + alv v ))1}
t’{vq; = min {-5,(-8+8)} = =5
untuk (itik simpul Uge
=1
TE = I IU:,} n g
T5 - {Viivl’vd} n {va,v‘,vd} iz {vd}
menurut persamaan 3.3 @
13{v5] = min {invﬁl,[t“{vdj + alv_,v 11}
1} v ) = min {2,(22+20)} = 2
]
untuk Lttik simpul Yy
=1
T, =TTV B
Td & {v‘,vﬁ,v?,vg} N {uﬁ,v‘,vd} = v d
menurut persamaan 3.3 3
2
1%(v,) = min (v ), (25 (v ) + alv v 03
12y ) = min {22,(-5+18)} = 13
d
. wntuk titik simpul U, ’
T =rtiv.ins
- T
= ¥
T, = {u‘,uﬁ,vi} AL fv, v,

menurut persamaarn S 1

oB



a
Uitv,) = min {t*(v_),min ((21%(v) +
2
utv‘,v?J,L tvﬁ} + u[vﬁ,v?}]}
L"'tv?m = min (e, min ({-9+4),(22+9))} = -1
untuk ELilk simpul A
"
Tﬂ =TI {vnl N 5
Tun {Va’v?} n {vg,wi,vﬁ} = {va}
menurut persamaan S.o &
12 (v ) = min £270v) s (150v,) + alvy,v )03
tstvaj = min {w,(-8+24)} = 1é
untuk t(ttik simpul v .

=
=1
Tp =T {-.-P'b ns
Fe = iv v, 3 N {V:"’N”ﬁ} = v, }

menurut persamaan 3.9

1% (v ) = min (2 v,) 5 (1P 0v,) + aly v )]

=
o
-

il

o L min (o, (=9+11)} = &
Label to(v) = (0,-3,-8,-5,2,13,-1,16,6)
unkuk VL = v‘,vz,vﬂ,...,vp

Langkah Fad ¢ k tidak lebih kecil atau sama deEngan n—1

+ k -
dan T om Uiw) maka  pindah

kelangkah 3(b). d

k+i k
Langhkah by : k€ n-l dan L ivLI = L ivi! kelangkah 4

Langhuh P menurut persamaan .48 ¢

k+d k
5 = {VLl L {"H'L] = 1 {‘-"L.:'}

o9



5= tv,| vy = 1P v
{uu,v?,vn,vﬁ}

Langhah 5 : k = 3, ke langkah 2.

Perulangan hELiSﬂ‘
Langhkah £ : FFEI = {ngv‘!vjjvd,v?’vaivp}
unituk Lfiik simpul L
- =
T,=F v)ns
Ta = {uz,vifv?,vn} n.{vﬁ,v?,vﬂ,vn}
- {vr’?i}
menurut persamaan 3.3
(v ) = min £L3(v_)emin ((217(v) +
=] a i
]
a{v?,vgl.l tv.! + ﬂ[UB,?’}}}}
I'Ev j = min {dﬂ,miﬁ [_1+tf1D]’1ﬁ+2431= =11
3
untuk titik simpul L

-4
T el v NS

T‘ = {”z’v:*”s’vT’vn} N {ua,u#,v..vp}
= {v?,?p}
menurut persamaan -9 :
a y a
.1‘-[\;‘} = min { L (v, ), min AL (v,) *
a
a{u?rv4],1 [vni + n(v;,vill}

["'tvl‘:l = min {—ﬁilﬂin (—1+4‘15+1131 = =5

untuk tititk simpul V.

&0



T o S
s =T v ns
T
= - {vl’vz’vﬁ} N {\"d!"r.?!”af""ﬂ} = {‘ﬂ'ﬁ}

menurut persamaan 3.5 :

L = 5 a

L (v, ) = min {{ (v )y (170w ) + alv v 1)}
&

L iv51 = min {2,(13+20)} = 2

urtuk Litik simpul Vs

I
T =T tvﬁ} n s

=]

Tﬁ = {U‘ivsﬂv?lvﬂ} M '["'l"d_l""rTl

vn,vp}
= {Vﬁ’?P}

menurut persamaan 3.3

% . 5 . a

L {vﬁ} = min {1 tv¢}1m1n ((tlv,) +
u{v?,Uﬁ},taivﬁ} + alv v 1))}

1'¢yﬁ1 = min {13.min (—1+9,6+(-13)}} = -7
untuk titik simpul v
-4
T?-——F t"u'?]nﬂ

FL - {V‘:""‘

7 Va} N [vﬁ’v?'?i’?ﬂl

ﬂ*
= fvd,v“}
menurut persamaan J«9 3
. a . a
1*(v,) = min {1 (v,)smin ((Llv) *
atvﬁ.v?lpliV;I + EEVH;v?II}
1%(v ) = min {-1, min (13+9,1&4+16)} = =1
g
untuk titik simpul Vg

'|"B = ].'_1{'\!"_.! n =]

&1



-E' —_—
R {Va’v7} n {uﬁ,v?,vﬂ,up} = {#?}
menurut persamaan 3.5 :

4 :

L Evui = min {L!{unr,{lgtu?} + a[u;,qi}}}
l‘tv‘: = min {1&6,((-1)+14)} = 13
etk Eridhe simpul ”g'

-1
Tb =T va] nE

Tu = {v‘,v.} n {vﬁ,v?,va,vp} = {vi}
menurut persamaan 3.5 =
t‘{vﬁ} = min {laivﬁj,[l!{v'} + alv, v )03

t0v,) = min (&, (16+22)) = 6
Label 1%(v) = {0,-3,-11,-5,2,-7,-1,15,6}
&
untuk W vi,vz,v‘,...,vﬂ
Langkah 3Car : kelangkah 3(b).
Langkah 3Cb2 : pindah kelangkah 4.

Langkah 4 : menurut persamaan 3.6 &

5= fv] TFHv) % L5V 13
& 3

5 = {v| L (v) = L (v b}

g = {vs,vd,va}

Langkah 5 : k= 4, ke langkah 2.

Perulangan keampatl
Langkah £ ¢ r¢s) = {va,v‘,vﬁ,v?,uﬂ,vﬂ}

untuk titik simpul v_,

&2



~-i
Rt (v ns
TE. - {”1:\"‘1"‘71"-’“} N {"-"’:""'&r""'ﬂ} = {V'}

menurut persamaan 3.5 :

i'.ﬁli'-.-'!.] P {1“'(~.n3],{1"[v‘1 + alv sv, )13
Lﬁluas = min ((-11),(15+24)) = -11
untuk titik simpul Y

=1
T‘ = 7 tv‘j N 5
T‘ = {vz,v

w ¥

a"YerYer¥ I N fv v sV T = iy

7
menurut persamaan 3.3 @

LEIV*] = min {l‘{vij,tl‘{v!] + g(ua.v‘j]}
t%(v,) = min €(-5),((~11)+8)} = -5

untuk LitikR simpul Y

T_=riv)ns

Tﬂ = {?1’v='ud} n {va,vﬂ,vé} i {vg]
menurut persamaan 3.9 I

1% (v, ) = min {L‘{v5l,llﬁtvﬂl + alv v 11}
1%(v,) = min (2, (=7)+20)} =2

untuk titik stmpul U_,

T, = rtv,) n s

o {v‘,vd,va} 'I"'I'{"'","'";,""ﬂ‘} = {vd,uu}
menurut persamaan . P

4 Fs
17w, ) = min (et v ) min (150v) +

a:vd,v?&,l*{v_l + alv,v )1}

&3



=
P iv_ ) = min ((-1}),min ((-7)+9,15+16)3 = -1
uniuk tLEt !
titk simpul U
1
Tag =T tv) ns
Ta = W Xy v v oV D = v )
menurut persamaan 3.9 3
s 4 4
L {vn} = mim €L {Vi]’il (v!} + ﬂlVBI“ﬂ]]}
lﬁtval = min (15,((-11)+24)} = 13
uniuk Litik simpul v
=1
T =r7(v))ns
Tp g {v‘,vﬂ} n {?a’uﬁ’vu} = {vn}
menurut persamaan 3.3 @
lﬁf?P} = min [Ls{uﬁj,tlﬁ{v“] + u{vu,vgll}

min {6,(15+22)} = &

5
A tvp)
Label 1%(v) = {0,-3,-11,-5,2,-7,-1,13,6}
L
untuk v. = vl,vz,vn,...,vp
Langhkah 3Calt : kelangkah 3(b).
Langkah 3Cb2 : pindah kelangkah 4.

Langkah 4 menurut parsamaan 3.6 ¢
k+i k
g = {v| Ly e L
_ : )
g = {v| v = LTIv D
5 = [vu}

L kah 5 1 k= 5, ke langkah 2.
ang :

K-



Ferulangan kel {ma

Langkah 2 ;

(s}
= {\'H,vT,\.rp}
urtuke LELd '
ttik simpul Y
e |
Ta =P v ) S
T =
g T Wosvavpavolop D} = {vd
menurut persamaan 3.5 3
v,y = min (1%(v ), (1% (v,) + alvg,v,))?
E"wal = min {(-11),(13+24)} = -11
untuk tiLtkR simpul u?.
1
T& =T {v?l N S
T? - {'ﬂ"g'ﬂrﬂpva} n {"I'Iu} "_—{‘UB}
menurut persamaan 3.3 &
1%(v_) = min (1% v), (1%(v,) + alvgyv, )0}
1"{%} = min {(-1),(13+1&)} = =1
wrifuke ELELhk simoul ‘L-lp.
-1
T, =F v A 8
T? = {\."4,\1"!} n {\"'ﬂ} - '["H'B}
=
ld{‘fﬂ} = minf {Lﬁivﬁjptl r‘-"n] + ﬂ-{""'.:""'g_:'}}
Lﬂ{"'ﬂrp‘} = min {ﬁ,{iﬁ"“i:}j’ me b

Label ldi¥i} = {0,-3,-11,-5,2,-7,71,13,4}

F—i W W "!’u
un tuk ¥, LR S T e

&3



-

Langkah 3Cad Selesai.

&
Label 1 (v} = L’{vi] dan merupakan label

dari panjang lintasan terpendek.

"'r-?- « -7 N 1!'5 "J'H
=1
. «
Visan " Ve s % r
Vs.z Vg -7 Vg
Gambar 3.7

Graph berlabel dengan ul.sebagdi titik simpul awal

Untuk mendapatkan lintasan terpendek antara sepasang
titik simpul dari graph berlabel {gambar J.7) dengan vy
sebagai titik simpul awal, adalah dengan menggunakan
persamaan 3.3.

Lintasdan terpendek antara tieik =impul u‘ ke titth
simpul v, adalah : misalkan v, = ¥,
menurut persamaan 3.3 3

Liv ) + alv av) = V)

I{V;} + atv;,vﬁ] = ltvli = =11

#itik =simpul sebelum Ve adalah

maka t L{v ) + alv v} = Liv ) = =1




titik Eimpul sebhelum "n.ul"'_I|I -El.dal-!.h "«l"

L #

mak - =
a s E{U‘] + a{v‘,u;} = t{v‘} = =3

titik simpul sebelum L adalah L

maka = i'.t,'n.ru'_l + ealv = !.l:vu} = 2

W
s’ 5}

dan titik simpul sebelum v_ adalah v,
maka lintasan terpendek antara vl.dan

v, adalah (v ,v_,¥ sV _sv_ ).

Lintasan terpendek antara (itikR simpgul v, dan titik

simpul v, adalah : misalkan v = L
L

menurut persamaan 3.3 @

I{v. ) + alv ;w3 = Liv)
L i L =
L{u‘] + a{v‘,u;} = l[v‘} = =3

titik simpul sebelum ¥ adalah Vg
L] L

maka = LEUEJ + a{vﬂ,vsj = livﬁl = 2

dan titik simpul sebelum Vg adalah L

maka lintasan terpendek, antara . 5} dan

Y adalah {v‘,v ,v"_l.

=

i ki
| {ntasan t er pendek antara Litik simpul v clerrn Like

stmpul v adalah ! misalkan v = V_

menurut persamaan X2-X :

L{v:ﬁ + u{vi,vii = Liiv,)

&7



"

f.{"'-"ﬁ] + a{ud‘\rﬂj = f_{uﬂ} = =7
titik simpul sebelum v_ adalah v
. L4
maka : ltvpl + a{vﬁp?ﬂ] = tivp} = &
titik simpul sebelum v# adalah v
maka : 1 ; = o
a l(vii + u{v‘,v‘] t{vil = -5
titik simpul sebelum v_ adalah v
k : L r -
maka ltvﬁ} + atvsgvni liv&l = =2
dan titik simpul sebelum v, adalah v

maka lintasan terpendek antara v, dan

W dal -
u adalah fvl,vﬁ,v‘,v?,vd}

[ intasan terpendek antara titik simpul v dan titik
simpul v adalah : misalkan v, = v,

menurut persamaan 3.3 I

I{vl} + ﬂ{v;,vil = l{vij

l{v;} + a{v;,v?] = l{v%} = =1

titik simpul sebelum Vv_ adalah v_

maka 3 l{V:3 + ﬂtv:pv‘} = EEV‘] = =5

titik simpul sabelum v adalah Ve
.maka 3 IIV;I + ﬂiv;,vﬁ} = i{vﬁ} = 2

dan titik simpul sebelum vﬁ adalah v,

maka lintasan terpendsk antara vl dan

'U? -ﬂ-dﬂ-lﬂh !V’.:V:‘:\"‘:V?} .

&8



Lintasan

mpul
stmpul v adalah .

Lintasarn

terpondek et are

Eltik simpul 'ui farr LLElR

i a

menurut persamaan 3.3 :
ttvii + a{vi’“l] = l{ull

lfv'l + a[vn,uij = lival = 13

titik simpul sebelum L adalah v

. # #

m H = —
aka lfvg} + a{v’,ua] I-Eva] = =11

titik simpul sebelum v. adalah v,

maka = L{v?} + atv?,vﬁl adiv.]} = =¥

titik simpul sebelum v adalah ¥

maka = L(v‘] + u{v‘,u‘} - ltvil = —J

titik simpul sebelum v, adalah ¥

#
maka Livﬁ} + atvﬁ,vﬁl = livﬁl = 2
dan titik simpul sebelum “5 adalah Y,
maka lintasan terpendsk antara Ui dan
Ve adalah {vl,vﬁ,v‘,v?,v

a*Val"

terpendek antarda titik 5imput_ v dan titik

e W T o= W
mlsalkin . o

menurut persamaan 3.5 @
¥ (]
lﬁvil W ﬂiviavii - l{vL]

!_,:.,',.?} + u{vp,vp] - IIVPI = A

titik simpul sebelum v _  adalah v,

&9



i

£l
mak H = = —5
aka iI'.{-.r‘} + a_tvi,\r‘} l{v‘] :

titik simpul sebelum & adalah Wi
# E

maka Liv_) + alv_,v, ) = tiv,) = 2

dan titik simpul sebelum *".I'5 adalah ‘ufi

maka lintasan (erpendek antara "-"jl dan

Lo adalah {vl,vﬂ,v‘,vp] -

™
&

ﬁ/ \;5
7 ¥

5

/

b
]

%

Gambar 3.8
: 5 al titik
Bentuk pohon dart graph G dengan U, ebag

simpul auwal
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BAB 1V
APLIKASI LINTASAN TERPENDEK

F "
ada bagian pendabuluan telah disampaikan

bahwa teori graph mempunyai peranan yang makin

berkembang pada berbagai bidang matematika, maupun

diluar matematika. Dalam bab ini akan ditunjukkan contoh

aplikasi dari lintasan terpgendek pada Euafu masalah.

IV.1 FPERSOALAN TUKANG POS CHLNA

Dalam suatu wilayah ada satu kartor pos.
Seorang tukang pos septiap hari harus berangkat dari
kantor pos untuk menyampaikan surat ke rumah=—rumah
disgkitar kantor pos dalam wilayahnya dan kembali ke

kantor peos tersebut.

Masalahnya dapatkah ditunjukkan suatu rute

yang harus dilalui tukang pos tersebut sedemikian hingga

cetiap Jjalan yang dilalui paling epdikit sekali dan

jumlah lintasan m i L mLL -

Persoalan tukang Ppos China ini dikemukakan bleh Bel lman

dan Cook.

misalkan B = (V,E) suatu graph tidak berarah.
15

simpul dari V misalkan v' mempunyai

Beberapa titik
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derajat genap, dan sebagian lagi misalkan Vo= V- v’

adalah berderajat ganfil. Jumlah derajat ﬁ[“L} dari

semua titik simpul v e V adalah sama dengan dua kall

Jumlah rusuk,

=i

L dvd= [ dud>+ E _duvd =2 cd. 1>
+ L = i
veE V vea i v V
19 i L

dengan demikian jelas bahwa diwv ) dan E _.cil:'u'i_',l
L

veaE V we ¥
i kS

genap, ini berarti banyaknya  titik simpul yang
herderajat ganiil genap.

Andaikan M adalah himpunan lintasan dari G
(katakan ”ﬂ] antara titik simpul L g Ut dan vl dimana
VoW e VY , sedemikian hingga tidak terdapat dua

LR
lintasan Yyang mempunyai titik simpul ujung yang Sama,

yaitu setiap lintasan menghubungkan pasangan—pasangan
Fitik simpul dari v~ yang berbeda. Jumlah lintasan u .

ada M adalah 142 |ufl, dan ]U_| ditunjukkan selalu
P

ap dan ailainya berupa bilangan bulat. GSemua Dusur
gen

: ditambahkan pada
dibentuk eoleh sebuah lintasan H. . yang

busur dari B
. emu yang pararel dengan
§ sebagai busur

?arlq ada- L% |

n 1 iap lintasan
i d;lakukan untuk 52t
daubei.. Ini

menjadil ~

M dan mengd
By €

Te



Bila b
eberapa busur dari G mungkin muncul lebih dari

satu dala i =
m lintasan HIJ’ maka beberapa busur dari & CH2

mUrRIn. menjady. ranghag tiga, empat dan seterusnya.

Theorema 4.1

Untuk setiap sirkuil yeng melewali G, terdapat beberapa
pilihan M dari G CM) dimana G (M? memiliki suatu sirkutit
Euler vyang berkorespondensi dengan sirkutl pada G
tersebut, Korespondensi dengan cara demikian Jika

sirkuit darti O melewalt sebuah busur l:'.'ui_,i.'.? dari & I

i
kalti, sehingga Lerdapat I busur antard uh-:iun v, dalam

G CHY yaitu satu nyata dan €l=13 busur semu. Setlap
busur (ersebut dilewati tepat sekall oleh sirkuit Euler

dart G CHY dan sebaliknya.

Bukti : dJika sebuah cirkuit melewati G, maka paling
sedikit satu busur berhubungan langsung

{incident) pada sgtiap titik simpul v Yyang

berderaiat ganjil harus dilalui dua kali, suatu

busur yang dilalui dua kali dapat diartikan

dua busur pararel yaitu satu busur nyata

i catu busur semu dan masing-masing dilalui
i a_n

pu kali Misalkan busur Yyang dipilih adalah
sathd -
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IUL,Vk}. Jika deraiat ,,‘..k yvaitu d[vh} pada B

adalah ganjil mak a penambahan busur SEimU

sebelumnya akan membuat d{vkh genap dan hanya
Busur ini yang dilalui dua kali sepanjang v, dan
vV, Yang dimaksud tadi. Jika d{v,) genap maka
penambahan busur semu akan membuat div,) ganjil
dan busur kedua yang dimulai dari vy harus
dilalui dua kali. Uraian ini diteruskan dari v
sampai diperoleh titik simpul yang berderajat
ganjil seperti vyang dijelaskan diatas. Jadi
untuk memenuhi syarat Euler di W seluruh
lintasan dari v kebeberapa titik simpul Yyang
berderajat ganiil v_ pada ¥V harus dilalui dua
kali. Dengan cara yang Sama samua titik simpul
yang lain v, pada ¥ , yang berarti himpunan M
dari lintasan pada G seperti yang didefinisikan
pasti dilalui dua kali dan ini berarti pula
bahwa setiap busur dari G (M) pasti dilalui
a satu kali cpsuai theorema diatas.

hany

Algoritma untuk memecahkan - persoalan tukang
q.l:l

ini bahwa untuk
. 1ihat dibawah 101,
dapat dila
pos China

n lintasan H“, yaltu lintasan—lintasan
Lina

memperolen himp

: 1 ar
m hubungkan antara dua titik simpul Y ang
¥ang meng
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berderajat ganjil, yang diperoleh berdasarkan nilal

terkectl lintasan. Nilai terkecil sirkuit yang melewati

G akan mempunyai nilai yang sama dengan nilai terkecil

Jumlah nilal busur pada 6 bersama Jumlah nilal busur

P&dﬂ Lintacsan H., Imni sama dengan Jumnlah nt lad  Semud

busur nyata dan semu dari graph E'thil-

IV.1.1 DESKRIPSI DARI ALGORITHA

Langhkah | Mizalkan [aﬁ] merupakan nilai busur pada

matriks dari graph 6. Dengan menggunakan
algoritma lintasan terpendek dari bentuk
|V7] % |v7| dihasilkan matriks D = Ld, 3
vang merupakan nilai terkecil lintasan dari
titik simpul v € Y~ ketitik simpul lain

W, E V.

]
L kah £ : Tentukan r-‘.“'I {dari titik simpul .V } yang
ang :

didapat dari mnilazi terkecil berdasarkan
i

nilai matriks D-

&

. 1 ah sesuai dengan

Langkah 3 Jika titik simpul L adal
ilai lintasan yang
gitik simpul ?r maka nilai Fﬁv

i ada
terkecil sesuai dengan AElal d{vxv] .

7o




lan i1
gkah 1., Sisipkan busur semu pada G yang

" ;
E8Ual dengan busur pada u dan wulangi
oy

untuk semua lintasan vyang lain yang sesuai

]
dengan M yang menghasilkan =-graph E_{H.}.

#

Langhkah 4 Jumlah nilai dari matriks E.u] ook e

3
- ]
busur pada G (M ), dengan menambah nilai

dari sebuah busur semu akan sama dengan
nilai busur nyata yang pararel dengannya,
vang menjadikan nilai minimum dari sebuah
sirkuit vang melewati G. Banyak kalinya
sirkuit melewati sebuah busur {viffﬂ akan
menambah nilai total busur Yang pararel

- -
antara v, dan vj pada G (M ).

Contoh soal 3
Pada gambar 4.1 terlthat sebuzh graph yang meapunyal 12

citik simpul dan 22 busur dimong nt lai busur dibertikan

pada matriks A, Hasalahnya deapathkah ditemukan sebuah

strkutl yang me leuwat L semud busur pada G paling sedikit

hali dan mﬂmpunygi nilat minlmum ogar fukang QoS
s2e

¢ nut dapat dengan cepat dan efisien mengantarkan
erse

5ura£~$ura1.

7o



L =

£ ¢ € € € € <

L4

€

T T T - S A R D
- o

-
L]

Gambar 4.1
U.'I. vz UB v-l. \'5 vd "u’? VI! vP £ i1 12
13] 17 19 ig 3
13 18| 9 s
18 20| 5
i7| 7|20
5 7 20| 11
7 4 3
19 4 8 18
B 3| 10
= ' 15| 14
15 3|16 12
20 10|14 12
1 1| = %’ﬁ

77




Langhkah |

Dengan menggunakan Algoritma Dijkstra

didapat matriks D = Ed“], yaitu untuk titik

simpul vang berderajat ganjil.

Titik simpul v

, Sebagai titik awal.

+
maka [-I"-"i1.l = 0 dan Ltvi} = w uwuntuk setiap "l"L""" W

ambil p = v

Fip) = Tiv ) = {v ,v ,v_,¥ ,¥ _} adalab label
i 2" 47 9" 10" 12

sementara, menurut persamaan 3.4 3

i{vj! = min {liv.),1(p) + a{p.vj}}

untuk Ltttk simpul L

1[?21 = min {L[vEJ-llvil + nivl,vz}}

Liv,) = min {w, & + 13} = 13

dengan cara yang sama dikerjakan juga untuk titik

simpul ¥ Y sV,

g ¥
7 o 12

min L{v ) = min {13,@,1?,m,m,1Q,m,m,1E,m_4] = 4
L

berseauaian'ﬂengan titik simpul ¥ .-

| = 3 = -1k
V. menjadi label tetap, l{vlzi = & 5 P Ve
i

Perulangan kedud,

karena V¥V telah
F[p]l = rl\-"la1i| - [V‘ivﬂsvﬁsv?} i

menjar_lii label tetap: maka r'i"-'_‘;:' = Evs,vﬁ,y?}

dalah label cementard, menurut persamaan 3.4 3
adala

| VS B
P (v ) = min {t{vilpltp} + alp, 1
}

untuk Litim simpul Vs
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by '
'«-’5] mim {i{'.fs'],llvlzj + gl ,v_-i'.l-} ; 1

ltvﬁl min {w, 4+ 11} = 15

dengan cara yang sama dikerjakan pula untuk titik |
simpul v _,v_.

min L{v.) = min (13,0,17,15,7,19,0,0,18,03 = 7

bersesuaian dengan titik simpul v .

Vo menjadi label tetap, llvdl = ?*1 p =Y

o

Perulangan keliga,

== 2 d'
T'{p) = Tiv)) {vﬁ,vﬁpua} karena v__ telah menjadi

label tetap, maka r{vﬁ} = {vs,vT} adalah label

egmentara, menurut persamaan T.4 =

1¢w ) = min {1{v.),l{p) #+ alp,vil]
3 T

untuk titik simpul v_,
1{?5}-= min {L{vﬁ},ttvﬁl * a{vﬂ,vﬁi}
t{v ) = min {13, 2% 7} = 14

=1

dengan cara yang sama dikerjakan pula untuk titik

simpul Vo

i 7.14,11,m,® 18, = 11
mim ltUL] = min {13,m,l ) L] sty

berﬁesuaian dengan titik simpul Ve

=

-
v menjadi label tetaps ltv?} =i, P =V,
'F

perulangan keempats

T E ]‘ karena l"l"':'l,"l".s,"ll".:z
= r{"d" 1 ™ {vl_l'vﬁ' 1] 12
rip 7

o dalah
anjadi lnhel tetap, maka'll? ) iv T adala
telah m - a
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label sementara, menurut persamaan 3.4 :

Livi] = min {L{vij,ltp} + atp,vil}

untwe LLtik simpul v,

i',{‘u"“'l = min {ltvﬂ},l[v?] + ﬂiv?,v.}}
Livg) = min {w,11"+ B} = 16

min 1(v) = {13,0,17,14,19,m,18,0} = 13
bersesuaian dengan titik simpul vz.

2, menjadi label tetap, L{vzl = 13‘, p =¥
Perulangan kel ima,

Pipd = Tiv ]} = Lv avgsv sV 3 karena v _ telah
menjadi label tetap, maka Ftuaj = {”g=“.’”g} adalah
label sementara, menurut pErsamaan .4

ltvj} = min {l{vi],i{p! + E{P-vji}

untuk Litilk s impul Y

lEval = min {livS},L{uir * a:vz,vi}}

Liv,) = min {w, 15 + 183 = 31

d an cara yand dikerjakan pula untuk titik simpul
eng

} = I'I'li.ﬂ {31,l?514,1q,15'larm} = 14
i
jtik simpul V-

*
4 = v_.
njadi 1abel tetaps Hvs'_l = 14 , p .
W mE
-

E‘nﬂ'ﬂ'ﬁ-r
Pe;*u!.r::rr,sﬂi‘l- ke ) .
= SRR L | karena V sV .. elah
rip) < rivg! L LA TR a
P 5

a0



menjadi

label tetap, maka (v )} = {v_,v I adalah
= 2’ 11

lab
el sementara, menurut persamaan .4 ¢

L{w = |
{ }1 min {ttvil.lipﬁ + alp,vj:}
untuk titik simpul v,
3

livai = min {L{v!j,livsl + a{vg,vgl}

Liv,) = min {31,148+ 5} = 19

dengan cara vang sama dikerjakan pula untuk titik
simpul u“,
mir livi} = min {19.,17,19,15,1B,34} = 15
bersesuaian dengan titik simpul up.
v meniadi label tetap, L(v ) = 15, p = v_.
= o
Perulangan ketujuh,
Cip) = F{vPB = {“:“ﬂn’yu} karena v, telah menjadi
iabel tetap, maka TTvﬂ! = {v;n,vu} adalah label
sementara, menurut persamaan 3.4 :
L[vj:l = min {HVLLHPJ + dimvjl}
yntuk titik simpultﬁﬁ.
L(v ) = min {Iivinial{?ﬂl + alv v, 17

10

= §
(v ) = min {18,155 + 163 = ¥ Y
o o
1 a yang sama dikerjakanm pula untuk titik
car

dengan
csimpul ¥ .- ; .
R T LT L {1?.1?,19,53,2 } =
min
L3 ul v .
hergeﬁuaian dengan titik simp :

a1




pP=v

v, adalah label tetap, tiv ) = 177, .

Perulangan kede Lapan,

Fip) = Tiv.) = (viav v } karena v ,v_ telah

menjadi label tetap, maka I'(v ) = {v } adalah label
& 3

sementara, menurut persamaan 3.4 :

Ltvj': = min {HvL}.HpJ + a:p.vJ‘.l}

wrrlwk LLLik simpul v

Hval = min {Hvsllflwij + ﬂtv‘,vjl}
L{v )} = min {19,17'+ 20} = 19

min L{v )} = min {19,19,18,2%9} = 18
bersesuaian dengan titik simpul v _ .

+
W adalah label tetap, J.lvm}l = 18, p =V -
10

Perulangan hkesembi Lan,

karena v ¥ telah
rip) = Civ, ) = {vl,vu,vp,vu} Ve

adalah
menjadi label tetap, maka F{vm'.l = {va,vu}

-
label camentard, menurut persamaan X

RN B
L{w. ) = min {HHLJ,HPI + alp i
J

uniuk LLLik simpul Vg

alv, _a¥ Yi
H'-.-'#]. = min {I{vnl,l{vw} * "

* 19
y = mir {1?!15 + 3= N
I{vﬂ i kan pula pmtuk titik
yang Sama dikeria
dengan carad i

simpul vV -
i1 19,293 = 19

g = min {19,
min 1{""'1:'

=)



¥ dan Var dimana

+ 5
19 . Maka titik simpul v, adalah

1
abel tetap terakhir dimana Liv ) = 29"
14 4

L AV eV W L W W 1
T2 478 e e gt Tty ufvti Ulnuna

titik simpul tersebut dianggap sebagai titik awal.

Akhirnya diperoleh nilai dari matriks D,

vl UI v S S (T O¥, W Vs
M —=- L1 4R [17 |14 7 (11 |17 |15 |18 25 4
v 13 - |18 ? 123 20 |24 [21 2 |18 16 |17
i 1% |18 - |20 5 |12 |16 |24 |20 |2 25 |12
W 17 9 |20 - |25 |24 |28 |30 |11 |27 25 |21
4
v 14 3 5 |23 - 7 11 |19 [283 |22 20 |10
=
D =v 7 (20 |12 |24 7 | - | 4 [t2 [22 {15 [22 | 3
o
L i1 |24 |t4 |28 |11 4 - g |27 |11 18 7
v 119 |21 |24 |50 |39 |12 | 8 | - 119 | 3 /10 115
VE 15 2 |20 [11 |25 |22 |46 19 = |1& 14 |19
Up 18 |18 |27 [27 |22 15 |11 3 |16 = 12 |iB
iy a9 |14 [25 |29 a0 |22 (18 [10 (14 (12 | — |23
W
id =
3 7 |15 |49 |1B 25
17 (15 |21 |10
Mo 4
... p diatas adalah nilai untuk
Yang ciarsir pada matriks
i t al'l_'li.l &
titik sampul wand harderalda g

8=



Langkah £

untuk manentukan

Hl

terlebih

dit i
entukan M ¥Yaitu himpunan lintasan

titik simpy

Yang tidak mEMpunyai titik simpul ujung vang

sama. Titik simpul

adalah "-l"";"l"u!."l" . _1""' a

M oz -
ivl,ua] 19

v v, ) = 24

I
kJ
kg

t\'auvp}

(v v ) = 11
d

["‘rdm.""r ] = 12,

" &
[ ,vd] = 12
(v ,vp? = 19,
Moz Gy v, =17
L'}
e, ,VBJ =24
L 22,
M @ i Fondd
tva?upi = 20

B4

yang berderajat ganjil

jumlah

jumlah

jumlah

jumlah

jumlah

= 19+30+22

= 19+11+12

- 1?’4—12‘?1?

-

dahwlu

antara

1 uiung My dan Vs dimana VL,VjE”-

19424422 = &5

71

42

48

&3

"




1

i1

iz

i4

{"'ul"d!'l.-l'u:l = 12!

t"q"a.'v‘} = 20

(vav,) = 319,

Il
)

{vlrudj
{Var?ﬂ} = 24

(v ,v 1 = 11,
i P

1l
. |

(v v }
1" o
{vz,Vp? = 20
= T
{vd,vnl 3
(v .v 1 = 1%
T - |
= El:l
Evﬂ,u‘}

[V W i3 EE...-
L

a5

Jumlah

Jumlah

jumlah

jumlah

jumlah

jumlah

jumlab

jumlah

L7+20+17

T+20+19

T+24+11

T+20+30

19+20+22

19+24+11

19+20+24

15+20+12

]

49

4k

42

a7

&1

54

&3

47
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Langhkah

W sV ) = 12

. S0, Jumlah = {5+12+20

57
M. 1 - =
ivx.vpi 15

fva,vﬂ} = 24
iv‘;vﬁﬁ = 24, jumlah = 15+28+24 = 63

. -
Jadi M = M_dan M, andaikan dipilih M=

mak.a i 5 pada :vl,vﬁi. lintasan

te-pendeknya menurut persamaan 5.3 adalah

[ul,v*z,vﬂ} dengan nilai 7, pada {vﬂ,uﬂl

menurut persamaan 3.3 lintasan terpendeknya
i i 24 dan

adalah :va,wﬁ,fd,v?,va} dengan nilal

pada tv‘,vg] menurut persamaan 3.3 lintasan

mgan nilai
terpendaknya adalah [u;,vz,vﬂi deng

11.

Al
sisipkan busur semu pada graph G yang SESU

-
; A h G (M)
o menghasilkan s-Qrap

dengan il 'fEI.F'I'g

. dan busur
. da gambar - 4.2

i punjukkan P
Fang di

i i putusﬂputu!.
. parkan dengan gs
cgmu digamba

Bé



Lemgkah 4

Gambar 4.2

graph GCH 2

dapat dilihat pada gambar 4.2 bahwa
sirkuit optimum pada G melalui busur (9,2)
(2,84) (3,9) (5,6) (1,12) (12,&4) (7,4) dan
{(8,7) dua kali, sedangkan busur yang lain

hanya agkali. Jadi tukang pos tersebut akan

melewatl titik gimpul yang jika diawali

dengan titik simpul v maka akan berakhir di
v pulas yang diberikan dengan parisan titik
4 .

simpul vaitu
us,vﬂ,v?,vn,

Vl:“‘:var o b
; W v oV a¥ ¥ ¥
v;qui!??F” ’qisza‘“ﬁ' PLAS W i e 11
W
‘lrn!v:'!'flz! ’." :
terkecil sirkuit yand melewatl

Dan nilai

a7



G = Jumlah nilai semua busur nyata dan =emu
gari graph G-I:I"‘I‘} vaitu

174204040+ 184G+ 4 1344+ 1 1 +7+4+8+34 1 B+ 19+84+ 343
+7+20+1442+2+1 6412410484 19+4 = 293 unit.

Atau boleh juga tukang pos tersebut

berangkat dari titik simpul Vi dan akan

kembali ketitik simpul v, Yang diberikan

dengan barisan titik simpul yvaitu :

: W GV Y .
APPLAPTE R PLLFT RPLRI U L

sV ¥
11 10

a
i ¢

v
12 ' 12' s

W g
1..Ilﬂf""Iz-'1"'r.u:."'w;l:"""I:ﬂ."1"'Iri""'ll'."""'r-r.'.I!1”'-5"'1."'.11""IIB:" 7? a’ 10
W
ﬂ-VPF"rEF 5:,-' 1||'

Dan nilai terkecil sirkuit yang melewati

G = 293 unit.
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