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ABSTRAK

Penentuan nilai total ketidakteraturan titik pada graf secara umum sangat
sulit ditemukan karena dipengaruhi oleh pola atau struktur graf yang berbeda-
beda. Penelitian ini bertujuan untuk menentukan nilai total ketidakteraturan titik
graf tangga segitiga melingkar yang dimodifikasi, dinotasikan MCTL,,, dengan n
bilangan bulat positif ganjil dan n > 3. Penentuan nilai total ketidakteraturan titik
graf tangga segitiga melingkar yang dimodifikasi dilakukan dengan menentukan
batas bawah terbesar dan batas atas terkecil. Batas bawah ditentukan berdasarkan
sifat-sifat graf MCTL,, menggunakan teorema pendukung yang ada. Sedangkan,
batas atas ditentukan dengan menunjukkan adanya pelabelan—k total tidak teratur
titik pada graf tangga segitiga melingkar yang dimodifikasi. Berdasarkan hasil

penelitian ini, diperoleh nilai total ketidakteraturan titik graf tangga segitiga

4n+3
6

melingkar yang dimodifikasi yaitu tvs(MCTL,) = [ ] dengan n > 3 dan n

bilangan bulat positif ganjil.

Kata Kunci: Nilai Total Ketidakteraturan Titik, Pelabelan—k Total Tidak
Teratur Titik, Graf Tangga Segitiga Melingkar yang Dimodifikasi.
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ABSTRACT

The total vertex irregularity strength of graphs in general is very difficult
to find because each graph has a different pattern or structure. The aim of this
research is to determine the total vertex irregularity strength of modified circular
triangular ladder graph, denoted by MCTL,, for n = 3 and n is odd positive
integers. The total vertex irregularity strength of modified circular triangular
ladder graph was conducted by determining the greatest lower bound and the least
upper bound. The lower bound determined based on the properties of the MCTL,,
graph using the existing supporting theorem and to prove the upper bound, it is
sufficient to show the existence of a vertex irregular total k —labeling. The result
show that the total vertex irregularity strength of MCTL,, graph, forn > 3 and n

is odd positive integers i.e.

4n + 3
tvs(MCTL,,) = [ ]

Keywords: Total Vertex Irregularity Strength, Vertex Irregular Total
k —Labeling, Modified Circular Triangular Ladder Graph.
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BAB |

PENDAHULUAN
1.1  Latar Belakang

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu dalam matematika yang
pertama kali diperkenalkan pada tahun 1736 oleh Leonard Euler, seorang
matematikawan asal Swiss, dalam karya tulis berjudul “Solutio Problematis ad
Geometriam Situs Pertinentis”. Leonard Euler memperlihatkan solusi dari
masalah 7 buah jembatan yang ada di kota Konigsberg (sekarang bernama kota
Kaliningrad) melalui pembuktian sederhana yaitu dengan menggambarkan titik
untuk mewakili daratan dan sisi untuk mewakili jembatan. Hasil yang diperoleh
adalah jembatan tidak dapat dilalui tepat satu kali apabila berawal dan berakhir di
daratan yang sama. Walaupun tidak ditulis dalam bahasa graf, tetapi secara teoritis
inilah konsep dasar lahirnya teori graf. Teori graf dapat digunakan untuk
menyederhanakan berbagai persoalan dengan merepresentasikannya melalui suatu
gambar yaitu menggambarkan titik untuk mewakili objek sedangkan hubungan
antara objeknya digambarkan dengan garis yang biasa disebut sisi.

Salah satu pokok bahasan yang cukup populer dalam teori graf adalah
pelabelan graf. Sejarah perkembangan pelabelan graf dimulai pada pertengahan
tahun 1960-an, dipelopori oleh makalah yang dipublikasikan Alexander Rosa
tahun 1967. Rosa mengidentifikasi tiga jenis pelabelan yang disebut a-labeling,
pB-labeling, dan p-labeling. Selanjutnya, pS-labeling diberi nama “pelabelan
graceful” olen Solomon W. Golomb pada tahun 1972 yang kemudian
dipopulerkan oleh Martin Gardner [1]. Pelabelan graf adalah pemetaan elemen-
elemen graf (yakni titik dan sisi) ke suatu bilangan, biasanya bilangan bulat
positif. Pelabelan graf berdasarkan domainnya, yakni pelabelan titik jika
domainnya himpunan titik, pelabelan sisi jika domainnya himpunan sisi, serta
pelabelan total jika domainnya himpunan titik dan himpunan sisi [2]. Dalam
kurun waktu 50 tahun terakhir, sekitar 3.000-an makalah atau paper dengan lebih
dari 200 teknik pelabelan graf telah dipelajari. Beberapa diantaranya telah
dirangkum dalam jurnal berjudul “A Dynamic Survey of Graph Labeling”, salah

satunya yakni pelabelan total tidak teratur [3].
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Pada tahun 1988, Chartrand dkk, memperkenalkan pelabelan tidak teratur
(irregular labeling) dan nilai ketidakteraturan (irregularity strength) suatu graf.
Terinspirasi dari konsep nilai ketidakteraturan dan berbagai macam pelabelan total
lainnya, Baca dkk., memperkenalkan dua parameter baru yaitu nilai total
ketidakteraturan sisi dan nilai total ketidakteraturan titik graf. Selanjutnya,
pelabelan total tidak teratur diklasifikasikan menjadi pelabelan total tidak teratur
sisi dan pelabelan total tidak teratur titik [2].

Pelabelan total tidak teratur titik pada suatu graf didefinisikan sebagai
pemetaan himpunan titik dan sisi ke himpunan bilangan bulat positif {1,2, ..., k}
sedemikian sehingga bobot setiap titiknya berbeda. Bobot yang dimaksud adalah
penjumlahan label titik dan label sisi-sisi yang terkait dengan titik tersebut.
Adapun nilai total ketidakteraturan titik suatu graf G (total vertex irregularity
strength of graph), dinotasikan dengan tvs(G), yaitu suatu bilangan bulat positif
terkecil k, sedemikian sehingga fungsi yang memetakan himpunan titik dan sisi
dari suatu graf G pada himpunan bilangan bulat positif {1,2, ... k} menghasilkan
bobot yang berbeda pada setiap titiknya [4].

Penelitian terkait pelabelan total tidak teratur titik telah banyak dilakukan,
beberapa diantaranya adalah sebagai berikut. Badawi, telah menentukan nilai total
ketidakteraturan titik pada graf grid G,2 untuk n > 2 [5]. Mahaseng, telah
menentukan nilai total ketidakteraturan titik pada graf kincir Wds,,,, m > 2 [6].
Nurlindah, telah menentukan nilai total ketidakteraturan titik graf dodecahedral
yang dimodifikasi GD,, [7].

Walaupun penelitian tentang nilai total ketidakteraturan titik pada graf
telah banyak dilakukan, namun nilai total ketidakteraturan titik pada sebarang graf
secara umum sangat sulit ditemukan. Hal ini dikarenakan setiap graf memiliki
pola atau struktur yang berbeda. Pola atau struktur ini sangat berpengaruh dalam
pemberian label untuk menentukan nilai total ketidakteraturan titiknya [8].
Sehingga, penelitian ini masih terbuka untuk graf-graf lainnya yang belum diteliti.
Selanjutnya, beberapa peneliti telah menentukan nilai total ketidakteraturan titik
pada graf tangga dan graf yang berhubungan dengan graf tangga, yakni Ahmad
dkk., telah menentukan nilai total ketidakteraturan titik graf tangga segitiga dan

graf tangga diagonal [9]. Rajasingh & Annamma, juga telah menentukan nilai
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total ketidakteraturan titik pada graf tangga melingkar CL,, dengan n > 12 [10].
Namun, belum ditentukan nilai total ketidakteraturan titik pada graf tangga
segitiga melingkar yang dimodifikasi. Karena itu, dengan menggunakan pelabelan
yang sama, maka dalam penelitian ini akan ditentukan nilai total ketidakteraturan
titik graf tangga segitiga melingkar yang dimodifikasi yang dinotasikan dengan
MCTL,, untuk n ganjil. Sehingga, yang menjadi judul penelitian ini adalah “Nilai
Total Ketidakteraturan Titik Graf Tangga Segitiga Melingkar yang Dimodifikasi
dengan 4n Titik untuk n Ganjil”.

1.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah pada penelitian ini yaitu sebagai berikut.
1.  Bagaimana cara menentukan batas bawah nilai total ketidakteraturan titik
pada graf tangga segitiga melingkar yang dimodifikasi?
2. Bagaimana cara menentukan batas atas nilai total ketidakteraturan titik
pada graf tangga segitiga yang dimodifikasi?

1.3  Batasan Masalah

Penelitian ini membahas tentang nilai total ketidakteraturan titik pada graf
tangga segitiga melingkar yang dimodifikasi MCTL,,, dengan n > 3 dan n adalah
bilangan bulat positif ganjil.

1.4 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah, penelitian ini bertujuan untuk menentukan
batas bawah dan batas atas nilai total ketidakteraturan titik graf tangga segitiga

melingkar yang dimodifikasi.

1.5 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat penelitian berdasarkan rumusan masalah dan tujuan
penelitian yaitu:
1. Untuk menambah wawasan dan pengetahuan tentang graf khususnya
pelabelan total tidak teratur titik dan nilai total ketidakteraturan titik.
2. Sebagai referensi bagi peneliti lain yang akan melakukan penelitian terkait

nilai total ketidakteraturan suatu graf.
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Sistematika Penulisan

Tugas akhir ini terdiri dari lima bab sebagai berikut:
BAB | PENDAHULUAN

Bab ini memuat latar belakang, rumusan masalah, batasan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian dan sistematika penulisan.
BAB Il TINJAUAN PUSTAKA

Bab ini memuat teori dan konsep dasar graf yang disajikan secara singkat
yaitu terkait definisi, terminologi, operasi, jenis-jenis graf, dan pelabelan graf
yang relevan dengan topik penelitian yaitu pelabelan total tidak teratur titik
pada graf tangga segitiga melingkar yang dimodifikasi.
BAB Il METODOLOGI PENELITIAN

Bab ini memuat metode penelitian yang dilakukan serta tahapan-tahapan
dalam melaksanakan penelitian ini.
BAB IV HASIL DAN PEMBAHASAN

Bab ini berisi uraian hasil dan pembahasan tentang nilai total
ketidakteraturan titik graf tangga segitiga melingkar yang dimodifikasi.
BAB V PENUTUP

Bab ini berisi kesimpulan yang diperoleh berdasarkan hasil penelitian yang
telah didapatkan serta saran bagi peneliti lain untuk pengembangan penelitian

selanjutnya.
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BAB |1
TINJAUAN PUSTAKA

Bab ini berisi tentang beberapa teori dan konsep dasar graf meliputi
definisi, terminologi, operasi, dan jenis-jenis graf serta pelabelan graf yang
relevan dengan topik penelitian yaitu terkait nilai total Kketidakteraturan titik pada
graf tangga segitiga melingkar yang dimodifikasi.

Definisi dan terminologi (istilah) graf yang digunakan dalam penelitian ini
dikutip dari buku yang berjudul “Pengantar dan Jenis-jenis Graf” [11].

2.1  Pengertian Graf

Secara sederhana, graf didefinisikan sebagai himpunan titik yang
terhubung oleh garis/sisi. Jadi, elemen-elemen dalam graf adalah titik dan sisi.
Secara formal, definisi graf adalah sebagai berikut.

Definisi 2.1.1 Graf adalah pasangan himpunan (V,E) dengan V adalah himpunan
diskrit yang anggota-anggotanya disebut titik dan E adalah himpunan dari
pasangan anggota-anggota V yang disebut sisi.

Secara matematis, Definisi 2.1.1 dituliskan sebagai berikut. Misalkan G
adalah notasi dari graf (V,E) dengan V =V(G) dan E = E(G) sehingga G =
(V(G),E(G)). V(G) = {u:udisebut titik} dan E(G) = {(w,v):u,v € V(G)}
dengan (u, v) disebut sisi. Untuk penyederhanaan, sisi (u, v) hanya ditulis uv.

Suatu graf dengan n titik digambarkan dengan bulatan kecil, biasanya
dilabeli dengan huruf kecil seperti a, b, c, -+- atau v4, v,, V3, **+, v, Maupun dengan
satu bilangan asli yang berbeda dari himpunan {1,2,3,---,n}. Adapun sisi graf
berupa garis yang menghubungkan dua titik atau lebih pada graf tersebut dan
dinyatakan dengan pasangan uv atau simbol e, e,, ---. Dengan kata lain, e = uv.
Berdasarkan definisi sebelumnya, himpunan titik graf dinotasikan dengan V(G)
dan himpunan sisinya dinotasikan dengan E(G). Banyaknya anggota dari V(G)
disebut orde (order) dari graf G dan dinotasikan dengan p(G) atau |V(G)|,
sedangkan banyaknya anggota dari E(G) disebut ukuran (size) dari graf G dan
dinotasikan dengan q(G) atau |E(G)]|.
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Contoh 2.1.1:

Uy
e
e, 1

Uy Uy

€3 e,

Uz

Gambar 2.1.1 Graf G
Berdasarkan Gambar 2.1.1, himpunan titik V(G) = {uy, u,, uz, u,} dan

himpunan sisi E(G) = {e;, e,,e3,e,} dengan e; = uju,, e, = UyUsz, €3 = Uglly,
dan e, = u,u,. Maka, orde dan ukuran dari graf G masing-masing adalah 4.
2.2 Terminologi Graf

Terdapat banyak terminologi (istilah) yang digunakan dalam teori graf.
Berikut beberapa terminologi graf yang berkaitan dengan penelitian ini.

Hubungan antara dua titik, antara dua sisi, serta antara titik dan sisi pada
graf didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.2.1 Misalkan G adalah suatu graf dan v;,v; € V(G) serta e € E(G).
Jika e = v;v;, maka dikatakan bahwa:
1. Titik v; bertetangga (adjacent) dengan titik v;.
2. Sisi e terkait (incident) dengan titik v;, demikian pula untuk titik v;.

Misalkan sisi graf G adalah eq,e,, e; dan titiknya v. Sisi-sisi tersebut
bertetangga apabila e, e,, dan e terkait dengan titik v.

Himpunan tetangga suatu titik v pada graf G, dinotasikan Ng(v),
didefinisikan sebagai berikut.

N;(v) = {uluv € E(G)}.

Derajat suatu titik dalam graf ditentukan oleh banyaknya sisi yang terkait
dengan titik tersebut. Adapun definisi derajat titik adalah sebagai berikut.
Definisi 2.2.2 Derajat suatu titik v; dalam graf G yang dinotasikan dengan d(v;)
adalah banyaknya sisi e € E(G) yang terkait dengan titik v; atau d(v;) =
|[N;(v;)|. Derajat minimum dari suatu graf G, dinotasikan §(G) = min
{d(v):v € V(G)} dan derajat maksimum dari suatu graf G, dinotasikan A(G) =
max {d(v):v € V(G)}.
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Lintasan yaitu suatu jalan yang titiknya tidak berulang. Secara matematis,
lintasan didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.2.3 Misalkan G adalah graf dengan himpunan titik V(G) =
{v1, V2, , Uk, o+, vr} dan himpunan sisi E(G) = {e;; e; = v;v; untuk suatu i, j}.
Jalan W1, pada graf G dengan panjang k adalah barisan titik dan sisi :

Vo, €9, V1, €1, V2, €5, ", €1, V) dengan e; = v;v;44,i = 0,1,2,--,k — 1.
Jadi, panjang suatu jalan adalah banyaknya sisi pada jalan tersebut. Jika v; # v;
untuk setiap i,j € {0,1,2, -+, k}, maka W disebut lintasan.
Contoh 2.2.1:

Gambar 2.2.1 Graf G

Berdasarkan Gambar 2.2.1,

1. Titik v; bertetangga dengan titik v,,v,, dan vg. Titik v; dan titik v,
dikatakan bertetangga karena terkait oleh sisi e;, dengan kata lain, e; = v,v,.
Titik v; dan titik v, bertetangga karena terkait oleh sisi eg, dengan kata lain,
e = V1V,. Titik vy dan titik v, bertetangga karena terkait oleh sisi e,
dengan kata lain, es = v;v¢. Namun, titik v, dan v, tidak bertetangga karena
tidak ada sisi yang mengaitkan keduanya.

2. Sisi e; = v,v,, terkait dengan titik v, begitu pula dengan titik v,. Namun,
sisi e, tidak terkait dengan titik v, v,, vs, dan vg.

3. Sisi ey, eg, dan eq bertetangga karena terkait dengan titik yang sama yaitu v;.

4. Derajat setiap titiknya adalah d(v,) =d(v;3) =d(v,) =d(vg) =3,
d(v,) = d(ve) = 4. Derajat maksimumnya adalah A(G) = 4 sedangkan

derajat minimumnya adalah §(G) = 3.
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5. Salah satu  jalan pada graf G tersebut  adalah =
Vq, €1, V3, €3,V3, €3,V,, €4, Vg, €g, Uy, €7, Vs, €9, Uz, €3, Vy, €g, V1, €5, Vg. Panjang
jalan W adalah 10.

6. Lintasan graf tersebut salah satunya adalah v, v,, v, v, V.

Graf G dikatakan terhubung (connected) jika untuk setiap dua titik pada
graf tersebut terdapat suatu lintasan yang memuat keduanya. Jika setiap pasang
titik suatu graf adalah terhubung, maka graf tersebut adalah graf terhubung.
Secara formal, definisi graf terhubung diberikan sebagai berikut.

Definisi 2.2.4 Misalkan G adalah graf sederhana. Graf G dikatakan graf
terhubung apabila setiap dua titik pada graf G termuat pada suatu lintasan.
Sebaliknya, disebut graf tak terhubung jika dua titik pada graf G tidak termuat

dalam lintasan manapun.

Contoh 2.2.2:
vy v, vy &
G: H
Vs v, Vs

U2

Gambar 2.2.2 Graf terhubung G dan graf tak terhubung H

2.3 Operasi Perkalian Kartesius pada Graf

Misalkan A dan B adalah dua himpunan. Perkalian kartesius (Cartesian
product), dinotasikan A X B, adalah himpunan dari semua pasangan terurut (a, b)
dengan a € A dan b € B. Pasangan (a4, b;) = (ay, b,) jika dan hanya jika
a, = a, dan b; = b, [11].

Perkalian kartesius dapat dituliskan menjadi:

AXB ={(a,b)la € Adan b € B}

Berikut diberikan definisi dari perkalian kartesius suatu graf yang dikutip
dari [12].
Definisi 2.3.1 Perkalian kartesius dari dua graf ¢ dan H, dinotasikan G X H,

adalah graf yang mempunyai himpunan titik V(G) X V(H) dengan dua titik
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(uq,u,) dan (v4,v,) bertetangga jika dan hanya jika u; = v, dan u,v, € E(H)
atau u, = v, dan u,v; € E(G).
Contoh 2.3.1:

Uy

U1 V2

Uz Uz

Uiy

U vy

U3V
U, 5 3V2

C3 X K,
Gambar 2.3.1 Graf €3, K,, dan €3 X K,
2.4 Jenis-Jenis Graf

Graf diklasifikasikan kedalam beberapa kategori berdasarkan syarat atau
kondisi tertentu, seperti jumlah titik, keberadaan loop dan sisi ganda, serta
orientasi arah pada sisi. Adapun graf yang dibahas pada subbab ini hanyalah jenis
graf yang terkait dengan penelitian.

Berdasarkan keberadaan loop dan sisi ganda, graf dibedakan menjadi dua
yakni graf sederhana dan graf tak sederhana. Loop adalah sisi graf yang berawal
dan berakhir pada titik yang sama. Sedangkan, disebut sisi ganda (multiple edges)
apabila terdapat lebih dari satu sisi yang menghubungkan dua titik yang sama.
Graf dengan sisi ganda disebut multigraf (multigraph) sedangkan graf dengan sisi
ganda dan loop disebut graf palsu (pseudograph). Kedua jenis graf ini merupakan
jenis graf tak sederhana. Sedangkan, graf sederhana adalah graf yang tidak
memiliki loop dan sisi ganda. Definisi graf sederhana dikutip dari [11] diberikan

sebagai berikut.
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Definisi 2.4.1 Graf sederhana G yaitu pasangan (V(G),E(G)) dengan V(G)
adalah himpunan diskrit berhingga dan tidak kosong yang anggotanya disebut
titik (vertex) dan E(G) adalah himpunan pasangan-pasangan tak terurut dan

berbeda dari anggota-anggota V' (G) yang disebut sisi (edge).

Contoh 2.4.1:
Uy €s 12
€4 €1 €1
Vy v, Uy U2
€3 €2 e3 e
U3 V3
(a) (b)

Gambar 2.4.1 (a) Graf sederhana, (b) multigraf, dan (c) graf palsu
(pseudograph)
Graf lintasan adalah graf yang hanya terdiri dari tepat satu lintasan dengan

n titik dan n — 1 sisi. Graf lintasan memiliki dua titik yang berderajat satu
sedangkan titik lainnya berderajat dua. Berikut definisi graf lintasan dikutip dari
[13].

Definisi 2.4.2 Graf lintasan dengan n titik, dinotasikan B, untuk n > 2, adalah
graf dengan himpunan titik V(B,) = {v;:i =1,2,---,n} dan himpunan sisi
E(R) = {vjvjyq:i = 1,2,--,n — 1}

Contoh 2.4.2:

Gambar 2.4.2 Graf Lintasan P,
Graf lingkaran adalah graf terhubung dengan n titik yang terdiri atas tepat

satu siklus dengan panjang n. Secara formal, graf lingkaran yang dikutip dari [11]
didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.4.3 Misalkan B,:vq,e1,V,,€5,,Vp_1,€n-1,V, adalah lintasan
berorde n dengan panjang n — 1. Graf lingkaran dengan panjang n, dinotasikan
C, untuk n >3, adalah graf dengan himpunan titik V(C,) =V(B,) dan
himpunan sisi E(C,) = E(P,) U {v,, v1}.

10
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Contoh 2.4.3:

Gambar 2.4.3 Graf Lingkaran C,

Graf lengkap dengan n titik adalah suatu graf sederhana yang memiliki
ciri-ciri khusus yaitu setiap titiknya memiliki derajat yang sama. Berikut definisi
graf lengkap yang dikutip dari [14].

Definisi 2.4.4 Graf lengkap dengan n titik, dinotasikan K,,, adalah graf yang
setiap dua titiknya bertetangga. Setiap titik pada graf lengkap memiliki derajat

yang sama yaitu n — 1.

Contoh 2.4.4:
[ ) [ L ]
Kl KZ K3 K4_ KS

Gambar 2.4.4 Graf Lengkap
2.5  Graf Tangga (Ladder Graph)

Pada subbab ini membahas tentang definisi graf tangga dan beberapa graf
yang berhubungan dengan graf tangga yaitu graf tangga segitiga dan graf tangga
segitiga melingkar. Adapun definisi graf tangga dan graf tangga segitiga dikutip
dari [15].

Graf tangga dengan 2n titik dan n + 2(n — 1) sisi yaitu suatu graf yang
didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.5.1 Graf tangga L, didefinisikan sebagai L, = B, X K, dengan B,
adalah graf lintasan yang mempunyai titik sebanyak n, x adalah notasi dari

perkalian kartesius, dan K, adalah graf lengkap dengan 2-titik.

11
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Contoh 2.5.1;
U U, Us Uy Us Ug Uz
%1 U, U3 Uy Vs Vg L

Gambar 2.5.1 Graf tangga L,

Graf tangga segitiga atau triangular ladder graph adalah graf yang
diperoleh dari graf tangga yang didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.5.2 Graf tangga segitiga, dinotasikan TL,,n = 2 adalah graf yang
diperoleh dari L,, dengan menambahkan sisi w;v;,, i = 1,2, ...,n — 1. Titik dari

L, adalah u; dan v; dengani = {1,2, ..., n}.

Contoh 2.5.2:
Uq U, Uz Uy Us Ug Uy
Ul vZ v3 U4 US Ué v7

Gambar 2.5.2 Graf Tangga Segitiga TL,

Bagian dari graf tangga lainnya adalah graf tangga segitiga melingkar atau
circular triangular ladder graph yang didefinisikan dalam Definisi 2.5.3 berikut.
Definisi 2.5.3 Misalkan graf tangga segitiga dengan himpunan titik V(TL,) =
{u;,vi|i = 1,2,...,n}. Graf tangga segitiga melingkar berorde n, dinotasikan
CTL,, adalah graf yang diperolen dari graf tangga segitiga dengan

menambahkan sisi v, v, u u,, dan u,v; [16].

12
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Contoh 2.5.3:

Gambar 2.5.3 Graf tangga segitiga melingkar CTL-
2.6 Pelabelan Graf

Pelabelan graf adalah pemberian bilangan, biasanya bilangan bulat positif,
ke titik atau sisi berdasarkan suatu syarat atau kondisi tertentu. Adapun definisi
pelabelan graf menurut Wallis (2001) dikutip dari [17] adalah sebagai berikut.
Definisi 2.6.1 Pelabelan graf G adalah pemetaan himpunan elemen-elemen pada
graf (titik dan sisi) ke suatu himpunan bilangan, umumnya bilangan bulat positif
atau bilangan non-negatif, yang disebut label.

Berdasarkan domainnya, pelabelan disebut pelabelan titik (vertex labeling)
jika domainnya himpunan titik, pelabelan sisi (edge labeling) jika domainnya
himpunan sisi, dan disebut pelabelan total (total labeling) jika domainnya
himpunan titik dan himpunan sisi.

Definisi 2.6.2 Bobot (weight) titik v pada pelabelan total adalah label titik v

ditambahkan dengan jumlah semua label sisi yang terkait dengan v yaitu

wt(v) = f(V) + Xuver(e) f (uv) [6].

13
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Contoh 2.6.1:

Gambar 2.6.1 Pelabelan total pada graf C
Misal f adalah pelabelan total pada C, maka pelabelan titiknya adalah

f(v) =1, fv,) =1, fv3) =1,

f(vy) =2, f(ws) =2, f(we) = 4.
Adapun pelabelan sisinya yaitu

fvivy) =1, f(vive) =1, f(vovs) =2,

f(vsvy) =2, f(vavs) =2, f(vsve) = 3.

Sehingga, diperoleh bobot titiknya sebagai berikut.

wt(v) = f(v) + fvvy) + f(rvg) =14+ 1+1 =3,
wt(v,) = f(rvy) + f(v) + f(rav3) =14+ 142 =4,
wt(v3) = f(vov3) + f(v3) + f(vavy) =2+ 1+ 2 =5,
wt(vy) = f(v3vs) + f(Va) + f(V4v5) =2+ 2+ 2 =6,
wt(vs) = f(uavs) + f(vs) + f(vsve) =24+24+3 =7,
wt(ve) = f(vsvg) + f(vg) + f(vv) =3+4+1=38.

2.7  Pelabelan Total Tidak Teratur Titik

Baca dkk. (2007), dikutip dari [4], memberikan definisi pelabelan total
tidak teratur titik, nilai total ketidakteraturan titik, serta sebuah teorema batas
bawah dan batas atas nilai total ketidakteraturan titik dari suatu graf G sebagai
berikut.

14
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Definisi 2.7.1 Misalkan G = (V(G),E(G)) adalah graf sederhana. Suatu
pelabelan f:V(G) UE(G) - {1,2,---, k} disebut pelabelan—k total tidak teratur
titik pada graf G jika untuk setiap u,v € V(G) dan u # v, berlaku wt(u) #
wt(v) dengan
wt(v) = f(v) + Z f (uv).
UVEE(G)

Definisi 2.7.2 Nilai total ketidakteraturan titik (total vertex irregularity strength)
dari graf G, dinotasikan tvs(G), adalah bilangan bulat positif terkecil k
sedemikian sehingga G mempunyai pelabelan—k total tidak teratur titik.

Contoh 2.7.1:

21 7 19111 113 115 4 14 1 3

3
1618 110116417 318 41?2

@)
11 7 19 111 113115 4 14 1 3

3

1618 110116417 318 412
(b)
201 7 19111 113115 4 141 3

3
1618 110116419 520412

(©)

Gambar 2.7.1 Beberapa pelabelan total tidak teratur titik graf tangga

segitiga TLg
Sumber:[9], telah diolah kembali.

15
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Berdasarkan Gambar 2.7.1 diperoleh:

1. Gambar 2.7.1 (a) merupakan pelabelan—4 total ketidakteraturan titik pada
TLg.

2. Gambar 2.7.1 (b) bukan merupakan pelabelan total ketidakteraturan titik pada
graf TLg karena terdapat dua titik dengan bobot yang sama yaitu 4.

3. Gambar 2.7.1 (c) merupakan pelabelan—5 total ketidakteraturan titik pada
graf T'Lg.

Namun, graf TLg tidak mempunyai pelabelan—1, pelabelan—2 dan
pelabelan—3 total ketidakteraturan titik, sehingga k terkecil yang diperoleh adalah
4. Oleh karena itu, nilai total ketidakteraturan titik pada graf TLg adalah 4.
Dengan kata lain, tvs(TLg) = 4.

Batas bawah dan batas atas nilai total ketidakteraturan titik suatu graf G
diberikan pada teorema berikut.

Teorema 2.7.1 Misalkan G adalah sebuah graf (p,q), di mana p adalah
banyaknya titik, dengan derajat minimum § = §(G) dan derajat maksimum
A = A(G), maka berlaku

(+9)
(A+1)

<tvs(G)<p+A—26+1.
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