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ABSTRAK 

HEDI KUSWANTO. Model Multilevel Spline Linear Truncated Dalam Regresi 

Nonparametrik Menggunakan Metode Restricted Maximum Likelihood 

(dibimbing oleh Dr. Anna Islamiyati, S.Si., M.Si dan Dr. Nirwan, M.Si) 

Multilevel telah populer di industri dan penelitian karena sifat penskalaan resolusi 

pada level yang berbeda. Salah satu kegunaan model bertingkat yang telah 

dipelajari sebelumnya adalah dalam bidang pendidikan mengenai nilai Ujian 

Nasional sekolah menengah pertama. Besarnya sampel tiap kabupaten atau kota 

berbeda, sehingga metode estimasi Restricted Maximum Likelihood menjadi tepat. 

Selain itu, terdapat kecenderungan nilai Ujian Nasional Nasional tidak mengikuti 

pola parametrik, sehingga diperlukan pendekatan penduga spline terpotong. Hasil 

yang diperoleh adalah model terbaik dari model level-1 menggunakan tiga titik knot 

dengan nilai GCV 72.58384 dan model level-2 menggunakan dua titik knot dengan 

nilai GCV 12.4201. 

Kata kunci: Model Multilevel, Spline Truncated, Restricted Maximum Likelihood, 

Ujian Nasional, GCV   
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ABSTRACT 

HEDI KUSWANTO. Multilevel Spline Linear Truncated Model in 

Nonparametrik Regression Using the Restricted Maximum Likelihood 

Method (supervised by Dr. Anna Islamiyati, S.Si., M.Si and Dr. Nirwan, M.Si) 

Multilevel has been popular in industry and research due to the nature of resolution 

scaling at different levels. One of the uses of the stratified model that has been 

studied previously is in the field of education regarding junior high school National 

Examination scores. The sample size for each district or city is different, so the 

Restricted Maximum Likelihood estimation method is appropriate. In addition, there 

is a tendency that the National National Examination scores do not follow a 

parametric pattern, so a truncated spline estimator approach is needed. The 

results obtained are the best model from the level-1 model using three knot points 

with a GCV value of 72.58384 and the level-2 model using two knot points with a 

GCV value of 12.4201. 

Keywords: Multilevel Model, Spline Truncated, Restricted Maximum Likelihood, 

National Exam, GCV   
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Analisis regresi linier merupakan metode yang digunakan sebagai 

pengambilan keputusan tentang hubungan antara peubah penjelas dengan 

peubah respon. Hubungan yang dimaksud dalam hal ini adalah hubungan sebab-

akibat antar kedua peubah tersebut (Drapper & Smith, 1998). Secara umum, 

model regresi dibagi atas dua yaitu model regresi parametrik dan model regresi 

nonparametrik. Perbedaan kedua model regresi terletak pada asumsi bentuk pola 

datanya. Pola regresi parametrik diasumsikan diketahui dengan memperhatikan 

plot data awal atau informasi penelitian sebelumnya, sementara pola regresi 

nonparametrik tidak mengikuti bentuk pola parametrik dan diasumsikan tidak 

diketahui (Härdle, 1990). 

Beberapa estimator yang telah dikembangkan oleh peneliti regresi 

nonparametrik diantaranya estimator Kernel (Aydin & Yilmaz, 2017), Spline 

(Budiantara, et al., 2009), Polinomial Lokal (Chamidah, et al., 2012), Deret Fourier 

(Mardianto, et al., 2019), dan MARS (Otok, 2009). Salah satu estimator yang telah 

dikembangkan dalam melakukan estimasi kurva regresi adalah spline karena 

metode spline dapat menyesuaikan pola data secara efektif (Wulandari, et al., 

2014). Estimator spline merupakan salah satu estimator dalam regresi 

nonparametrik yang mendapatkan estimasi data berdasarkan pergerakan pola 

data, sehingga spline disebut estimator yang memiliki sifat estimasi yang fleksibel 

(Budiantara, 2011). Beberapa jenis spline yang telah dikembangkan diantaranya 

Spline Truncated  (Kuswanto, et al., 2022), Spline Smoothing (Lestari, et al., 2010) 

dan Penalized Spline (Islamiyati, et al., 2020). Spline Truncated adalah salah satu 

bentuk spline yang bersifat piecewise polynomial, yaitu suatu potongan-potongan 

polinom yang memiliki sifat tersegmen pada selang yang terbentuk pada titik-titik 

knot (Wang & Lijian, 2009). Bentuk Spline Linear Truncated banyak digunakan 

dalam analisis data karena kemudahan interpretasi secara visual akibat 

keterlibatan titik knot dalam estimasi fungsi. Titik knot adalah titik terjadinya pola 

perubahan data. Kriteria yang dapat digunakan dalam pemilihan knot yang optimal 

yaitu Generalized Cross Validation (GCV) (Budiantara, 2011).  
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Regresi nonparametrik juga sudah dikembangkan pada kasus multilevel, 

diantaranya model multilevel spline linear (Howe, et al., 2016), model spline 

multilevel multivariat (Macdonald‐ Wallis, et al., 2012), dan pemodelan multilevel 

kernel (He, et al., 2017). Model multilevel adalah salah satu metode statistik yang 

berasal dari pengembangan analisis regresi sederhana. Model multilevel 

diperkenalkan oleh Goldstein (1995) yang menyebutkan bahwa model multilevel 

dikembangkan karena dapat mengatasi masalah data dengan kondisi struktur 

hierarki atau berjenjang. Pada pemodelan multilevel, peubah respon diukur pada 

level terendah, sedangkan peubah penjelas dapat didefinisikan pada setiap level. 

Apabila analisis yang dilakukan pada data yang berstruktur hierarki atau 

berjenjang dipaksakan menggunakan regresi sederhana, maka akan memberikan 

hasil yang tidak akurat, sehingga hasil yang diintrepretasikan juga tidak akurat 

(Laila, 2016). Model multilevel yang paling sederhana adalah model dua level 

dengan level pertama adalah data individu dan level kedua adalah data kelompok 

(West & Welch, 2007).  Beberapa penelitian yang telah menggunakan model 

multilevel diantaranya Safitri et al. (2015) menggunakan model linear campuran 

pada data panel dengan mengabaikan tingkatan atau level dari sekolah terhadap 

kabupaten atau kota, Anggara et al. (2015) menggunakan model linear campuran 

pada data panel dengan memperhitungkan tingkatan atau level dari tingkat 

kemiskinan terhadap kabupaten atau kota, dan Zulvia (2017) menggunakan model 

linear campuran pada data panel dengan memperhitungkan tingkatan atau level 

dari sekolah terhadap kabupaten atau kota.  

Beberapa metode estimasi parameter yang dapat digunakan dalam model 

multilevel diantaranya metode kuadrat terkecil dua tahap (Two Stage OLS) seperti 

yang dilakukan Ringdal (1992). Pada Two Stage OLS membutuhkan asumsi 

bahwa setiap kelompok pada level-2 mempunyai sampel yang sama sehingga 

penaksir ini bukan penaksir yang baik apabila ukuran sampel tiap kelompok pada 

level-2 tidak sama. Metode lain dapat dilakukan dengan menggunakan metode 

Maximum Likelihood (MLE) (Hox, 1995) dan metode Restricted Maximum 

Likelihood (REML). REML menghasilkan penaksir koefisien regresi dan komponen 

variansi yang efisien dan konsisten apabila sampel yang digunakan dalam jumlah 

besar sehingga pelanggaran asumsi dapat diabaikan (Cahyati, 2020). Penaksir 

REML adalah penaksir parameter dengan mengoptimalkan fungsi likelihood 

melalui proses iterasi sehingga mendapatkan nilai penaksir yang konvergen (West 

& Welch, 2007).  
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Salah satu aplikasi penggunaan model multilevel yang telah dikaji 

sebelumnya pada bidang pendidikan yaitu nilai Ujian Nasional (UN). UN 

merupakan sistem evaluasi standar pendidikan dasar dan menengah secara 

nasional dan Persamaan mutu tingkat pendidikan antar daerah yang dilakukan di 

Indonesia. Pada peraturan pemerintah Nomor 13 Tahun 2015 (Pusat Penilaian 

Pendidikan, 2015), hasil UN dapat digunakan sebagai salah satu bahan 

pertimbangan untuk pembinaan dan pemberian bantuan kepada satuan 

pendidikan dalam upaya peningkatan mutu pendidikan. Hasil UN dapat 

mendorong peningkatan mutu pendidikan pada tingkat nasional, provinsi, 

kabupaten/kota, dan sekolah. Harapan secara khusus, hasil yang diperoleh dari 

setiap mata pelajaran dapat menjadi perbaikan proses pembelajaran pada tingkat 

sekolah. Rata-rata nilai UN yang diperoleh pada setiap sekolah dapat dipengaruhi 

oleh faktor internal dan eksternal. Faktor internal misalnya kualitas siswa, 

kompetensi guru, sarana dan prasarana sekolah. Selain itu, faktor eksternal dapat 

dilihat dari kondisi ekonomi daerah seperti Angka Partisipasi Kasar (APK), Angka 

Partisipasi Murni (APM), Angka Kelulusan (AL), Angka Melek Huruf (AMH), Rata-

Rata Lama Sekolah (RLS) dan Angka Harapan Lama Lulus (AHLS) 

(Kemendikbud, 2013). Pemerintah selalu berupaya melakukan berbagai inovasi 

setiap tahun untuk mewujudkan harapan peningkatan mutu pendidikan. Salah satu 

cara yang dilakukan adalah menganalisis informasi untuk struktur data berjenjang 

pelaksanaan UN setiap tingkatan yang berasal dari kabupaten atau kota berbeda. 

Ukuran sampel tiap kabupaten atau kota yang berbeda menyebabkan metode 

estimasi Restricted Maximum Likelihood yang sesuai. Selain itu, ada 

kecenderungan nilai UN tidak mengikuti pola parametrik seperti pada penelitian  

Asmin (2010) yang menggunakan pendekatan estimator spline dalam 

mengestimasi nilai UN di Kota Makassar. 

Berdasarkan uraian tersebut, penulis mengkaji estimasi model regresi 

multilevel Spline Linear Truncated menggunakan metode Restricted Maximum 

Likelihood. Metode diaplikasikan pada data rata-rata nilai UN SMP tiap-tiap 

sekolah dengan memperhitungkan adanya variansi antar kabupaten/kota di 

Provinsi Sulawesi Selatan. Pemilihan data rata-rata nilai UN pada penelitian ini 

disebabkan karena terdapat perubahan nilai yang bervariasi pada tingkat 

kabupaten/kota di Provinsi Sulawesi Selatan. 
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1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang diperoleh, maka didapatkan rumusan 

masalah sebagai berikut: 

1. Bagaimana mengestimasi parameter model regresi multilevel menggunakan 

metode REML dengan estimator Spline Linear Truncated? 

2. Bagaimana model regresi multilevel pada nilai UN SMP antar sekolah dan 

kabupaten/kota di Provinsi Sulawesi Selatan? 

1.3 Tujuan Penelitian 

Tujuan yang ingin dicapai pada penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Untuk memperoleh hasil estimasi parameter model regresi multilevel 

menggunakan metode REML dengan estimator Spline Linear Truncated  

2. Untuk memperoleh model regresi multilevel pada nilai UN SMP antar sekolah 

dan kabupaten/kota di Provinsi Sulawesi Selatan  

1.4 Batasan Masalah 

Batasan masalah pada penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Estimator Spline Linear Truncated yang digunakan dibatasi hingga 

menggunakan orde satu dan tiga titik knot. 

2. Model multilevel yang digunakan dibatasi dua level 

3. Pemilihan titik knot optimal menggunakan Generalized Cross Validation. 

4. Data yang digunakan adalah nilai Ujian Nasional (UN) Sekolah Menengah 

Pertama (SMP) tahun 2019 di seluruh provinsi Sulawesi Selatan. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut: 

1. Menambah wawasan dan pengetahuan mengenai estimasi parameter dan 

model multilevel Spline Linear Truncated dalam regresi nonparametrik 

menggunakan metode Restricted Maximum Likelihood. 

2. Dapat dijadikan sebagai salah satu rujukan bagi pemerintah dalam usaha 

peningkatan kualitas pendidikan di Indonesia secara umum dan di Provinsi 

Sulawesi Selatan secara khusus. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

2.1 Regresi Nonparametrik 

Regresi nonparametrik merupakan suatu teknik analisis data dalam statistika 

yang dapat menjelaskan hubungan antara peubah prediktor dengan peubah 

respon yang tidak diketahui bentuk fungsinya karena sebelumnya tidak ada 

informasi tentang bentuk fungsi tersebut dan hanya diasumsikan mulus (smooth) 

dalam arti termuat dalam suatu ruang fungsi tertentu sehingga regresi 

nonparametrik sangat mempertahankan fleksibilitasnya. Secara umum, model 

regresi nonparametrik dapat disajikan sebagai berikut: (Eubank, 1999). 

𝑦𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖) + 𝜀𝑖  , (2.1) 

dengan 𝑦𝑖 adalah peubah respon pada pengamatan ke-i, 𝑥𝑖 adalah peubah 

prediktor pada pengamatan ke-i, 𝑓(𝑥𝑖) adalah adalah fungsi regresi nonparametrik 

yang memuat peubah prediktor. 𝜀𝑖 adalah faktor gangguan yang tidak dapat 

dijelaskan dengan model yang dapat disebut sebagai galat (error), yang 

diasumsikan sebagai peubah acak dengan rata-rata nol dan variansii 𝜎2, dan 𝑖 =

1,2, … , 𝑛. 

Fungsi regresi nonparametrik pada Persamaan (2.1) bentuk kurvanya tidak 

diketahui dan hanya diasumsikan termuat dalam suatu fungsi tertentu, pemilihan 

ruang fungsi didasarkan oleh sifat kemulusan (smooth) yang dimiliki oleh fungsi 

𝑓(𝑥𝑖). Regresi spline merupakan salah satu bentuk pendekatan regresi 

nonparametrik. Pada data tertentu terkadang memiliki pola yang tidak beraturan, 

data tersebut dapat diatasi menggunakan regresi spline dengan bantuan titik knot 

sehingga kurva yang dihasilkannya relatif mulus (Wahba, 1990).  

2.2 Estimator Spline Linear Truncated  

Spline adalah salah satu jenis polinomial tersegmen yang memiliki sifat 

fleksibilitas. Sifat fleksibilitas ini yang membedakan spline dari polinomial, 

sehingga memungkinkan menyesuaikan diri lebih efektif terhadap karakteristik 

suatu fungsi atau data (Budiantara, 2006). Metode spline dalam regresi 

nonparametrik dapat ditemui dalam banyak bentuk, terdapat beberapa estimator 
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spline diantaranya adalah smoothing spline dan truncated  spline. Kedua metode 

spline tersebut masing-masing menggunakan parameter yang berbeda untuk 

membuat estimasi kurva regresi lebih fleksibel, yaitu parameter penghalus 

pada smoothing spline dan titik knot pada truncated spline. Perbedaan jenis 

parameter tersebut, menyebabkan optimasi untuk mendapatkan estimator 

pada kedua metode spline tersebut berbeda (Islamiyati & Chamidah, 2018). 

Spline pada regresi nonparametrik mempunyai kemampuan untuk 

mengestimasi perilaku data yang cenderung berbeda pada interval yang berlainan 

(Eubank, 1988). Kemampuan estimasi pada perilaku data ini ditunjukkan oleh 

truncated (potongan-potongan) yang melekat pada estimator, potongan-potongan 

tersebut disebut dengan titik knot. Titik knot adalah titik perpaduan bersama yang 

menunjukkan perubahan pola perilaku fungsi pada selang yang berbeda. Misalkan 

terdapat satu peubah prediktor 𝑥𝑖, maka titik knot diambil pada selang interval 𝑎 <

𝑘𝑟 < 𝑏, dengan 𝑎 adalah nilai minimum dan 𝑏 adalah nilai maksimun pada 

prediktor 𝑥𝑖 (Härdle, 1990).  

Secara umum fungsi Spline Linear Truncated  berorde 𝑞 dengan titik-titik 

knot pada 𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑟 dapat dinyatakan dalam bentuk sebagai berikut: 

(Rodrıguez, 2001): 

𝑓(𝑥𝑖) =∑𝛽𝑙𝑥𝑖
𝑙

𝑞

𝑙=0

+∑𝛽𝑞+ℎ(𝑥𝑖 − 𝑘ℎ)+
𝑞

𝑟

ℎ=1

, (2.2) 

dengan  𝛽0, 𝛽1, … , 𝛽𝑞 , 𝛽𝑞+1, … , 𝛽𝑞+𝑟 adalah parameter regresi, 𝑘ℎ adalah titik knot 

ke-ℎ, (ℎ = 1,2, … , 𝑟). (𝑥𝑖 − 𝑘ℎ)+
𝑞

 adalah fungsi polinomial truncated  yang 

dijabarkan sebagai berikut: 

(𝑥𝑖 − 𝑘ℎ)+
𝑞 = {

(𝑥𝑖 − 𝑘ℎ)
𝑞 , jika 𝑥𝑖 ≥ 𝑘ℎ

0,                  jika 𝑥𝑖 < 𝑘ℎ
 .  

Jika fungsi yang menyatakan hubungan antara 𝑝 prediktor dengan respon 

tunggal maka fungsi spline 𝑓(𝑥𝑖) dalam Persamaan (2.2) maka dapat dinyatakan 

dalam bentuk sebagai berikut: 

        𝑦𝑖 = 𝑓(𝑥1𝑖) + 𝑓(𝑥2𝑖) +⋯+ 𝑓(𝑥𝑝𝑖) + 𝜀𝑖 (2.3) 



7 

 

 

 

=∑𝑓(𝑥𝑗𝑖)

𝑝

𝑗=1

+ 𝜀𝑖; 𝑖 = 1,2, … , 𝑛,  

dengan 

𝑓(𝑥𝑗𝑖) = 𝛽0𝑗 +∑𝛽𝑗𝑙𝑥𝑗𝑖
𝑙

𝑞

𝑙=1

+∑𝛽𝑗(𝑞+ℎ)(𝑥𝑗𝑖 − 𝑘𝑗ℎ)+
𝑞

𝑟

ℎ=1

  

dengan 

𝑦𝑖 : peubah respon pada pengamatan ke-𝑖, 

𝑥𝑗𝑖 : peubah prediktor ke-𝑗 pada pengamatan ke-𝑖, 

𝛽0𝑗 : intersep prediktor ke-𝑗, 

𝛽𝑗𝑙  : parameter polinomial pada prediktor ke-𝑗 dan orde ke-𝑙, 

𝑘𝑗ℎ : nilai titik knot pada prediktor ke-𝑗 dan titik knot ke-ℎ, 

𝑟  : banyaknya titik knot, 

𝑞  : orde polinomial Spline Linear Truncated , 

𝑝  : banyaknya peubah prediktor, 

𝛽𝑗(𝑞+ℎ) : parameter truncated  pada prediktor ke-𝑗 dan titik knot ke-(𝑞 + ℎ), 

𝜀𝑖 : galat (error) pada pengamatan ke-i yang diasumsikan saling bebas                           

berdistribusi normal dengan mean 0 dan variansi 𝜎2 . 

Persamaan (2.3) untuk 𝑛 data pengamatan dapat dinyatakan dalam bentuk 

matriks sebagai berikut: 

𝒚 = 𝑿𝜷 + 𝜺  

[

𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑛

] =

[
 
 
 
 
1 𝑥11 𝑥21

2 ⋯ 𝑥𝑝1
𝑞 (𝑥11 − 𝑘11)+

𝑞 ⋯ (𝑥𝑝1 − 𝑘𝑝𝑟)+
𝑞

1 𝑥12 𝑥22
2 ⋯ 𝑥𝑝2

𝑞 (𝑥12 − 𝑘11)+
𝑞 … (𝑥𝑝2 − 𝑘𝑝𝑟)+

𝑞

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 𝑥1𝑛 𝑥2𝑛

2 … 𝑥𝑝𝑛
𝑞 (𝑥1𝑛 − 𝑘11)+

𝑞
… (𝑥𝑝𝑛 − 𝑘𝑝𝑟)+

𝑞
]
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝛽0
𝛽1
𝛽2
⋮
𝛽𝑞

𝛽(𝑞+1)
⋮

𝛽(𝑞+𝑟)]
 
 
 
 
 
 
 
 

+ [

𝜀1
𝜀2
⋮
𝜀𝑛

] 
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dengan y adalah vektor yang memiliki ukuran 𝑛 × 1, matriks X yang memiliki 

ukuran 𝑛 × (1 + 𝑞 + 𝑟), vektor  𝛽 ukuran (1 + 𝑞 + 𝑟) × 1, dan vektor 𝜀 ukuran 𝑛 × 1 

(Budiantara, 2006). 

2.3 Model Regresi Multilevel 

Model multilevel merupakan salah satu pemodelan untuk menduga 

hubungan antar peubah yang diamati pada level-level yang berbeda dalam stuktur 

data berjenjang. Model regresi multilevel diasumsikan bahwa data yang digunakan 

memiliki struktur data yang berjenjang, terdiri dari atas amatan (individu) yang 

tersarang di dalam kelompok. Model regresi multilevel merupakan bagian dari 

model linear campuran karena terdapat dua parameter yaitu parameter efek tetap 

dan efek acak yang digabungkan kedalam satu Persamaan (Goldstein, 1995).  

Suatu peubah bebas dikatakan memiliki efek tetap jika koefisien regresinya 

bernilai sama bagi seluruh anggota sampel dan suatu peubah bebas dikatakan 

memiliki efek acak jika nilai koefisien regresinya berbeda antar dua atau lebih grup 

anggota sampel (Harlan, 2016). Adapun Persamaan model linear campuran dalam 

bentuk sederhana adalah (Rencher & Schaalje, 2007): 

𝑦 = 𝑿𝛽 + 𝒁𝑢 + 𝜀 (2.4) 

dengan: 

𝑦 : vektor peubah respon  

𝑿  : matriks peubah penjelas untuk parameter tetap  

𝛽   : vektor parameter efek tetep  

𝒁  : matriks peubah penjelas untuk parameter acak  

𝑢  : vektor efek acak 

𝜀 : vektor galat acak  

dengan asumsi antar galat 𝜺 dan 𝒖 tidak saling bebas dan berdistribusi normal 

dengan variansi 𝜃 yang dapat ditulis sebagai berikut: 

[
𝒖
𝜺
] ~ 𝑁 ([

𝟎
𝟎
] , 𝜎2 [

𝑮 𝟎
𝟎 𝑹

]) (2.5) 
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dengan 𝑮 = 𝑮(𝛾) dan 𝑹 =  𝚺  dengan  𝚺 =  𝚺(ϕ).  𝛾 dan ϕ adalah vektor parameter 

variansi yang terikat dengan 𝑢 dan 𝜀 sedangkan 𝜎2 adalah parameter skala 

variansi. Parameter variansi yaitu adalah 𝜎2,  ϕ dan 𝛾. 𝑮,𝑹 dan 𝚺 merupakan 

matriks variansi yang diasumsikan definit positif.  

𝒚 ~ 𝑁(𝑿𝛽,𝑯) (2.6) 

dengan  

𝑯 = 𝒁𝑮𝒁′ + 𝑹 (2.7) 

2.4 Struktur Data Model 2-Level 

Pada pemodelan multilevel dengan 2-level, terdapat sebanyak 𝑛 individu 

yang berasal dari 𝑚 kelompok. 𝑌1𝑗 , 𝑌2𝑗 , … , 𝑌𝑛𝑖𝑗 adalah peubah respon masing-

masing 𝑛𝑗 individu pada kelompok ke-𝑗, 𝑗 = 1,2, … ,𝑚 dan jika 𝑋1𝑗 , 𝑋2𝑗, … , 𝑋𝑘𝑗 

adalah peubah penjelas pada level 1 untuk kelompok ke-𝑗, serta 𝑍1, 𝑍2, … , 𝑍𝑙 

adalah peubah penjelas pada level 2, maka struktur pemodelan multilevel dengan 

2-level dapat disajikan dalam Tabel 2.1 berikut.  

Tabel II.1 Struktur Data Model 2 Level 

Klp. Observasi 

Peubah 

Respon  
Peubah Penjelas Level 1 

Peubah Penjelas 

Level 2 

𝑌 𝑋1 𝑋2 … 𝑋𝑘 𝑍1 𝑍2 … 𝑍𝑙 

1 

1 𝑦11 𝑥111 𝑥211 

… 

𝑥𝑘11 

𝑧11 𝑧21 … 𝑧𝑙1 

2 𝑦21 𝑥121 𝑥221 𝑥𝑘21 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

i 𝑦𝑖1 𝑥1𝑖1 𝑥2𝑖1 𝑥𝑘𝑖1 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

𝑛𝑗 𝑦𝑛𝑗1 𝑥1𝑛𝑗1 𝑥2𝑛𝑗1 𝑥𝑘𝑛𝑗1 

2 

1 𝑦12 𝑥112 𝑥212 

… 

𝑥𝑘12 

𝑧12 𝑧22 … 𝑧𝑙2 

2 𝑦22 𝑥122 𝑥222 𝑥𝑘22 
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⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

i 𝑦𝑖2 𝑥1𝑖2 𝑥2𝑖2 𝑥𝑘𝑖2 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

𝑛𝑗 𝑦𝑛𝑗2 𝑥1𝑛𝑗2 𝑥2𝑛𝑗2 𝑥𝑘𝑛𝑗2 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ … ⋮ ⋮ ⋮ … ⋮ 

M 

i 𝑦1𝑚 𝑥11𝑚 𝑥21𝑚 

… 

𝑥𝑘1𝑚 

𝑧1𝑚 𝑧2𝑚 … 𝑧𝑙𝑚 

2 𝑦2𝑚 𝑥12𝑚 𝑥22𝑚 𝑥𝑘2𝑚 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

i 𝑦𝑖𝑚 𝑥1𝑖𝑚 𝑥2𝑖𝑚 𝑥𝑘𝑖𝑚 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

𝑛𝑗 𝑦𝑛𝑗𝑚 𝑥1𝑛𝑗𝑚 𝑥2𝑛𝑗𝑚 𝑥𝑘𝑛𝑗𝑚 

2.5 Model Regresi 2-Level 

Model multilevel mempunyai struktur data berjenjang dengan satu peubah 

respon yang hanya diukur pada level terendah saja dan peubah penjelas yang 

diukur pada semua level (Goldstein, 2011). Model multilevel yang paling 

sederhana adalah model 2-level dengan level 1 adalah data individu dan level 2 

adalah data kelompok dengan level 1 sebagai level rendah yang tersarang pada 

level yang tinggi yaitu level 2 (Hox, et al., 2017). Berdasarkan struktur data pada 

Tabel 2.1 pemodelan regresi multilevel dengan 2-level adalah sebagai berikut: 

(Goldstein, 2011): 

2.5.1 Model level-1 

Definisi model level 1 adalah model yang disusun tanpa memperhitungkan 

pengaruh dari level kelompok. Pemodelan multilevel untuk tiap kelompok dapat 

ditulis sebagai berikut: (Zulvia, 2017): 

𝑦𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝛽2𝑗𝑋2𝑖𝑗 +⋯+ 𝛽𝑘𝑗𝑋𝑘𝑖𝑗 + 𝜀𝑖𝑗 

   𝑦𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + ∑ 𝛽𝑞𝑗𝑋𝑞𝑖𝑗 + 𝜀𝑖𝑗
𝑘
𝑞=1    (2.8) 
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dengan 𝑞 = 1,2, … , 𝑘, individu-𝑖 = 1,2, … , 𝑛𝑗 dan kelompok-𝑗 = 1,2, … ,𝑚 atau 

dinyatakan dalam matriks berikut 

𝒚𝑗 = 𝑿𝑗𝜷𝑗 + 𝜺𝑗,  dengan 𝜺𝑗~𝑁(0, 𝜎
2𝐼) (2.9) 

[

𝑦1𝑗
𝑦2𝑗
⋮

𝑦𝑛𝑗𝑗

] =

[
 
 
 
1 𝑥11𝑗  

1 𝑥12𝑗  

𝑥21𝑗  …
𝑥22𝑗  …

𝑥𝑘1𝑗  
𝑥𝑘2𝑗  

⋮ ⋮
1 𝑥𝑘𝑛𝑗𝑗

⋮ ⋮
𝑥𝑘𝑛𝑗𝑗 …

⋮
𝑥𝑘𝑛𝑗𝑗]

 
 
 

[
 
 
 
𝛽0𝑗
𝛽1𝑗
⋮
𝛽𝑘𝑗]

 
 
 

+ [

𝜀1𝑗
𝜀2𝑗
⋮
𝜀𝑛𝑗

] 

dengan: 

𝒚𝑗 : vektor peubah respon  

𝑿𝑗 : matriks peubah penjelas untuk parameter tetap 

𝜷𝑗 : vektor parameter efek tetap 

𝜺𝑗 : vektor galat 

2.5.2 Model level-2 

Koefisien regresi pada level-1, 𝛽𝑝𝑗 dengan 𝑝 = 0,1,2, … , 𝑘 dalam model level-1 

memiliki nilai yang berbeda antar kelompok. Variasi nilai 𝛽𝑝𝑗  akan dijelaskan 

dengan membentuk model level 2. Pembentukan model level 2 dilakukan untuk 

setiap koefisien regresi sebagai respon ke-p dengan menggunakan peubah 

penjelas pada level-2. Bentuk pemodelan pada level-2 dapat ditulis sebagai 

berikut: (Zulvia, 2017): 

𝛽𝑝𝑗 = 𝛾𝑝0 + 𝛾1𝑝𝑍1𝑗 + 𝛾2𝑝𝑍2𝑗 +⋯+ 𝛾𝑙𝑝𝑍𝑙𝑗 + 𝑢𝑝𝑗 

𝛽𝑝𝑗 = 𝛾𝑝0 +∑ 𝛾𝑝𝑙𝑍𝑙𝑗
𝑘
𝑝=1 + 𝑢𝑝𝑗  (2.10) 

dengan 𝑝 = 1,2, … , 𝑘, dan 𝑙 = 1,2, … , 𝑛𝑗 atau dinyatakan dalam matriks berikut 

𝜷𝑝 = 𝒁𝜸𝑝 + 𝒖𝑝,  dengan 𝒖𝑝~𝑁(0, 𝜎𝜏
2𝐼) (2.11) 

[
 
 
 
𝛽𝑝1
𝛽𝑝2
⋮

𝛽𝑝𝑚]
 
 
 

=

[
 
 
 
1 𝑍11  
1 𝑍12  

𝑍21  …
𝑍22  …

𝑍𝑙1 
𝑍𝑙2 

⋮ ⋮
1 𝑍1𝑚

⋮ ⋮
𝑍2𝑚 …

⋮
𝑍𝑙𝑚 ]

 
 
 

[

𝛾0𝑝
𝛾1𝑝
⋮
𝛾𝑙𝑝

] + [

𝑢𝑝1
𝑢𝑝2
⋮

𝑢𝑝𝑚

] 

Jika Persamaan 2.9 disubstitusikan pada Persamaan 2.11 maka diperoleh model 

sebagai berikut: 
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𝑦𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝛽2𝑗𝑋2𝑖𝑗 +⋯+ 𝛽𝑘𝑗𝑋𝑘𝑖𝑗 + 𝜀𝑖𝑗 

𝑦𝑖𝑗 = 𝛾00 + 𝛾10𝑍1𝑗 + 𝛾20𝑍2𝑗 +⋯+ 𝛾𝑙0𝑍𝑙𝑗 + 𝑢0𝑗 + (𝛾01 + 𝛾11𝑍1𝑗 +

𝛾21𝑍2𝑗 …+ 𝛾𝑙1𝑍𝑙𝑗 + 𝑢1𝑗)𝑋1𝑖𝑗 +⋯+ (𝛾02 + 𝛾12𝑍1𝑗 + 𝑍2𝑗 +⋯+

𝛾𝑙2𝑍𝑙𝑗 + 𝑢2𝑗)𝑋2𝑖𝑗 +⋯+ (𝛾0𝑘 + 𝛾1𝑘𝑍1𝑗 + 𝛾2𝑘𝑍2𝑗 +⋯+ 𝛾𝑙𝑘𝑍𝑙𝑗 +

𝑢𝑘𝑗)𝑋𝑘𝑖𝑗 + 𝜀𝑖𝑗  

𝑦𝑖𝑗 = 𝛾00 +∑ 𝛾0𝑞𝑍𝑞𝑗
𝑙
𝑞=1 +∑ 𝛾0𝑝𝑍𝑝𝑖𝑗

𝑘
𝑝=1 +∑ ∑ 𝛾𝑞𝑝𝑍𝑞𝑗𝑋𝑝𝑖𝑗

𝑙
𝑞=1

𝑘
𝑝=1 +

           𝑢0𝑗 + ∑ 𝑢𝑝𝑗𝑋𝑝𝑖𝑗
𝑘
𝑝=1 + 𝜀𝑖𝑗     (2.12) 

atau dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai berikut: 

𝒚𝑗 = 𝑿𝑗𝒁𝑗𝜸 + 𝑿𝑗𝒖𝑗 + 𝜺𝑗 (2.13) 

dengan 𝑿𝑗𝒁𝑗𝜸 adalah efek tetap dan [𝑿𝑗𝒖𝑗 + 𝜺𝑗] adalah efek acak. 

Hox (2010) matriks 𝒁 dalam Persamaan 2.13 merupakan peubah perantara 

untuk menghubungkan 𝜸 dan 𝑿. Oleh karena itu, variasi hubungan antara 𝜸 dan 𝑿 

tergantung pada 𝑹. Interpretasi dari koefisien regresi pada model level 1 dan 

koefisien regresi model level 2 terhadap y tergantung pada tanda positif dan negatif 

dari kedua koefisien regresi tersebut. Jika koefisien regresi model level 1 dan 

koefisien regresi model level 2 bertanda sama berarti kedua koefisien regresi 

tersebut memiliki pengaruh berbanding lurus terhadap 𝑦. Pada 𝑿𝑗𝒁𝑗 merupakan 

faktor interaksi dalam model sebagai variansi slope peubah 𝑿. 

2.6 Intraclass Correlation 

Model regresi multilevel dapat menghasilkan nilai dugaan bagi intraclass 

correlation (Hox & Maas, 2002). Nilai dugaan tersebut dapat diperoleh 

menggunakan model tanpa peubah penjelas atau dikenal intercept-only model 

atau null model. Null model adalah model regresi yang hanya terdiri dari intersep 

saja tanpa memasukkan pengaruh peubah bebas. Null model pada level-1 dapat 

dituliskan sebagai berikut: 

𝒀𝑖𝑗 = 𝜷𝑜𝑗 + 𝜺𝑖𝑗 (2.14) 

Sedangkan pada level-2 Persamaannya sebagai berikut:  

𝜷𝑜𝑗 = 𝜸00 + 𝒖0𝑗 (2.15) 
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Pada Persamaan di atas 𝑢0𝑗~𝑁(0, 𝜎u0
2 ) adalah variansi galat pada level kelompok 

dan 𝜀𝑖𝑗~𝑁(0, 𝜎ε
2) adalah variansi galat dari level individu. Sehingga dari null model 

inilah diperoleh intraclass correlation (𝜌) dapat dirumuskan sebagai berikut: 

𝜌 = 
𝜎𝑢𝑜𝑗
2

𝜎𝑢𝑜𝑗
2 + 𝜎𝜀𝑖𝑗

2  (2.16) 

Dengan 𝜎𝑢𝑜𝑗
2  merupakan variansi level-2 dan 𝜎𝜀𝑖𝑗

2  merupakan variansi level-1. 

Semakin besar nilai 𝜌 menunjukkan semakin tinggi korelasi antar individu sehingga 

tidak bisa dilakukan analisis regresi biasa dan diperlukan analisis regresi 

multilevel. 

2.7 Estimasi Parameter 

Estimasi dalam model linear campuran melibatkan dua proses terkait yaitu 

akan diestimasi efek tetap dan efek acak (𝜷 dan 𝒖) dan parameter variansi (𝜽 dan 

𝜸). Estimasi ini dilakukan dengan menggunakan metode yang pertama kali 

ditetapkan oleh Henderson (1950) dan Henderson (1959) dengan metode yang 

kekar untuk estimasi parameter variansi dalam model linier campuran adalah 

estimasi REML (Thompson, 2008). 

2.7.1 Estimasi Parameter Efek tetap dan Efek acak 

Searle, et al., (2006) mengusulkan metode untuk mendapatkan solusi 

estimasi 𝜷 dan 𝒖 dengan memaksimalkan likelihood gabungan dari (𝒚, 𝒖). 

Kepadatan peluang gabungan dari 𝒚 dan 𝒖 dapat ditulis dengan mengalikan 

kepadatan kondisional dari 𝒚 terhadap 𝒖 dan fungsi kepadan peluang dari u  

𝑓(𝒚, 𝜷;𝒖) = 𝑓(𝒚|𝜷, 𝒖)𝑓(𝒖|𝑮) (2.17) 

dengan 

𝒚|𝜷,𝒖 ~ 𝑁(𝑿𝜷 + 𝒁𝒖,𝑹), 

𝜷~𝑁(𝜷𝟎, 𝑩), 𝒖|𝑮 ~ 𝑁(𝟎,𝑮) 

Dengan fungsi likelihood sebagai berikut: 
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ℓ(𝛽, 𝜎, 𝑦|𝑢) = −
1

2
{𝑛 log 2𝜋 + log |𝑹| + (𝒚 − 𝑿𝜷 − 𝒁𝒖)′𝑹−𝟏(𝒚 − 𝑿𝜷 −

𝒁𝒖)} −
1

2
{𝑞 log 2𝜋 + log |𝑮| + 𝒖′𝑮−𝟏𝒖}  

(2.18) 

(Lee & Nelder, 2001) 

2.7.2 Estimasi Parameter Variansi 

Searle, et all (2006) mendefinisikan bahwa 𝒚 ~ 𝑁(𝑿𝛽, 𝑽) dimana 𝑲′𝑿 = 𝟎, 

𝑲′𝒚~𝑵(𝟎,𝑲′𝑽𝑲) 

dengan melakukan penggantian yang sesuai, 𝒚 menjadi 𝑲′𝒚, 𝑿 menjadi 𝑲′𝑿 = 𝟎, 

𝒁 menjadi 𝑲′𝒁, 𝑽 menjadi 𝑲′𝑽𝑲 

dimana diketahui 

𝑷 = 𝑽−1 − 𝑽−1𝑿(𝑿′𝑽−1𝑿)−1𝑿′𝑽−1 = 𝑲(𝑲′𝑽𝑲)−1𝑲′ (2.19) 

dan  

𝑽 =∑𝒁𝑖𝒁𝑖
′𝜎𝑖
2

𝑟

𝑖=0

+ 𝜎𝑒
2𝑰 (2.20) 

dengan fungsi likelihood sebagai berikut: 

ℓ(𝝈𝟐, 𝜸; 𝒚) = −
1

2
(𝑛 − 𝑟)𝑙𝑜𝑔 2𝜋 −

1

2
log|𝑲′𝑽𝑲| −

1

2
𝒚′𝑲(𝑲′𝑽𝑲)−1𝑲′𝒚  (2.21) 

2.8 Pemilihan Titik Knot Optimal 

Estimator yang digunakan pada Spline Linear Truncated didasarkan 

pada titik knot yang optimal. Titik knot inilah yang membuat suatu kurva spline 

menjadi tersegmen. Pemilihan lokasi titik knot yang berbeda akan menghasilkan 

fungsi yang berbeda pula (Budiantara, 2006). Model regresi spline terbaik 

tergantung pada titik knot optimal. Metode untuk memilih titik knot optimal salah 

satunya adalah dengan menggunakan Generalized Cross Validation (GCV) 

(Budiantara, 2006). Titik knot optimal untuk model regresi spline terbaik diperoleh 

dari nilai GCV yang terkecil. Metode GCV dapat dituliskan seperti berikut: 

𝐺𝐶𝑉(𝑘) =
𝑀𝑆𝐸(𝑘)

(𝑛−1𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒[𝐼 − 𝐴(𝑘)])2 
, (2.22) 



15 

 

 

 

dengan 𝑀𝑆𝐸(𝑘) = 𝑛−1 ∑ (𝑦𝑖 − �̂�)
2𝑛

𝑖=1 , 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2 , … 𝑘𝑟) adalah titik knot, I adalah 

matriks identitas, 𝑨[𝑘] = 𝑿[𝑘](𝑿′[𝑘]𝑿[𝑘])−1𝑿′[𝑘], dan n adalah jumlah data 

(Budiantara, 2006). 

2.9 Ujian Nasional 

Ujian nasional adalah untuk melihat kondisi mutu pendidikan di Indonesia 

dan diharapkan terjadi pemerataan kualitas yang sama di seluruh daerah di 

Indonesia dengan memberikan standar nilai kelulusan yang sama di seluruh 

Indonesia (Sailan, 2016). Ujian Nasional adalah salah satu instrumen yang 

digunakan pemerintah untuk menilai pencapaian standar kompetensi lulusan 

siswa dari suatu mata pelajaran secara nasional (Hidayah & Astuti, 2016) 

Ujian nasional merupakan salah satu bentuk dari kegiatan evaluasi 

pendidikan yang berupa evaluasi hasil belajar siswa. Melalui pengukuran dan 

penilaian pencapaian standar kompetensi lulusan secara nasional pada mata 

pelajaran tertentu yang ditetapkan oleh pemerintah. Selain itu ujian nasional juga 

dijadikan sebagai alat evaluasi pendidikan untuk pemetaan masalah mutu 

pendidikan dalam rangka menyusun kebijakan pendidikan nasional (Hidayat, 

2016)  
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2.10 Kerangka Konseptual 

 

Gambar II.1 Kerangka Konseptual 

  


