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ABSTRAK

Misalkan G adalah suatu graf terhubung dan S adalah suatu sub himpunan

dari himpunan titik IV pada G. Himpunan S disebut himpunan pemisah pada G jika

untuk setiap titik pada G memiliki representasi titik yang berbeda terhadap S.

Himpunan pemisah dengan banyak anggota minimum disebut himpunan pemisah

minimum atau basis dari G dan kardinalitas himpunan pemisah minimum

menyatakan dimensi metrik pada graf G, disimbolkan dengan dim(G).

Pada skripsi ini dibahas mengenai dimensi metrik graf kincir yang

dikonstruksi dari graf komplit K, dan graf roda I#},. Berdasarkan hasil pembahasan,

diperoleh bahwa dim(K; + mW,,) dengan m > 2 dan n > 3 adalah:

.
ii.
iii.
Iv.
V.
Vi.

Vii.

dim(K; + mW,) = 3m, untuk n = 3,6,

dim(K; + mW,) = 2m, untuk n = 4,

dim(K; + mW,)) = 3m — 1, untuk n = 5,

dim(K; + mW,) = m(3 + 2k), untuk n = 7 + 5k,

dim(K, + mW,)) = m(3 + 2k) + (m — 1), untuk n = 8 + 5k,
dim(K; + mW,) = m(4 + 2k), untuk n = 9 + 5k, 10 + 5k,

dim(K; + mW,)) = m(4 + 2k) + (m — 1), untuk n = 11 + 5k.
Kata kunci: Dimensi Metrik, Himpunan Pemisah, Graf Komplit, Graf Roda.

Vi



ABSTRACT

Suppose G is a connected graph and S is a sub set of a vertex set V on G. Set

S is called a separated set on G if for each vertex of G has a different representation

to S. The separated set with minimum cardinality is called the minimum separated

set or basis of G and the cardinality of minimum separated set represents metric

dimension of graph G, denoted by dim(G).

This thesis discusses the metric dimension of a pinwheel graph that

constructed from a complete graph K; and wheel graph W,,. Based on the results of

the discussion, obtained that dim(K; + mW,) withm > 2 and n > 3 are:

i.
ii.
iii.
Iv.
V.
Vi.
Vil.

Keywords: Metric Dimension, Separated Set, Complete Graph, Wheel Graph.

dim(K; + mW,) = 3m, forn = 3,6,

dim(K; + mW,) = 2m, forn = 4,

dim(K; + mW,)) =3m —1,forn =5,

dim(K; + mW,) = m(3 + 2k), forn = 7 + 5k,

dim(K; + mW,) = m(3 + 2k) + (m — 1), forn = 8 + 5k,
dim(K; + mW,)) = m(4 + 2k), forn = 9 + 5k, 10 + 5k,
dim(K; + mW,) = m(4 + 2k) + (m — 1), forn = 11 + 5k.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Individu tidak pernah lepas dari suatu masalah. Karenanya, permasalahan
dalam kehidupan sehari-hari merupakan bagian dari diri manusia. Secara tidak
sadar, manusia didorong untuk menemukan solusi dalam menyelesaikan
permasalahan tersebut. Secara tidak langsung, permasalahan tersebut mendorong
perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi. Ilmu matematika merupakan salah
satu alat bantu untuk menemukan solusi serta menyederhanakan dalam penyajian
dan pemahaman masalah. Salah satu konsep dari disiplin ilmu matematika yang
dapat dijadikan alternatif adalah teori graf. Dengan merepresentasikan ke dalam
bentuk graf, suatu masalah yang rumit dapat disajikan lebih sederhana, sehingga
mudah untuk dipahami serta dianalisis dengan mudah didapatkan penyelesaiannya.

Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh Leonhard Euler, seorang
matematikawan berkebangsaan Swiss pada tahun 1736 dalam tulisannya yang
berisi tentang permasalahan jembatan Konigsberg, yaitu bagaimana cara agar
melewati ke semua jembatan tanpa harus melewati jembatan yang sama lebih dari
satu kali. Publikasi dari masalah ini dikenal sebagai masalah dari teori graf. Teori
graf dapat digunakan untuk menyelesaikan berbagai jenis permasalahan. Sebagai
contoh, menghitung angka dari kombinasi berbeda dari penerbangan diantara dua
kota pada suatu jaringan maskapai penerbangan, memeriksa kemungkinan untuk
melewati semua jalan yang ada di suatu kota tanpa melewati suatu jalan dua kali
atau lebih, menemukan jumlah warna yang diperlukan untuk mewarnai sejumlah
daerah pada suatu peta, membedakan dua senyawa kimia dengan formula molekul
yang sama namun memiliki struktur yang berbeda.

Teori graf merupakan pokok bahasan yang sudah tua dengan banyak topik
pembahasan, salah satunya adalah dimensi metrik pada graf. Dalam menentukan
dimensi metrik graf, ada beberapa konsep yang digunakan. Pertama adalah konsep
jarak antara dua titik pada suatu graf. Misalkan u dan v adalah setiap titik pada graf
terhubung G, maka jarak antara titik u dan v pada graf G adalah panjang lintasan

terpendek antara u dan v pada G, yang dinotasikan dengan d (u, v). Konsep lainnya



adalah himpunan pemisah (separated set). Suatu himpunan bagian S dari himpunan
titik pada G disebut himpunan pemisah pada G jika setiap titik di G mempunyai
representasi yang berbeda terhadap S. Himpunan pemisah yang memiliki anggota
(kardinalitas) yang minimum disebut himpunan pemisah minimum (minimum
separated set) dan anggota pada himpunan pemisah minimum disebut basis,
sedangkan jumlah anggota dari basis tersebut disebut dimensi metrik dari G dan
dinotasikan dengan dim(G).

Seiring dengan kemajuan ilmu pengetahuan dan teknologi, akhir-akhir ini
banyak sekali penelitian mengenai dimensi metrik yang pertama kali diperkenalkan
oleh F. Harary dan R. A. Melter dalam jurnalnya yang berjudul On the Metric
Dimension of a Graph (1976). Beberapa hasil penelitian mengenai dimensi metrik
diantaranya pada tahun 2015, dalam jurnal yang berjudul Dimensi Metrik dari Graf
Barbel B,,,, n = 3, graf barbel didefinisikan sebagai graf yang berasal dari dua graf
C,1 dan C,,, dengan cara menambahkan satu sisi x,,y,, ke graf C,;; U C,,,. Sehingga
ditentukan bahwa dimensi metrik dari graf barbel B,,,, dengan B,,, =~ 2C,, + x,yn
adalah 2.

Deddy Rahmadi pada tahun 2017 dengan penelitiannya yang berjudul
Dimensi Metrik Kuat pada Graf Payung dan Buku Bertumpuk. Brandstat, dkk.

mendefinisikan graf payung yang dinotasikan U,,, sebagai himpunan titik

V(Umn) = (X1, %2, oo, X, V1, Y2, -+, o} dan  himpunan  sisi  E(Up,,) =
{e1, ez ..., €amin_} dengan sisi e; = x;x;,1,i € [1,m—1], sisi e m_q =
YiVi+1, L € [1,n — 1], dan sisi ;1 min_2 = X;yi,i € [1,m] denganm > 2 dann >
1. Gallian mendefinisikan graf buku bertumpuk B,, ,, adalah graf yang diperoleh
dari hasil cartesian product pada graf bintang S,,, dan lintasan B,. Dalam penelitian
tersebut memeroleh hasil sdim(Up,,) =m—1 dan sdim(B,,,) = m, dengan
m>2dann > 1.

Pada tahun yang sama, Mobeen Munir, Abdul Rauf Nizami, Zaffar Igbal,
and Huma Saeed menulis jurnal dengan judul Metric Dimension of the Mobius
Ladder. Pada jurnal tersebut, didefinisikan bahwa graf mobius ladder M,, adalah
graf sirkulan kubik dengan jumlah titik dan terbentuk dari n-sikel dengan
menambahkan sisi yang menghubungkan pasangan titik yang berlawanan dalam

sikel, kecuali dua pasangan yang terhubung dengan putaran sikel. Hasil dari



penelitian tersebut menentukan bahwa dim(M,,) = 3 ketikan = 0,4 (mod 8) dan
dim(M,) = 4 ketikan = 2,6 (mod 8).

Tri Utomo dan Novian Riskiana Dewi pada tahun 2018 dengan
penelitiannya Dimensi Metrik Graf Amal(nk,,) mendefinisikan bahwa graf
amal(nK,,) adalah n buah graf lengkap K,,, yang dioperasikan amalgamasi dengan
graf lengkap K,,, dengan cara menyatukan simpul server pada setiap K, tepat satu
dengan tiap simpul pada K,,. Hasil dari penelitian tersebut adalah dimensi metrik
Amal(nk,,) dengan n > 4 dan m > 4, dinotasikan sebagai dim(Amal(nk,,))
adalah (m — 2)n.

Kemudian pada tahun 2019, Fifi Febrianti, Lyra Yulianti, dan Narwen
dengan penelitiannya yang berjudul Dimensi Metrik pada Graf Amalgamasi
Tangga Segitiga Diperumum Homogen mendefinisikan graf amalgamasi tangga
segitiga diperumum homogen adalah graf yang diperoleh dari hasil amalgamasi m
buah graf tangga segitiga diperumum yang homogen, lebih sederhana dinotasikan
dengan Amal{Tr,},,. Penelitian tersebut terbatas padan = 3, n = 4, danm = 2.
Sehingga diperoleh hasil dim(Amal{Tr,,v},) =3 jika n=3, dan
dim(Amal{Tr,, v},) = 4 jikan = 4.

Dengan berbagai kajian tentang dimensi metrik seperti yang disebutkan
sebelumnya, beberapa graf yang dikonstruksi dari graf lengkap dan graf roda belum
ditemukan dimensi metriknya, misalnya graf kincir. Graf kincir K; + mW,, adalah
graf yang dikonstruksi dari graf lengkap dan graf roda dengan menghubungkan

setiap titik yang ada pada graf roda ke satu titik pada graf lengkap.

1.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah yang akan dibahas dalam penulisan skripsi ini adalah

bagaimana menentukan dimensi metrik graf kincir.

1.3 Batasan Masalah
Batasan masalah dalam penulisan skripsi ini dibatasi pada penentuan

dimensi metrik graf kincir dengan pola K; + mW,;m = 2,n > 3.



1.4 Tujuan Penelitian

Tujuan penulisan skripsi ini adalah menentukan dimensi metrik graf kincir.

1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat dalam penulisan skripsi ini adalah untuk menambah pemahaman

tentang konsep teori graf khususnya dimensi metrik suatu graf.

1.6  Sistematika Penulisan
Untuk memberikan gambaran yang jelas tentang permasalahan yang dikaji
dalam skripsi ini, maka penyusunannya didasarkan atas sistematika penulisan

sebagai berikut:

BAB | PENDAHULUAN

Bab ini mengulas tentang latar belakang masalah, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, dan sistematika penulisan.
BAB Il TINJAUAN PUSTAKA

Bab ini memaparkan tentang kajian teori yang berhubungan dengan
permasalahan dalam penelitian, kemudian digunakan untuk proses analisis.
BAB Il METODOLOGI PENELITIAN

Bab ini membahas tentang metode atau cara dalam penelitian yang akan
dilakukan, meliputi: jenis penelitian, prosedur penelitian, dan alur kerja.
BAB IV PEMBAHASAN

Membahas tentang hasil penelitian yang diperoleh menggunakan teori dari
tinjauan pustaka dan berisi ulasan jawaban dari rumusan masalah.
BAB V PENUTUP

Dalam bab ini akan diuraikan kesimpulan dan saran-saran Yyang

berhubungan dengan topik pembahasan yang ada.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini dibahas beberapa materi yang dijadikan landasan teori untuk
menjelaskan dimensi metrik pada graf kincir. Materinya meliputi beberapa definisi,

istilah-istilah dalam teori graf termasuk dimensi metrik.

2.1 Konsep Dasar Graf
Pada sub bab ini akan dibahas beberapa definisi dan istilah dalam teori graf

beserta contoh yang digunakan dalam penulisan skripsi ini.

Definisi 2.1 Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan
tidak kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang disebut sebagai titik dan E
adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tidak terurut dari titik berbeda di G
yang disebut sebagai sisi. (Chartrand dan Lesniak, 1986)

Himpunan titik di G dinotasikan dengan V(G) dan himpunan sisi
dinotasikan dengan E (G). Sedangkan banyaknya unsur di V disebut orde dari G dan
dinotasikan dengan |V| dan banyaknya unsur di E disebut ukuran dari G dan

dinotasikan dengan |E]|.

Contoh 2.1
L’1 (_11 L’g
es ° es
U3 €4 Vs

Gambar 2.1 Graf G dengan 4 titik
Graf pada Gambar 2.1 memiliki himpunan titik dan himpunan sisi, yaitu
V(G) = {vy,v5,v3,1v,} dan E(G) = {ey, 5, €5, €4, e5}. Jadi, |V| = 4 dan |E| = 5.

Definisi 2.2 Misal G adalah graf denganu, v € V(G). Jika e = uv adalah sisi pada
G maka u dan v disebut bertetangga (adjacent), sedangkan u disebut terkait

(incident) dengan e, dan e disebut terkait dengan v. (Chartrand dan Lesniak, 1986)



Contoh 2.2

s [)"4

51

€q V3

Gambar 2.2 Graf G dengan 4 titik
Pada Gambar 2.2 diketahui bahwa pasangan titik yang bertetangga yaitu
(v1,v3), (v1,v3), (vy, v3), dan (v3,v,). Titik v, terkait dengan sisi e, dan sisi e,
terkait dengan titik v5 tetapi titik v, tidak terkait dengan sisi e,, demikian juga

sebaliknya, yaitu sisi e, tidak terkait dengan titik v,.

Definisi 2.3 Derajat (degree) dari suatu titik v pada graf G adalah banyaknya sisi
yang terkait dengan titik v dan dinotasikan dengan deg(v). (Chartrand dan
Lesniak, 1986)

Suatu titik yang berderajat 0 disebut titik terisolasi dan titik yang berderajat
1 disebut titik ujung. Derajat minimum titik di G dinotasikan dengan &§(G) dan
derajat maksimum titik di G dinotasikan dengan A(G). (Chartrand dan Lesniak,
1986)

Contoh 2.3

Gambar 2.3 Graf G dengan 5 titik

Derajat setiap titik graf pada Gambar 2.3 adalah deg(v;) = 2, deg(v,) =
3,deg(vs) = 3,deg(v,) = 3,deg(vs) = 1. Dengan demikian, diperoleh §(G) =
1 dan A(G) = 3.

Definisi 2.4 Misal G adalah graf dengan u, v € V(G). Lintasan dari titik u ke titik

v pada G, dinotasikan dengan lintasan u — v, adalah barisan selang-seling antar



titik dan sisi, u = ugy, e;, Uy, €5, ..., Up_1, €4, Uy, = v, dimulai dengan titik u dan
diakhiri dengan titik v, dimana e; = u;_yu;, untuk i = 1,2, ..., n, dan tidak terdapat

pengulangan titik dan sisi. (Chartrand dan Lesniak, 1986)

Contoh 2.4

Ug g

Gambar 2.4 Graf G dengan 5 titik
Pada Gambar 2.4, graf ¢ memiliki lintasan v; — v,: v,v,v3v, dengan

panjang 3 dan lintasan v; — v,: v, v,v5v3V, v, dengan panjang 5.

Definisi 2.5 Misal G adalah graf dengan u,v € V(G). Graf G disebut graf
terhubung (connected) jika setiap dua titik yang berbeda di G terdapat suatu

lintasan dari u ke v. (Chartrand dan Lesniak, 1986)

Contoh 2.5

(ro: €y

2 Vs

Gambar 2.5 (G,) graf terhubung; (G,) graf tidak terhubung

Definisi 2.6 Jarak (distance) antara titik u dan v pada graf G dinotasikan dengan
d(u,v) adalah panjang lintasan terpendek antara u dan v pada G. (Chartrand dan
Lesniak, 1986)



Contoh 2.6

™

Va Vs

Va v,
Gambar 2.6 Graf G dengan 5 titik
Pada Gambar 2.6 diperoleh: d(vy,v,) =0,d(vy,v,) =1,d(vy,v3) =
2,d(wq,v,) = 2,d(vy,v5) = 1,d(vy,v3) = 0,d(y,v3) = 1,d(v,,v,) =1,
d(vy,vs) = 2,d(v3,v3) = 0,d(vs,v,) = 1,d(v3,v5) = 2,d(vy,v,) =0,
d(vy,vs) = 1,d(vs,vs) = 0.

Definisi 2.7 Operasi penjumlahan dari graf G, dan G, adalah graf G = G, + G,
dengan himpunan titik V(G) = V(G,;) UV (G,) dan himpunan sisi E(G) =
E(G) UE(G,) U {(x,y)|x € V(G,),y € V(G,)}. (Abdussakir, dkk. 2009).

Contoh 2.7
—0G,
@ L @ ® G
Gambar 2.7 Graf ¢ = G, + G,
2.2 Subgraf

Konsep subgraf sama dengan konsep himpunan bagian. Dalam teori
himpunan, himpunan A dikatakan subset himpunan B jika dan hanya jika setiap

anggota himpunan A merupakan anggota himpunan B.



Definisi 2.8 Misalkan G dan H merupakan suatu graf. H dikatakan subgraf dari G
jikaV(H) € V(G)dan E(H) € E(G), dan dinotasikan dengan H < G. (Chartrand,
1986)

Contoh 2.8

vy ey Uy vy e, Vs

1o €4 Vg Vg

Gambar 2.8 Graf H adalah subgraf dari graf G

2.3 Beberapa Jenis Graf
Pada sub bab ini akan dibahas beberapa jenis graf yang akan digunakan

dalam penulisan skripsi ini, diantaranya graf lengkap, graf roda, dan graf kincir.

Definisi 2.9 Graf G dikatakan graf lengkap jika setiap dua titik yang berbeda saling

bertetangga. Graf lengkap dengan orde n dinyatakan dengan K,. Graf K,
merupakan graf beraturan n — 1 dengan orde n dan ukuran @ (Abdussakir,

dkk. 2009)

Contoh 2.9

° ~—— o A % @
K K2 K:j II{,4 KS

Gambar 2.9 Graf lengkap K3, K;, K3, K4, dan Kg

Definisi 2.10 Graf roda (I;,) adalah graf yang memuat satu sikel yang setiap titik
pada sikel bertetangga dengan satu titik pusat. Graf roda W,, diperoleh dengan
operasi penjumlahan graf sikel C, dengan graf komplit K;. Jadi, W, = C, +
K;,n > 2. (Chartrand dan Lesniak, 1986)



Contoh 2.10

Ul UZ

Vg Vs

Us Uy

Gambar 2.10 Graf Roda W
Berdasarkan hasil penelitian Buczkowski, dkk. pada tahun 2003, diperoleh

dimensi metrik dari graf roda W,,. Dimensi metrik dari graf roda W, untuk n > 3

dan n # 6 adalah [?J Dan untuk n = 3 dan 6 diperoleh dimensi metriknya 3.

Definisi 2.11 Graf kincir adalah graf yang dibentuk dari hasil penjumlahan graf
lengkap K; dan mkK,. Graf kincir dinotasikan dengan W," dimana W adalah
simbol dari graf kincir, sedangkan 2 menunjukkan graf lengkap K,, dan m adalah
banyaknya K. (Miller, dkk., 2005)

Graf kincir dibentuk dengan menghubungkan setiap titik mK, dengan suatu
titik yang disebut titik pusat c. Operasi penjumlahan graf lengkap K; dan mK,,
dimana n=2,m>1,m,n € N, secara matematis dinotasikan dengan K; +
mK, = W™

Contoh 2.11

Berikut operasi penjumlahan graf lengkap K; dan 3K,.

oo
o L
K
1 [ —
3K,

w3

Gambar 2.11 Graf K;, 3K,, dan W3
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2.4 Dimensi Metrik
Pada sub bab ini dibahas tentang istilah-istilah yang berkaitan dengan

dimensi metrik suatu graf.

Definisi 2.12 Misalkan ¢ = (V,E) adalah suatu graf terhubung sederhana, dan
S ={s1,5,,53,...,S,} € V. Representasi dari v € V terhadap S adalah pasangan
terurut n-tuple yaitu r(v|S) = (d(v,s,),d(v,s;),...,d(v,s,)). (Harary dan
Melter, 1976)

Definisi 2.13 Himpunan S disebut himpunan pemisah pada graf G jika setiap dua
titik yang berbeda pada G mempunyai representasi yang berbeda terhadap S.
(Harary dan Melter, 1976)

Definisi 2.14 Himpunan pemisah yang memiliki anggota (kardinalitas) yang
minimum disebut himpunan pemisah minimum (minimum separated set) pada graf
G. (Harary dan Melter, 1976)

Definisi 2.15 Basis dari suatu graf G adalah himpunan pemisah minimum dari G.
(Harary dan Melter, 1976)

Definisi 2.16 Dimensi metrik adalah kardinalitas basis dari G yang dinotasikan
dengan dim(G). (Harary dan Melter, 1976)

Contoh 2.12

Uy

Us v,

€5

Gambar 2.12 Graf G
Misalkan G adalah graf dengan himpunan titik V = {v,, v,, v3, v4, v5} dan
himpunan sisi E = {eq, e, €3, €4, €5, €6 }.
Misal dipilih S; = {v;}, maka representasi setiap titik di G adalah r(v;|S) =
(d(vy,v1)) = (0),7(¥,|S) = (d(v3,v1)) = (1), r(v3]|S) = (d(vs,v1)) =
(2),r(4]8) = (d(vy,v1)) = (1), dan r(vs|S) = (d(vs,v1)) = (1). Karena

terdapat dua titik atau lebih dengan representasi sama, maka S; bukan himpunan
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pemisah. Untuk setiap satu titik yang diambil sebagai himpunan pemisah, maka
pasti terdapat dua titik di G dengan representasi sama. Sehingga |S| > 1 atau |S| =
2.

Misal dipilih S, = {v,, v3}, maka representasi setiap titik di G adalah
r(v1]S;) = (d(vpvz);d(vlr%)) = (1,2),7(v,]S,) = (d(vz»vz);d(vw%)) =
(0,1),7(v3lS;) = (d(v3,v2),d(v3,v3)) = (1,0),7(141S,) =
(d(v4, V,), d(vy, v3)) =(2,1), dan r(vslS,) = (d(vs,vz),d(vs,v3)) = (2,2).
Karena tidak terdapat dua titik dengan representasi sama, maka S, merupakan
himpunan pemisah. Karena |S,| =2 maka S, merupakan himpunan dengan

kardinalitas minimum. Sehingga dim(G) = 2.
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