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ABSTRAK

Misalkan terdapat sebuah graf terhubung G dan k buah partisi I1 =
{51,5, ..., Sk} dari V(G) dan € V(G) . Koordinat v terhadap IT didefinisikan
sebagai r(v | n =min{(d (v;,S;),(d (v;,S5), ..., (d (v;, S)} . Jika untuk setiap
dua titik berbedau,v e V(G) berlaku r(u|ll) # r(v|IT), maka IT disebut k —
partisi pembeda dari (G) . Nilai minimum k agar terdapat k — partisi pembeda
dari V(G) adalah dimensi partisi dari G atau sering dinotasikan dengan (G) . Dalam
penelitian ini amalgamasi graf siklus disebut graf kincir angin Belanda dengan
notasi Amal(C,,),, dan dimensi partisinya dinotasikan pd(Amal(C,),,) . Pada

penelitian ini telah ditunjukkan bahwa pd (Amal(C,),; < 5 untuk setiap ,n = 5 .

Kata kunci: Dimensi Partisi, Amalgamasi, Graf Siklus.



ABSTRACT

Let be a connected graph G and k —partition IT = {S;,S,, ..., S} of V(G) and v €
V(G). The coordinate to II define by r(v|ll) =
min{(d (v;,S;),(d (v;,S,), ..., (d (v;, S,)} . If every two vertices is distinct
u,v e V(G) applies (u|IT) # r(v|I) , then I is a called k — resolving partition
of V(G) . The minimum k for which k-resolving partition of V(G) is the partition
dimension G and denoted with (G) . In this paper, we investigates the partition
dimension for a large Dutch windmill graph Amal(C,,),, for . In this study it has
been shown that pd (Amal(C,); < 5 foreach,n > 5.

Keywords: Partition Dimention, Amalgamation, Cycle Graph
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf merupakan salah satu cabang dari ilmu matematika yang masih
sangat menarik untuk dibahas karena teori-teorinya masih aplikatif sampai saat ini
dan dapat diterapkan untuk memecahkan masalah dalam kehidupan sehari-hari.
Dengan mengkaji dan menganalisis model atau rumusan, teori graf dapat
diperlihatkan peranan dan kegunaannya dalam memecahkan berbagai masalah.
Permasalahan yang dirumuskan dengan teori graf dibuat sederhana, yaitu diambil

aspek-aspek yang diperlukan dan dibuang aspek-aspek lainnya (Purwanto, 1998).

Suatu graf G adalah suatu pasangan himpunan (V,E) dimanal adalah
himpunan tak kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang disebut titik, E adalah
himpunan dari pasangan tak terurut dari titik-titik berbeda di V' yang disebut sisi.
Himpunan titik di graf G ditulis V(G) dan himpunan sisi di graf G dilambangkan
dengan E (G) (Chartrand & Lesniak, Graph and disgraph, 1986). Banyak penelitian
telah dilakukan pada graf di antaranya adalah dimensi partisi pada graf. Dimensi

partisi merupakan permasalahan yang menarik untuk dibahas dan banyak mendapat

perhatian dari kalangan peneliti. Menurut (Syah, 2008), jika m — vektor r (v | )
untuk setiap titik v pada VV(G) berbeda, maka IT disebut himpunan partisi pembeda
dari V(G). Himpunan partisi pembeda dengan kardinalitas minimum disebut basis

dari G. Banyak anggota pada basis disebut dimensi dari G dan ditulis pd(G).

Terdapat beberapa hasil tentang dimensi partisi suatu graf yang telah diperoleh
diantaranya dalam (Chartrand dkk., 2000) dituliskan bahwa pd (G) = 2 jika dan
hanya jika G adalah graf lintasan P» dan menunjukkan bahwa graf G mempunyai
pd (G) = n jika dan hanya jika G adalah graf lengkap K» . Dalam penelitian
(Juan, Yero, & Lemanska , 2014), disajikan batas atas dan bawah dimensi partisi
untuk graf pohon. Sedangkan penelitian (Asmiati, 2012), menyajikan dimensi
partisi graf amalgamasi bintang. Dimensi partisi graf amalgamasi bintang dan

lintasan disajikan dalam penelitian (Asmiati, 2016), sedangkan penelitian



(Darmaji, 2011), membahas dimensi partisi untuk graf persahabatan. Dalam
penelitian ini dibahas penentuan dimensi partisi untuk graf amalgamasi

siklus yaitu graf kincir angin Belanda dengann > 5dan7 <m < 9.
1.2 Rumusan masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan di atas maka rumusan
masalah yang diberikan dalam penulisan skripsi ini adalah:

Bagaimana menentukan dimensi partisi pada graf kincir angin Belanda.

1.3 Batasan Masalah

Agar pembahasan dalam penulisan skripsi ini tidak meluas, maka peneliti
akan membahas masalah dengan batasan graf yang digunakan adalah graf kincir

angin Belandan > 7dan7 <m < 9.

1.4 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan penelitian dalam penulisan skripsi ini adalah:

Untuk menentukan dimensi partisi pada graf kincir angin Belanda untuk n > 7 dan

7<m<o.

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat penelitian ini adalah diharapkan dapat memberikan kontribusi
keilmuan dalam bidang teori graf, khususnya dimensi partisi pada graf kincir angin

Belanda.

1.6 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan skripsi ini sebagai berikut:

BAB | PENDAHULUAN

Pada BAB | dibahas mengenai latar belakang masalah, rumusan masalah,

batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian dan sistematika penulisan.

BAB Il TINJAUAN PUSTAKA



Bab ini terdiri atas teori-teori yang mendukung pembahasan. Teori tersebut
meliputi definisi graf, jenis graf, dimensi partisi graf, serta teori-teori lainnya yang

mendukung.

BAB IIl HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab 111 membahas hasil utama dari tugas akhir yang memuat jumlah

partisi pembeda pada graf kincir angin Belanda untuk n > 7dan7 <m < 9.
KESIMPULAN DAN SARAN

Pada bab ini memuat kesimpulan dan saran yang diperoleh pada hasil dan

pembahasan.



BAB |1
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan beberapa definisi dan konsep dasar himpunan, teori
graf, jenis-jenis graf, serta dimensi partisi graf. Himpunan adalah kumpulan objek-
objek yang keanggotaannya dapat didefinisikan dengan jelas. Partisi dari sebuah
himpunan A adalah sekumpulan himpunan bagian tidak kosong (44, 4,, ..., A,,)dari

A sedemikian hingga:
(@ A, UA,,...=A,dan
(b) Himpunan bagian 4; saling lepas, yaitu A4; N A; = @ untuk i # j

1.1  Pengertian Graf

Berikut diberikan beberapa definisi dan contoh yang berkaitan dengan

konsep graf.

Definisi 2.1.1 Graf G merupakan suatu pasangan himpunan (V, E) dengan V
adalah himpunan hingga dan tak kosong yang anggota-anggotanya disebut titik
(vertex) dan E adalah himpunan pasangan tak terurut dari anggota-anggota V

yang berbeda disebut sisi (edge).

Himpunan titik graf G biasanya dinotasikan (G) dan banyaknya titik dari
graf G yang dinotasikan |V (G)| disebut orde dari G, sedangkan himpunan sisi graf G
biasanya dinotasikan E(G) dan banyaknya sisi dari graf G yang dinotasikan |E(G)|

disebut ukuran dari G.

Contoh 2.1

U @ Vg

v; Uy

Gambar 2. 1 Graf G



Gambar 2.1 merupakan contoh suatu graf G dengan himpunan titik V =
{v,1,v,, v3,v,} dan himpunan sisi E = {v,v3, v,v3, V,v,, V30, } Sehingga orde graf

G adalah 4 dan ukuran graf G adalah 4.

Definisi 2.1.2 Misalkan G adalah suatu graf dengan u, v € (G). Jika e = uv adalah
sisi pada graf G maka u dan v disebut bertetangga (adjacent), sedangkan u disebut

terkait (incident) dengan e, begitu pula sebaliknya yaitu e terkait dengan v.

Jumlah sisi yang terkait pada suatu titik v disebut derajat dari titik v (ditulis
deg(v)). Derajat minimum dari suatu graf G dinyatakan dengan (G) dan derajat

maksimum dinyatakan dengan A.

Definisi 2.1.3 Jalan (walk) dalam suatu graf G adalah barisan berhingga dari titik-
titik vy, v4, ..., v, dan sisi-sisi ey, eq, ... , e, di G yaitu vy, e;, v, €5, ..., €y, Uy

dimana e; terkait dengan v;-1 dan v; untuk setiap i.

Definisi 2.1.4 Lintasan adalah suatu jalan (walk) dimana tidak ada titik yang

berulang.

Lintasan yang berawal dan berakhir pada titik yang sama disebut lintasan
tertutup sedangkan lintasan yang memiliki titik awal dan titik akhir berbeda disebut

lintasan terbuka.

Definisi 2.1.5 Graf G dikatakan terhubung (connected) jika untuk setiap titik u dan

v di G terdapat suatu lintasan dari u ke v.

Gambar 2.2 merupakan contoh suatu graf G dengan himpunan titik V =
{vi,V2,V3,0,, U5} dan himpunan sisi E = {v;,v,,v3, 14,05, U6} Pada graf G
diperoleh:
i. Titik v; dan titik v, bertetangga sedangkan titik v; dan titik v5 tidak
bertetangga.
ii.  Sisi e, terkait dengan titik v, dan titik v, sedangkan sisi e; tidak terkait
dengan titik v dan titik v,.
iii.  Derajat pada titik v, adalah deg(v,) = 3. Derajat maksimum dari graf G

adalah A(G) = 3 sedangkan derajat minimum dari graf G adalah 6(G) = 1.



V. v; —e —vy, —e, — V3 —e; — v, — e, — vy Merupakan lintasan
terbuka sedangkan v, — e, — v3 — es — Vs — ey — v, Merupakan

lintasan tertutup.

Contoh 2.2
v v

2 €s 3

€3
El Ut'l-
e
ee 2

vy €4

Ug

Gambarr 2. 2 Graf G

Definisi 2.1.6 Misalkan ¢ = (V(G),E(G)) dan H = (V(H),E(H)) merupakan
suatu graf. Graf H dikatakan subgraf dari graf G jikaV (H) < V(G) dan(H) <
(G).

Definisi 2.1.7 Graf yang memiliki dua titik berderajat satu dan yang lainnya
berderajat dua disebut graf lintasan (path). Graf lintasan berorde n, dinotasikan
B,

Definisi 2.1.8 Graf siklus C,, adalah graf terhubung sederhana yang setiap titiknya

berderajat dua.

Contoh 2.3

Gambar 2. 3 Graf Pz merupakan subgraf €3



Pada Gambar 2.3 diberikan contoh subgraf H = P, dari graf G = C3
dengan (G) = {vi,v,,v3} dan(G) = {v v, vyv3, v v3}sedangkan (H) =
{vi,v,} dan (H) = {v,v,}. Karena V(H) € V(G) dan E(H) S (G) maka P,

merupakan subgraf dari C;.

Definisi 2.1.9 Misalkan ¢ = (V(G),E(G))dan H = (V(H),E(H)) merupakan
suatu graf. Subgraf maksimal H dari graf G adalah subgraf yang setiap sisi e €
E(H) dan setiap titik v € V(H) berlaku e terkait dengan v di H jika dan hanya

jika e terkait dengan v di G.

Pada Gambar 2.3 diberikan contoh subgraf H = P, darigraf G = C5. P,
merupakan subgraf maksimal dari C5 karena sisi v, v, terkait dengan titik v; dan
v, pada subgraf P,. Begitu pula sisi v;v, terkait dengan titik v; dan v, pada graf
Cs.

Definisi 2.1.10 Misalkan G = (V(G),E(G))dan H = (V(H),E(H)) merupakan
suatu graf. Graf G dan H dikatakan isomorfik jika terdapat fungsi bijektif dari
f:V(G) - V(H)dan g: E(G) - E(H) sedemikian sehingga untuk setiap sisi e
di E(G) berlaku e = v, jika dan hanya jika g(e) = f(v)f(w) denganv,w €
V(G). Jika G isomorfik dengan H ditulis G = H.

Contoh 2.4

1, 1, (R Vs

Uy Uy Uy V3
(a) Graf G (b) Graf H

Gambar 2. 4 Graf G isomorfik dengan graf H

Pada Gambar 2.4 graf G isomorfik dengan graf H atau G = H karena
terdapat fungsi satu-satu dari  f:V(G) » V(H)dang:E(G) - E(H)



didefinisikan oleh f(u;) = vy, f(uy) = vy, f(uz) = vs, dan f(u,) = v, sehingga

guuy) = v1vy, glugus) = vv3, gluauy) = Vv, dan g(uzuy) = v3v,.

I1.2  Jenis-Jenis Graf Sederhana dan Graf Khusus

Pada bagian ini diberikan definisi graf sederhana dan beberapa jenis graf

sederhana yang akan digunakan pada bab selanjutnya.

Definisi 2.2.1 Sisi paralel adalah dua sisi atau lebih yang terkait pada dua titik

yang sama.
Definisi 2.2.2 Loop adalah suatu sisi yang titik awal dan titik akhirnya sama.

Definisi 2.2.3 Misalkan G adalah suatu graf, G dikatakan graf sederhana jika G

tidak memuat sisi paralel dan loop.

Definisi 2.2.4 Graf G disebut graf terhubung jika untuk setiap u,v € (G) terdapat
lintasan dari titik u ke titik v. Jika tidak, maka G disebut graf tak terhubung.

Contoh 2.5
v, v, V1 v,
®
9 .
Vs Vs Vs vy
(a) Graf G (b) Graf H

Gambar 2. 5 Graf terhubung dan graf tak terhubung

Pada Gambar 2.5 Graf G merupakan graf terhubung dan sederhana
sedangkan graf H bukan merupakan graf terhubung karena tidak terdapat lintasan
dari titik v, ke titik lainnya. Graf H bukan merupakan graf sederhana karena

terdapat loop pada titik vsdan terdapat sisi paralel pada titik v, dan v,.



Definisi 2.2.5 Derajat suatu titik v; dalam graf G, dilambangkan “d(v;)", adalah

banyaknya sisi x € E(G) yang terkait dengan titik v; atau d(v;) = | N (vy) | .

Definisi 2.2.6 Graf lingkaran (cycle) adalah graf terhubung yang semua titiknya

berderajat 2. Graf lingkaran dengan n titik ditulis dengan Cn.

Contoh 2.6

(a) Graf Cy (b) Graf C, (c) Graf C;

Gambar 2. 6 Graf lingkaran Cn, 3 =n =5

Defenisi 2.2.7 (Graf Kincir, (Hasmawati, Pengantar Dan Jenis- Jenis Graf, 2020))
Graf kincir (windmill graph) dinotasikan W,,* adalah graf yang diperoleh dari m

kopi graf lengkap K, dengan mengambil satu titik sebagai titik bersama.

> TR

(a) Graf F, (b) Graf F;

Contoh 2.8

Gambar 2. 7 Graf kincir Fn,2 =n=3

Defenisi 2.2.8 Misalkan {G;|i€e{1,2,3,..,m}} untuk meN dan m > 2,
merupakan kumpulan graf berhingga dan masing-masing G; memiliki titik tetap v;

yang disebut terminal. Amal(G;,v,;) adalah graf yang dibentuk dengan



mengambil semua G; dan menyatukan terminalnya (Hasmawati, Nurwahyu,
Daming, & Amir, 2021).

Dengan memperhatikan pengertian graf kincir dan operasi amalgamasi dapat
diketahui bahwa graf kincir dapat didefenisikan dengan menggunakan operasi
jumlah atau operasi amalgamasi. Melalui operasi jumlah, graf kincir W,"* sama
dengan K,, + mK,_;,n = 2. Dengan operasi amalgamasi titik, graf kincir W,;* =
Amal(mK,,v).

Khususnya untuk n = 3 yakni graf kincir W™ = Amal(mCs,v) disebut graf

Persahabatan dan dinotasikan f,,.

Defenisi 2.2.8 Misalkan C,; dan v, € V(C,). Untuk m > 2, graf
Amal(Cy,y; Cra; v Cokr Vna) Vna, -0 Vnie) disebut graf kincir angin Belanda dan
dinotasikan minz,.nk- Jika m;=mnj=n untuk setiap i,j, maka
Amal(Cry; Cpz; o5 Crkor Vni» Vnzs b Vnie) disebut graf kincir Belanda seimbang,

ditulis D;* atau Amal(kC,, v) atau Amal(C,)k (Hasmawati, 2020).

Contoh 2.9

Gambar 2. 8 Graf kincir angin Belanda

11.3 Dimensi Partisi Graf (pd(G))

Untuk setiap titik v dari graf terhubung G dan S < V(G), jarak antara v
dan S adalah

d(,S)=min{d(v,x) |x € S)}
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Untuk setiap pasangan m-partisi Il = {S;,S,,...,Sm} dari V(G) dan
setiap titik v dari G, representasi v pada I1 didefinisikan sebagai m — vektor
(Irawan, 2008).

r(v| M) = (min{d (v, S;)},min{ d( v, S;)}, ... ,min{ d(v,Sm)})

Menurut (Syah, 2008), jikam — vektor r (v, IT) untuk setiap titik v pada
V(G) berbeda, maka IT disebut himpunan resolving partisi dari V(G). Dimensi
partisi dari suatu graf atau banyaknya anggota pada basis, dilambangkan dengan

pd(G), adalah kardinalitas minimum dari partisi pembeda G.

Himpunan resolving partisi dengan kardinalitas minimum disebut basis
dari G.

Contoh 2.10

Perhatikan gambar berikut.

Gambarr 2. 9 Graf Lintasan P

Ambil IT = {S;,S, } dengan

S;={v., vy}
S;={vs }

r(| M) = {(d@y,5),(d@,5)}
sedangkan

d (v1,51) =min{d (v1,v1),d (v1,v;)}

11



= min{0,1}
=0
d (v1,S,) =min{d (v, v3)}
= min {2}
=2
a1 (| 1)=(02)
r (| M) = (d (v:,5),d(©2,5,))
sedangkan
d (v,,S1) = min{d(v,, v,),d(v,,v3)}
= min{0,1}
=0
d(vy,S;) = min{d(v,, v3)}
= min {1}
=1
ar (v, | ) = (0,1)
r(vs | M) = (d(v3,$1), (d (v3,52))
sedangkan
d(v3, S1) =min{d(vs,v,),d(v3,v,)}
= min {2,1}

=1
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d(v3,Sz) =min{d(v3, v3)}

=min {0}

a1 (vg | = (1,0)

Karena representasi semua titik pada graf lintasan (P;) berbeda terhadap
1 = S;,S,, danII mempunyai jumlah anggota minimum vyaitu2, makall =
S1, S, adalah basis graf lintasan (Ps), sehingga dapat disimpulkan bahwa pd P; =
2.
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