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ABSTRAK

Nilai eigen dan vektor eigen merupakan salah satu topik dalam aljabar linear yang
banyak digunakan di berbagai pengaplikasian matriks dalam bidang sains.
Penelitian ini membahas tentang vektor eigen dua sisi pada matriks jumlah sama,
yaitu matriks yang elemen setiap baris dan elemen setiap kolomnya memiliki
jumlah yang sama. Berbeda halnya dengan matriks pada bilangan riil yang
menggunakan persamaan karakteristik dalam menentukan nilai eigen dan vektor
eigennya, dalam penelitian ini Penentuan nilai eigen dan vektor eigen dua sisi
matriks menggunakan representasi blok dari matriks. Hasil penelitian menunjukkan
bahwa representasi blok dari matriks merupakan suatu metode dengan membentuk
matriks jumlah sama terlebih dahulu, kemudian menentukan vektor eigen kanan P;
dan vektor eigen Kiri P,., maka akan didapatkan nilai eigen A2 dan P merupakan
vektor eigen dua sisi untuk M2, lebih jauh lagi dapat ditunjukkan bahwa M?P =
P diag(0,,_1,15,0,,_,) dan PM? = diag(0,,_;,A1,,0,_1)P.

Kata Kunci : Nilai Eigen, Vektor Eigen Dua Sisi, Representasi Blok, Matriks
Jumlah Sama.



ABSTRACT

Eigenvalue and eigenvector is one of topic in linear algebra which are widely used
in various application of matrix in science. This research discuss about two-sided
eigenvectors in the same number matrix, which a matrix in which the elements of
each row and the elements of each column have the same number. Different from
matrix on real numbers that uses characteristic equations in determining the
eigenvalues and their eigenvectors, in this research determination of eigenvalues
and two-sided eigenvectors of the matrix uses a block representation of the matrix..
Result of this research is show that block representation of the matrix is a method
by forming an same sum matrix first, and then determine the right eigenvector P;
and the left eigenvector P,, then we get the eigenvalues A and P is a two-sided
eigenvector for M2, further more it can be show that M?2P =
P diag(0,,_4,115,0,,_,) dan PM? = diag(0,,_;,A1,,0,_1)P.

Key word : Eigenvalue, Two-sided Eigenvector, Block Representation, Same
Sum Matrix.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Aljabar linear merupakan salah satu cabang ilmu matematika, yang
mempelajari tentang matriks, vektor, ruang vektor, transformasi linear, dan sistem
persamaan linear. Matriks pertama kali ditemukan oleh Arthur Cayley (1821-
1895), pada awalnya matriks hanya dianggap permainan sampai pada tahun 1925
matriks digunakan pada mekanika kuantum dan selanjutnya penggunaan matriks

dalam bidang sains semakin berkembang.

Nilai eigen dan vektor eigen merupakan salah satu topik dalam aljabar linear
yang dimiliki matriks bujur sangkar, yaitu matriks yang memiliki baris dan kolom
yang sama. Banyak pengaplikasian matriks pada bidang sains menggunakan nilai
eigen dan vektor eigen. Seperti pada teori kontrol, analisis getaran, sirkuit listrik,
mekanika kuantum, pemodelan matematika, dan banyak permasalahan lainnya
(Allahviranloo, 2012).

Pada umumnya matriks yang dipelajari dalam aljabar linear merupakan
matriks dengan elemen-elemen bilangan riil yang memiliki baris dan kolom, namun
terdapat pula matriks yang elemen-elemen bilangan riil yang memiliki baris dan

kolom dengan elemen setiap baris dan kolomnya memiliki jumlah yang sama.

Penentuan vektor eigen pada suatu matriks tidak lepas dari konsep sistem
persamaan linear. Pada penentuan vektor eigen dua sisi dari matriks jumlah sama

ditentukan dengan representasi blok pada matriks tersebut.

Matriks jumlah sama adalah matriks yang elemen setiap baris dan elemen
setiap kolomnya memiliki jumlah yang sama (Hill, Lettington & Schmidt, 2018).



Berbeda halnya dengan matriks pada bilangan riil yang dapat menggunakan
determinan matriks sebagai alat untuk menentukan nilai eigen dan vektor eigen dari
matriks. Pada matriks jumlah sama hanya dapat menggunakan metode representasi
blok dari matriks berdimensi ganjil atau genap untuk mendapatkan vektor eigen dua
sisinya. Berdasarkan hal ini penulis tertarik untuk mengkaji lebih jauh penentuan
vektor eigen dua sisi dari Matriks jumlah sama dengan representasi blok dari
matriks. Sehingga kajian ini dituangkan dalam bentuk tulisan skripsi dengan

rencana judul:

“Vektor Eigen Dua Sisi Matriks Jumlah Sama”

1.2 Rumusan masalah
Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah yang akan ditinjau

adalah bagaimana menentukan vektor eigen dua sisi dari matriks jumlah sama?

1.3 Batasan Masalah

Pembahasan masalah dalam skripsi ini dibatasi pada:

1. Matriks bilangan riil

2. Vektor eigen dua sisi untuk matriks M?

1.4 Tujuan Penelitian
Penulisan skripsi ini bertujuan untuk menentukan vektor eigen dua sisi dari matriks

jumlah sama.

1.5 Manfaat penelitian
Adapun manfaat dari penelitian ini adalah untuk mengetahui vektor eigen dua sisi

dari matriks jumlah sama.

1.6 Sistematika Penulisan

Tugas akhir ini terdiri dari empat bab sebagai berikut:



Bab | sebagai pendahuluan yang memuat latar belakang, rumusan masalah,
batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika
penulisan.

Bab Il membahas mengenai konsep dasar, yaitu definisi dan sifat-sifat dasar
nilai eigen dan vektor eigen pada matriks jumlah sama,

Bab Il membahas tentang hasil utama dari tugas akhir yang memuat vektor
eigen dua sisi dari matriks jumlah sama.

Bab IV memuat kesimpulan dan saran.



BAB |1

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 State Of The Art

Penelitian tentang matriks jumlah sama telah dilakukan oleh Sally L. Hill, Matthew
C. Lettington, Karl Michael Schmidt. Yang terkait erat dengan yang dikaji antara
lain penelitiannya “Blok Representation and Spectral Properties of Constant Sum

Matrice”.

Dalam penelitian Sally L. Hill, Matthew C. Lettington, Karl Michael Schmidt
(2018) diperoleh bahwa representasi blok matriks dapat membentuk matriks jumlah
sama. Penentuan vektor eigen dua sisi diperoleh dari vektor eigen kanan dan vektor

eigen Kiri dengan menggunakan metode representasi blok dari matriks.

2.2 Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Definisi 2.1 (Anton & Rorres, 2011) Misalkan A merupakan matriks berordon x n.

Vektor tak nol x pada R™ yang memenuhi persamaan
Ax = Ax

disebut vektor eigen dari A, dan scalar A disebut nilai eigen dari A. Dan x disebut

sebagai vektor eigen yang bersesuaian dengan A.

Kemudian untuk menentukan nilai eigen secara umum pada matriks A
berordo n X n. Pertama persamaan Ax = Ax dapat ditulis sebagai Ax = Alx atau

juga dapat ditulis sebagai berikut,
Ax —Alx =0
Atau

(A=ADx =0



Karena x merupakan vektor tak nol di R™, maka untuk mendapatkan solusi tak
trivial, maka determinan dari A — Al harus sama dengan nol. Berdasarkan hal
tersebut, maka nilai eigen matriks A memenuhi sifat sebagaimana dinyatakan pada

Teorema 2.1.

Teorema 2.1 (Anton & Rorres, 2011) jika A merupakan matriks berordo n X n,
maka A merupakan nilai eigen dari A jika dan hanya jika memenuhi persamamaan
berikut,

det(Al —A4) =0

Persamaan ini disebut persamaan karakteristik dari A. Bila diperluas maka
det(AI — A) = 0 adalah polinom karakteristik dari A.

Contoh 2.1

5 6

Misalkan diberikan matriks A = 7 4

Berdasarakan teorema 2.1 maka persamaan karakteristik yang berkaitan dengan

matriks 4 adalah:
det(Al —4) =0
Atau

A-5 6 |_
7 A-4

Sehingga diperoleh,
1-51-4)-6-7=0
A2—-91-22=0
A-11)A+2)=0

Jadi nilai eigen dari A adalah A = 11 dan A = —2.



Teorema 2.2(Anton & Rorres, 2011) Jika A adalah suatu matriks n X n dan A
adalah suatu bilangan riil, maka pernyataan-pernyataan berikut ini adalah

ekuivalen.

(i) A adalan nilai eigen dari A.
(if) Sistem persamaan (Al — A)x = 0 memiliki solusi nontrivial
(iii) Terdapat suatu vektor taknol x pada R™ sedemikian sehingga Ax = Ax.

(iv) A adalah suatu solusi dari persamaan karakteristik det(1l — A) = 0.

Selanjutnya penentuan vektor eigen xdari A dilakukan dengan

menggunakan persamaan berikut,
AU —-A)x=0
dengan x merupakan vektor di dalam ruang solusi sistem linier (Al — A)x = 0.

Contoh 2.2
) . . _[5 6
Jika diberikan matriks A = [7 4

Pada Contoh 2.1 telah ditemukan persamaan karakteristik dari A, yaitu
A1-11)1+2)=0

Kemudian diperoleh nilai eigen dari A adalah 4 = 11 dan A = —2. Berdasarkan
nilai eigen tersebut, terdapat dua ruang eigen dari A, dimana setiap ruang eigen

bersesuaian dengan satu nilai eigen.

Berdasarkan definisi 2.1 x merupakan vektor eigen dari A berdasarkan nilai
eigen A jika dan hanya jika x bukan merupakan solusi trivial dari (AI — A)x = 0,

sehingga dapat ditulis,
RS | S EaF

Untuk 2 = 11, maka didapatkan



7 Sl =1

Sehingga diperoleh solusi

Jika dituliskan dalam bentuk matriks

X111

[Xz] N [1] t
Maka vektor eigen dari A untuk 2 = 11 adalah [ﬂ

Selanjutnya jika A = —2, dengan menggunakan cara yang sama dengan A = 11,

7
diperoleh nilai eigen dari A untuk A = —2 adalah [El.
1

2.3 Matriks Jumlah Sama

Definisi 2.2 (Hill, Lettington, & Schmidt, 2018) Matriks M berukuran n x n,
dinotasikan M € R™*™ disebut matriks jumlah sama dengan bobot w jika elemen
setiap baris dan elemen setiap kolom berjumlah nw. Jika jumlah elemen diagonal
utama juga berjumlah nw, maka matriks M disebut matriks jumlah sama diagonal.
Jika M matriks jumlah sama bukan matriks jumlah sama diagonal maka disebut

matriks jumlah sama non diagonal.

Definisi 2.3 (Hill, Lettington, & Schmidt, 2018) Misalkan M adalah matriks jumlah

sama n x n bobot w.

(a). Matriks M disebut berasosiasi jika setiap entri dan entri cerminannya berkenaan

dengan pusat matriks tambahkan ke 2w, yaitu, jika
Mij+Mn+1—i,n+1—j:2W (i,jE{l,.., N})

(b). Matriks M disebut seimbang (atau centro-simetris) jika setiap entri sama

dengan entri cerminannya terhadap pusat matriks, yaitu,



Mij-Mn+7-in+1-;=0

Sifat ini dapat diekspresikan secara ekuivalen dengan cara yang lebih mudah

menggunakan ketentuan berikut.

Misalkan 1, € R" menjadi vektor yang memiliki semua entri sama dengan 1.
Misalkan &, = (1){}j=; € R™*™ merupakan matriks n x n yang memiliki semua
entri sama dengan 1.Selain itu, misalkan J,, = (6jn+1-j)ij=1 € R**™ , dengan &
adalah delta Kronecker, merupakan matriks n x n yang memiliki entri 1 di
antidiagonal dan 0 untuk elemen yang lain. Kemudian, akan digunakan notasi Oy

untuk vektor nol di R", 0,, = (0);};=; untuk matriks nol n x n dan I, = (6;;)j=1

untuk matriks satuan n x n.

Contoh 2.2. Misalkan diberikan matriks

11 -11 -11 11 9

-10 10 10 -10 -6

-8 8 8 -8 0

_ 7 -7 -7 7 -3
M = 3 -3 -3 3 -7
0 0 0 0 8

6 -6 —6 6 10

-9 9 9 -9 -11

Matriks M adalah matriks jumlah sama yang berasosiasi. Hal ini dibuktikan dengan

(i, e{1,..,N}).

-10
11

-11

menunjukkan bahwa persamaan Mj; + Mn + ;- » + 1 —; = 2w berlaku

Dengann =38
o Mig + Msg
=11+ (-11) =0
o Mi+ Mgy
= (-11) +11=0
e Miz+ Mg

=(-11) +11=0



M14 + Mgs
=11+ (-11) =0
Mis + Msa
=9+ (-9)=0
Mis + Ms3
=(-9)+9=0
Mi7 + Ms2
=(-99+9=0
Mig + Ms1
=9+ (-9 =0
M21 + M7

= (-10)+ 10 =0
M2z + M7z
=10+ (-10)= 0
Mzz + M7e
=10+ (-10) = 0
Mz24 + M7s

= (-10) +10=0
Mas + M74

=(-6)+6=0
M2e + M73

=6+(-6)=0



M2z + M2
=6+ (-6)=0
Mas + M71
=(-6)+6=0
Ms1 + Meg
=(-8)+8=0
M3z + Me7
=8+ (-8)=0
Msz + Mes
=8+ (8) =0
Mzs + Mes
=(-8)+8=0
Mss + Meas
=0+0=0

Mzs + Me3

Ms7 + Me2
=0+0=0
Msg + Me1
=0+0=0
M1 + Msg

=7+(-7)=0
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Maz + Ms?
=(-7)+7=0
Maz + Mse
=(-7)+7=0
Mas + Mss
=7+(-7)=0
Mas + Msa
=(-3)+3=0
Mas + Ms3
=3+(-3)=0
Ma7 + Ms
=3+(-3)=0
o Mg+ Ms;

=(-3)+3=0

Dari hasil diatas dapat disimpulkan bahwa matriks M merupakan matriks jumlah

sama yang berasosiasi dengan bobot 0.
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2.4 Vektor Eigen Dua Sisi Matriks

Definisi 2.4 (Joy, 2000) Diberikan nilai eigen A, vektor eigen ¥ yang memenuhi
A7 =27 disebut vektor eigen kanan untuk matriks A yang bersesuaian dengan nilai
eigen A. Jika A4, 4,, ..., A, adalah nilai egen dan #,,7,, ..., 7. adalah vektor eigen
kanan yang bersesuaian , maka vektor eigen kanan membentuk basis dari ruang
vektor. Jika ruang vektor ini berdimensi n, maka dapat dibuat matriks R berukuran

n x n yang kolomnya merupakan komponen dari vektor eigen kanan.

Definisi 2.5 (Joy, 2000) Diberikan nilai eigen 4, vektor eigen fyang memenuhi
ITA =2AIT disebut vektor eigen Kiri untuk matriks A yang bersesuaian dengan nilai

eigen A. Jika A4, 1,, ..., A,- adalah nilai egen dan 71, 72, s Tr adalah vektor eigen Kiri
yang bersesuaian , maka vektor eigen Kiri membentuk basis dari ruang vektor. Jika
ruang vektor ini berdimensi n, maka dapat dibuat matriks L berukuran n x n yang

barisnya merupakan komponen dari vektor eigen Kiri.

Vektor eigen dua sisi matriks berarti kolom-kolom matriks adalah vektor eigen
kanan dari matriks M , sedangkan baris-barisnya adalah vektor eigen Kiri dari
matriks M. Penentuan vektor eigen kanan dan vektor eigen kiri untuk matriks M? ,
Vektor eigen kanan ditempatkan pada kolom sebelah kanan dari vektor untuk

membentuk matriks 2n x 2

B,
1% —JnXx
" <A1> - (g %) @y
Gy
Dimana 4, = (z" ::1) dan B; dan C; adalah (n — 1) x 2 matriks sehingga
n
— _ (1 0
Ci = Jn-1B103 (dengan o3 = (0 _1))-

Asumsi bahwa v,,, x; # 0, sehingga matriks A, teratur. Susunan di bawah ini dapat
digeneralisasikan untuk kasus di mana A, adalah matriks biasa yang terdiri dari dua

baris P; (dan memang selalu dapat menemukan dua baris bebas linier P; karena
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kolomnya tidak bebas linier), tetapi akan diambil baris tengah berikut ini untuk

penyederhanaannya.

Didefinisikan :

ﬁl = _P1A1_1 (22)

Demikian pula, matriks vektor eigen kiri ditetapkan :

P= (7 ~0) (2:3)

Yn

y _zZI) adalah tetap, didefinisikan:
n

dan asumsikan y,,u; # 0, sehingga 4, = (

pz = _P2A2_1 (24)

Contoh 2.3. Jika diberikan u” = (2,—4,-8,10),x = 2u, v = y" = (1,-1,-1,1)
€ R*

maka vektor eigen kanan P, dapat ditentukan berdasarkan persamaan (2.2)

dengan A; ! dan —P; adalah sebagai berikut:

A, = (Un _xl)
1= Un X1
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Kemudain vektor eigen kiri P, dapat ditentukan berdasarkan persamaan (2.4)

dengan 4, ' dan —P, adalah sebagai berikut:

=G )

=G )

-G %)

242 \—-1 1
1,2 2
Z(—1 1)
1 1
_[2 2
-1 1
4 4

y _Jnu)

P =

2 Jny u
1 —10
-1 8
-1 4

1 -2
=l 1 2
-1 -4
\1 8
1 10
B, = —P,A,7!
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2.5 Alur Kerja

—._.. Representasi Blok Matriks

hJ

Menentukan Matriks Jumlah

Sama

l

Menentukan Vektor Eigen
Kanan dan Vektor Eigen Kin

l

Menentukan Vektor Eigen
Dhua Sis1 Matriks
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Gambar 2.1 Alur Kerja



