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ABSTRAK

Sukmawati. Beberapa Sifat Nilai Eigen dan Invers Matriks Toeplitz (dibimbing

oleh Budi Nurwahyu dan Jusmawati Massalesse)

Matriks Toeplitz adalah matriks yang sirkulan dimana setiap unsur pada

diagonal utamanya adalah sama dan setiap unsur pada subdiagonal yang

bersesuaian dengan diagonal utamanya juga sama dan tij adalah entri-entri yang

terletak di baris ke i dan kolom ke j, dinotasikan dengan tij = ti−j untuk i ≠ j dani, j = 1,2,3, … , n.
Pada penulisan ini dibahas mengenai matriks Toeplitz yang terdapat

beberapa sifat yang dapat dikembangkan dari keberadaan matriks Toeplitz,

termasuk diantaranya adalah sifat nilai eigen didalam matriks Toeplitz, untuk

nilai eigen Tn dan {λ1, λ2, … , λn} untuk suatu , ϵ ℝ dan syarat cukup invers

Matriks Toeplitz.

Kata Kunci : Matriks Toeplitz, Nilai Eigen Toeplitz, Invers Toeplitz.
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ABSTRACT

Sukmawati. Some Properties Of Eigenvalues and inverse Toeplitz Matrices

(supervised by Budi Nurwahyu dan Jusmawati Massalesse)

The Toeplitz matrix is a circular matrix where each element on the main

diagonal is the same and each element on the subdiagonal corresponding to the

main diagonal is also the same and tij are entries located in row i and column j,

denoted by tij = ti−j for i ≠ j and i, j = 1,2,3, … , n.
in this paper discussed regarding the Toeplitz matrix, there are

several properties that can be developed from the existence of the Toeplitz matrix,

including the nature of the eigenvalues in the Toeplitz matrix, for eigenvalues Tn
and {λ1, λ2, … , λn} for r, α ϵ ℝ an inverse and sufficient condition of the Toeplitz

Matrix.

Keywords : Toeplitz Matrix, Toeplitz Eigenvalue, Toeplitz Inversion
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang
Matematika merupakan ilmu pengetahuan dasar yang dibutuhkan oleh

masyarakat dalam kehidupan sehari-hari baik secara langsung maupun tidak

langsung. Matematika juga merupakan salah satu ilmu pengetahuan yang

mengalami perkembangan seiring dengan perkembangan ilmu pengetahuan

lainnya. Matematika memiliki peran yang sangat penting pada ilmu-ilmu

pengetahuan lainnya, seperti fisika, kimia, biologi, ekonomi dan lain-lain. Adapun

konsep perhitungan manusia terangkum dalam ilmu matematika.

Salah satu cabang ilmu matematika yang sangat penting adalah aljabar.

Aljabar berasal  dari bahasa arab yaitu “al-jabr” yang berarti “pertemuan atau

hubungan atau penyelesaian”. Penemu aljabar adalah Abu Abdullah Muhammad

Ibn Musa Al-Khwarizmi. Aljabar memiliki pokok permasalahan untuk

dikembangkan lebih lanjut lagi, salah satunya yaitu aljabar linier.

Salah satu cabang ilmu matematika adalah aljabar linear yang di dalamnya

membahas mengenai matriks. Sejalan dengan perkembangan ilmu pengetahuan,

aplikasi matriks banyak dijumpai dalam kehidupan sehari-hari, misalnya pada

aplikasi perbankan yang senantiasa berhubungan dengan angka-angka, dalam

dunia olahraga seperti penentuan klasemen suatu pertandingan, dalam bidang

ekonomi biasa digunakan untuk menganalisa input dan output seluruh sektor

ekonomi.

Dalam teori matriks terdapat berbagai macam bentuk matriks, salah satu

diantaranya adalah Matriks Toeplitz. Matriks ini dinamakan Toeplitz untuk

menghormati Otto Toeplitz Profesor Matematika yang dilahirkan di Jerman tahun

1881 . Otto Toeplitz diusir oleh Nazi karena dia seorang Yahudi dan wafat di

Israel.Didalam matriks bujur sangkar entri-entrinya dapat diatur secara khusus,

pengaturan tersebut dilakukan oleh Otto Toeplitz sehingga disebut Matriks

Toeplitz. Didalam matriks  Toeplitz terdapat beberapa sifat yang dapat

dikembangkan dari keberadaan matriks Toeplitz, termasuk diantaranya adalah



2

sifat nilai eigen didalam matriks Toeplitz dan beberapa sifat yang menyangkut

invers Matriks Toeplitz.

Matriks Toeplitz pada dasarnya memiliki operasi yang sama dengan

matriks biasa hanya saja pada matriks Toeplitz mempunyai struktur dan sifat yang

khusus, karena setiap entri pada diagonal utama bernilai sama begitupun dengan

entri pada subdiagonal yang bersesuaian dengan diagonal utama juga bernilai

sama. Ditinjau dari ukurannya, matriks ini merupakan jenis matriks bujursangkar

karena memiliki ukuran atau dengan kata lain jumlah baris dan kolomnya

sama.

Invers mempunyai peranan penting dalam menyelesaikan beberapa

persoalan dalam matriks dan banyak dipergunakan dalam ilmu matematika

maupun ilmu terapannya. Permasalahan dalam mencari invers matriks biasanya

berhubungan dengan ukuran matriks, semakin besar ukuran matriks akan semakin

sulit untuk menentukan invers dari matriks tersebut, sehingga dibutuhkan sifat

atau formula yang tepat untuk menentukan invers dari suatu matriks. Salah satu

kegunaan invers dari suatu matriks adalah untuk menyelesaikan sistem persamaan

linier.

Pada Tahun 1991, Kouachi telah melakukan penelitian mengenai “nilai

eigen dan vektor eigen dari matriks tridiagonal dengan entri-entri diagonalnya

tidak konstan”. Selanjutnya, pada Tahun 2005 Gray dan Robert juga melakukan

penelitian mengenai teori matriks dengan judul “Toeplitz and Circulant Matrices”.

Pada tahun 2015, penulis juga telah melakukan penelitian mengenai “invers

matriks Toeplitz tridiagonal”. Safruddin (2015) telah melakukan penelitian

mengenai “nilai eigen pada matriks simetris menggunakan faktorisasi QR”. Bakti

Siegar, Sdkk (2014) melakukan penelitian “invers suatu matriks toeplitz

menggunakan metode adjoin”. T H Jones, dkk (2016) melakukan penelitian

mengenai “inverse eigenvalue problems for checkerboard Toeplitz matrices”.

Berdasarkan uraian tersebut penulis bermaksud untuk melakukan penelitian

dengan judul “Beberapa Sifat Nilai Eigen dan Invers Matriks Toeplitz”.
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1.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah yang akan diselesaikan dalam penelitian ini yaitu

bagaimana cara menentukan nilai eigen dan syarat cukup invers matriks Toeplitz.

1.3 Batasan Masalah
Penelitian ini dibatasi dengan penentuan syarat cukup invers matriks

Toeplitz ukuran .

1.4 Tujuan Penulisan
Tujuan dilakukannya penelitian ini adalah untuk menentukan nilai eigen

dan syarat cukup invers matriks Toeplitz.

1.5 Manfaat Penulisan
Berdasarkan rumusan masalah dan tujuan penelitian, maka manfaat

dilakukannya penelitian ini yaitu:

1. Memperluas pengetahuan dan pengembangan keilmuan dalam bidang ilmu

matematika khususnya  mengenai perkembangan dari Aljabar.

2. Sebagai sarana penulis dalam mengembangkan ilmu pengetahuan yang

selama ini menjadi bidang ilmu yang dipelajari

3. Sebagai rujukan atau sumber referensi bagi pembaca untuk penelitian

selanjutnya dan dapat memberikan motivasi dalam mempelajari dan

mengembangkan ilmu matematika dibidang aljabar khusunya tentang

matriks toeplitz.



4

BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab  ini akan dibahas beberapa definisi, istilah, jenis-jenis serta

konsep-konsep dasar matriks yang akan digunakan pada bab-bab selanjutnya.

2.1 Matriks.

Definisi 2.1 Matriks adalah susunan segi empat siku-siku dari bilangan-bilangan.

Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri dalam matriks.

(Howard Anton, 1987: 22).

Sehingga, dengan kata lain matriks merupakan susunan dari bilangan

bilangan yang diatur dalam baris dan kolom yang berbentuk persegi atau persegi

panjang. Bilangan-bilangan tersebut dinamakan elemen penyusun matriks dan

diapit oleh tanda kurung siku  atau kurung biasa. Ukuran dari matriks dijelaskan

dengan menyatakan banyaknya jumlah baris dan banyaknya jumlah kolom atau

biasa disebut dengan ordo dan nama matriks ditulis dengan huruf kapital. Bentuk

umum dari suatu matriks yang berordo adalah:

= ⋮ ⋮ ⋮ ⋯⋯… ⋮…
Dengan disebut elemen matriks pada baris ke-i dan kolom ke-j. Jika

m=n maka matriks tersebut dinamakan juga matriks bujur sangkar (Munir,

2010:98).

2.2 Jenis-jenis Matriks

Pada bagian ini akan dibahas beberapa jenis matriks yang akan digunakan

pada penelitan ini diantaranya:

Definisi 2.2.1 Ukuran suatu matriks dinyatakan dalam bentuk baris dan kolom.

Suatu matriks yang terdiri dari satu kolom disebut matriks kolom. Suatu matriks

yang hanya terdiri dari satu baris disebut matriks baris (Anton dan Rorres,

2004:26).
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= ⋮ , = ( … )
Matriks adalah matriks kolom. Sedangkan matriks adalah matriks baris.

Contoh 2.2.1 Berikut ini contoh matriks kolom dan baris.

= 123 , = (2 3 4)
Definisi 2.2.2 Matriks Bujur Sangkar ialah matriks yang jumlah baris sama

dengan jumlah kolom atau berukuran × . Pada matriks bujur sangkar

dikenal istilah elemen diagonal yaitu elemen 11, 22, 33 dan seterusnya (Aini

dan Utami, 2013:22).

=
Definisi 2.2.3 Matriks diagonal adalah matriks bujur sangkar  yang semua

elemen-elemen penyusun selain diagonal utamanya bernilai nol (Sembiring,

2003: 19).

Contoh 2.2.3 Berikut ini contoh matriks diagonal.

= 2 0 00 3 00 0 1
Definisi 2.2.4 Matriks identitas adalah matriks diagonal yang elemen-elemen

pada diagonal utama bernilai satu (Sembiring, 2003: 19). Matriks Identitas juga

disebut  matriks satuan dan disimbolkan dengan .

Contoh 2.2.4 Berikut ini contoh matriks identitas berukuran 2 x 2 dan 3 x 3.

3 = 1 00 1 3 = 1 0 00 1 00 0 1
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Definisi 2.2.5 Matriks skalar adalah matriks diagonal yang semua elemen pada

diagonal utama bernilai sama, tetapi selain nol (Mahmud ‘Imrona, 2013: 3).

Contoh 2.2.5 Berikut ini contoh matriks Skalar berukuran 2 x 2 dan 3 x 3.

= 3 00 3 = 5 0 00 5 00 0 5
Definisi 2.2.6 Transpose Matriks adalah matriks maka transpose dari A

dinyatakan dengan , didefinisikan sebagai matriks yang didapatkan

dengan menukarkan baris-baris dan kolom-kolom dari A sehingga kolom pertama

dari adalah baris pertama dari A, kolom kedua dari adalah baris kedua

dari A, dan seterusnya.(Anton dan Rorres 2004).

Contoh 2.2.6 Berikut ini contoh transpose matriks  berukuran 2 x 3.

= 2 3 41 3 5 , = 2 13 34 5
Definisi 2.2.7 Matriks simetris adalah matriks bujur sangkar yang sama dengan

transposenya yaitu = (Mahmud ‘Imrona, 2013: 3).

Contoh 2.2.6 Berikut ini contoh matriks simetris.

= 1 2 02 9 40 4 3
Perhatikan bahwa 12 = 21 = 2, 13 = 31 = 0, 23 = 32 = 4
2.3 Operasi Matriks

Pada dasarnya operasi pada matriks sama dengan operasi matematika biasa.

Beberapa operasi matriks yang umum digunakan antara lain:
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2.3.1 Penjumlahan Matriks

Dua buah matriks dapat dijumlahkan atau dikurangkan apabila berukuran

sama. Sehingga penjumlahan matriks dapat dioperasikan hanya pada matriks-

matriks yang memiliki orde sama. Setiap elemen pada baris ke- dan kolom ke-

dijumlahkan dengan matriks lain pada baris ke- dan kolom ke- pula.

(Sembiring, 2003: 20)

Contoh 2.3.1 Berikut ini contoh penjumlahan matriks.

+ = 1 3 34 1 25 6 1 + 2 3 41 2 53 4 2 = 3 6 75 3 78 10 3
2.3.2 Pengurangan Matriks

Sama halnya dengan penjumlahan matriks, pengurangan matriks juga

hanya dapat dioperasikan pada matriks-matriks yang berorde sama. Cara

pengurangan matriks juga sama dengan penjumlahan matriks yaitu setiap elemen

pada baris ke- dan kolom ke- dikurangkan dengan matriks lain pada baris ke-

dan kolom ke- pula.

Contoh 2.3.2 Berikut ini contoh pengurangan matriks.

− = 5 2 34 5 25 4 5 − 1 1 42 3 33 1 2 = 4 1 −12 2 −12 3 3
2.3.3 Perkalian Matriks dengan Matriks

Jika adalah matriks dan adalah matriks , maka hasil kali

adalah matriks yang entri-entrinya ditentukan sebagai berikut: untuk

mencari entri dalam baris dan kolom dari   pilihlah baris dari matriks dan

kolom pada matriks . Kalikanlah entri-entri yang bersesuaian dari baris dan

kolom tersebut bersama-sama dan kemudian tambahkanlah hasil kali yang

dihasilkan. (Howard Anton, 1987: 25).

Perkalian matriks dengan matriks hanya dapat dioperasikan jika

banyaknya kolom dari matriks pertama sama dengan banyaknya baris pada
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matriks kedua, jika syarat tersebut tidak terpenuhi, maka hasil kali tidak dapat

didefinisikan. Perkalian matriks dengan matriks ini tidak bersifat komutatif atau≠ .

Contoh 2.3.3 Berikut ini contoh perkalian matriks.

∗ = 1 2 34 1 25 4 1 2 3 44 2 33 4 2 = 22 19 1618 22 2329 27 34
2.4 Matriks Toeplitz

Definisi 2.4.1 Matriks Toeplitz adalah matriks yang sirkulan dimana setiap unsur

pada diagonal utamanya adalah sama dan setiap unsur pada subdiagonal yang

bersesuaian dengan diagonal utamanya juga sama dan adalah entri-entri yang

terletak di baris ke i dan kolom j.Robert (2005) .

Tn = (tij) = ⎣⎢⎢⎢
⎡ a0 a−1 a−2a1 a0 a−1a2 a1 a0⋮ ⋱ ⋱an−1 an−2 …

… a1−n⋱ a2−n⋱ ⋮⋱ ⋮… ao ⎦⎥⎥⎥
⎤

Contoh 2.4.1 Berikut ini contoh matriks Toeplitz.

3 = 1 2 34 1 25 4 1

2.4.2 Sifat matriks Toeplitz

Adapun sifat matriks Toeplitz yaitu sebagai berikut:

1. Berbentuk matriks bujursangkar  yang berorde .

2. Semua unsur pada diagonal utama bernilai sama, dinotasikan dengan= = − untuk = dan , = 1,2,3, … ,
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3. Semua unsur pada subdiagonal atau unsur diatas diagonal dan dibawah

diagonal bernilai sama, dinotasikan dengan = − untuk ≠ dan, = 1,2,3, … , .
4. Penjumlahan pada matriks Toeplitz hasilnya akan tetap berbentuk matriks

Toeplitz.

Contoh:

3 = 2 3 41 2 36 1 2 , 3 = 5 2 21 5 24 1 5
3 + 3 = 2 3 41 2 36 1 2 + 5 2 21 5 24 1 5 = 7 5 62 7 510 2 7

5. Pengurangan pada matriks Toeplitz hasilnya akan tetap berbentuk matriks

Toeplitz.

Contoh:

3 = 5 2 31 5 22 1 5 , 3 = 2 3 41 2 33 1 2
3 − 3 = 5 2 31 5 22 1 5 − 2 3 41 2 33 1 2 = 3 −1 −10 3 −1−1 0 3

6. Perkalian pada 2 matriks Toeplitz belum tentu hasilnya toeplitz

Contoh:

3 = 1 2 34 1 25 4 1 , 3 = 2 3 11 2 33 1 2
3 ∗ 3 = 1 2 34 1 25 4 1 ∗ 2 3 11 2 33 1 2 = 13 10 1315 16 1117 24 19

2.5 Matriks Toeplitz Simetris

Definisi 2.5.1 Matriks Toeplitz Simetris merupakan matriks toeplitz yang setiap

entri diagonalnya sama dan entri = untuk setiap , = 1,2,3, … . , .

Secara umum matriks Toeplitz  simetri dapat ditulis sebagai berikut:
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= = ⎝⎜
⎛ 0 −1 −2 ⋯ 1−−1 0 −1 ⋯ 2−−2 −1 0 ⋯ ⋮⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮1− 2− ⋯ ⋯ 0 ⎠⎟

⎞
Contoh 2.5.1 Berikut ini contoh matriks Toeplitz simetris

3 = 1 2 32 1 23 2 1
2.5.2 Sifat matriks Toeplitz simetris

Adapun Sifat matriks Toeplitz simetris yaitu sebagai berikut:

1. Berbentuk matriks bujursangkar  yang berorde  n.

2. Semua unsur pada diagonal utama bernilai sama, dinotasikan dengan= = − untuk = dan , = 1,2,3, … ,
3. Semua unsur pada subdiagonal atau unsur diatas diagonal dan dibawah

diagonal bernilai sama, dinotasikan dengan = +1, +1. Untuk =
− < , dan = − >

4. Penjumlahan pada matriks Toeplitz hasilnya akan tetap berbentuk matriks

Toeplitz simetris.

Contoh:

3 = 1 3 23 1 32 3 3 , 3 = 2 4 24 2 42 4 2
3 + 3 = 1 3 23 1 32 3 3 + 2 4 24 2 42 4 2 = 3 7 47 3 74 7 3

7. Pengurangan pada matriks Toeplitz hasilnya akan tetap berbentuk matriks

Toeplitz.

Contoh:

3 = 5 2 32 5 23 2 5 , 3 = 2 5 45 2 54 5 2
3 − 3 = 5 2 32 5 23 2 5 − 2 5 45 2 54 5 2 = 3 −3 −1−3 3 −3−1 −3 3
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8. Perkalian pada matriks Toeplitz simetris hasilnya tidak berbentuk matriks

Toeplitz, kecuali semua nilai entri-entrinya selain diagonal utamanya sama.

Contoh:

3 = 1 2 32 1 23 2 1 , 3 = 2 3 13 2 31 3 2
3 ∗ 3 = 1 2 32 1 23 2 1 2 3 13 2 31 3 2 = 11 16 139 14 913 16 11

2.6 Nilai Eigen

Jika A adalah sebuah matriks , maka sebuah vector yang tak nol di

dinamakan sebuah vector eigen (eigen vector) dari A jika Ax adalah kelipatan

scalar dari x yaitu: = ë
Untuk suatu scalar ë. Scalar ë dinamakan nilai eigen dari A dan x dikatakan

sebuah vector eigen yang bersesuaian dengan ë (Anto,1998:277).

Untuk mencari nilai eigen dari matriks A yang berukuran maka

dituliskan kembali = ë= ë(ë − ) = 0
Agar ë menjadi nilai eigen maka harus ada penyelesaian tidak nol dari

persamaan diatas dan persamaan tersebut akan mempunyai penyelesaian tidak nol

apabila det (ë − ) = 0.
Persamaan diatas dinamakan persamaan karakteristik dari , scalar ë yang

memenuhi persamaan tersebut adalah nilai eigen dari A.
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2.7 Invers Matriks

Definisi 2.7.1 Misalkan A dan B adalah matriks bujursangkar. Matriks B disebut

invers matriks A jika AB = BA = I dimana I adalah matriks identitas ,ditulis= (Anton dan Rorres, 2004).

Jika | | ≠ 0, maka: −1 = 1det( ) ( )
Dengan ( ) adalah transpose dari matriks kofaktor.


