KONSTRUKSI POSISI-P DARI PERMAINAN

WYTHOFF

SKRIPSI

OLEH :

MUHLIS MAULA NA IBRAHIM
H 111 07 004

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
UNIVERSITAS HASANUDDIN
MAKASSAR
2013



KONSTRUKSI POSISI-P DARI PERMAINAN
WYTHOFF

SKRIPSI

Diajukan sebagai salah satu syarat untuk memperolgiar sarjana sains pad
Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan limu Pgetahuan Alam
Universitas Hasanuddin
Makassar

OLEH :

MUHLIS MAULA NA IBRAHIM
H 111 07 004

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
UNIVERSITAS HASANUDDIN
MAKASSAR
2013



LEMBAR KEOTENTIKAN

Saya yang bertanda tangan di bawah ini menyatakan dengan

sesungguh-sungguhnya bahwa skripsi yang saya buat dengan judul :

“KONSTRUKSI POSISI-P DARI PERMAINAN
WYTHOFF”

Adalah benar hasil kerja saya sendiri, bukan hasil plagiat dan belum pernah

dipublikasikan dalam bentuk apapun.

Makassar, 10 Juni 2013

MUHLIS MAULANA IBRAHIM

NIM: H 111 07 004



KONSTRUKSI POSISI-P DARI PERMAINAN
WYTHOFF

oDiAetu.J'u.i oleh:

Pembimbing Utama Pembimbing Pertama
N i
- /’:,://
Dr. Loeky Haryanto, MS., MSc., MAT. Dr. Amir Kamal Amir, M.Se.
NIP. 19550915 198303 1 003 NIP. 19680803 199202 1 001

Pada Tanggal : 10 Juni 2013

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
UNIVERSITAS HASANUDDIN
2013



Pada hari ini, Senin tanggal 10 Juni 2013, Panitia Ujian Skripsi menerima dengan
baik skripsi berjudul :

“KONSTRUKSI POSISI-P DARI PERMAINAN
WYTHOFF”

yang diajukan untuk memenuhi salah satu syarat guna memperoleh gelar Sarjana

Cainc Denaram Qf!-d; NMaotamatil-a ln-nnn—_ WAt pmanteten BEA

Makassar, 10 Juni 2013

PANITIA UJIAN SKRIPSI

1. Ketua : Drs. Khaeruddin, M.Sc.

2. Sekretaris : Dr. Mawardi, S.Si., M.Eng.

3. Anggota :Drs. Muh. Zakir, M.Si.

4. Anggota :Dr.LoekyHaryanto,MS., MSc.,MAT.

5. Anggota :Dr. Amir Kamal Amir, M.Sc.

Vi



KATA PENGANTAR

D

Alhamdulillah dengan rasa syukur kehadirdiah SWT. yang dengan
limpahan rahmat dan inayah-Nya. Skripsi denganljtifonstruksi Posisi-P dari
Permainan Wythoff*, dapat penulis selesaikan daisyaAllahbermanfaat. Salam
dan shalawat penulis haturkan atas junjuniabi Besar Muhammad SAW,
sebagai satu-satunya panutan dalam menjalankadugemn dunia dan akhirat.

Dalam penyelesaian skripsi ini, penulis menyadapesuhnya bahwa
skripsi ini memerlukan proses dan pengorbanan yaiaglah sedikit. Berbagai
macam hambatan dan kendala penulis bisa rasakarsetaua itu dapat dilalui
berkat do’a dan dorongan motivasi dari Ayah damdiautercintaAlimuddin dan
Haslia. Kakak penulis:Suryanti Nickita dan Fitria Wirawinarni . Keponakan
penulis:Irgi, Vigra, Fitrah, Vika, danMaisa beserta keluarga besar lainnya.

Ucapan terimakasih dan penghargaan yang setingggitiya penulis
ucapkan juga kepada:

1. Bapak Dr. Loeky Haryanto, MS., M.Sc., MAT. dan BapakDr. Amir
Kamal Amir, M.Sc. selaku dosen pembimbing penulis. Beliau merupakan
dosen-dosen pembimbing yang sangat luar biasaetemtasa meluangkan
waktu buat Penulis. Beliau juga telah banyak merkaer arahan,
bimbingan dan motivasi yang luar biasa serta membamtoh pribadi

pekerja yang pantang menyerah.

vii



. BapakDrs. Khaeruddin, M.Sc., bapakDr. Mawardi, S.Si., M.Eng., dan
bapakDrs. Muh. Zakir, M.Si., selaku dosen penguji yang selama seminar
telah banyak memberikan kritikan, saran dan masykag sangat berguna
dalam perbaikan skripsi ini.

. BapakDr. Nurdin, M.Si., selaku dosen pengajar telah banyak memberikan
masukan positif bagi penulis untuk senantiasa leedadam ruang lingkup
penyelesaian skripsi.

. BapakMuh. Nur, M.Si., selaku dosen pengajar sekaligus senior dan sahabat
buat penulis. Beliau telah banyak menginspirasufpemaik dalam kata dan
perbuatan. Beliau juga banyak memberikan araharjvasg candaan
sehingga penulis betah untuk tetap berada dalaghkuimgan penyelesaian
skripsi.

. Ibu Dr. Hasmawati, M.Si., selaku ketua jurusan Matematika FMIPA Unhas
dan seluruh Dosen Jurusan Matematika FMIPA Unhas ihu yang telah
diberikan kepada penulis selama masa perkuliahan.

. Ibu Prof. Dr. Hj. Dirayah R. Husain, DEA., yang telah memberikan
inspirasi kepada penulis tentang profesionalismantdauatu tindakan dan
tanggung jawab.

. Pak Nasir dan PakSutamin slaku pegawai Jurusan Matematika. Pak
Bakhtiar , Pak Rahmat, Pak Anwar, Pak Iswan dan PakAdi selaku
pegawai Fakultas Science Bulding Merekalah yang telah membantu
Penulis dalam urusan administrasi tingkat jurusan fhkultas pada masa

perkuliahan hingga saat ini. Terkhusus buat Bakan, terimakasih banyak

viii



atas bantuannya, keramahannya, dan tanggung jaaaSagnoga terbentuk
karakter beliau dalam pegawai-pegawai yang lainnya.

8. Nurrahmah, S.Si., Fachrul Islam, S.Si., Rizal Mansy S.Si., Lenni
Selviani, S.Si., Sutriani, S.Si,. Sutriana BurhanS.Si., Andi Fitri Ayu,
S.Si., Ka’ Uppa, Ka’ Nanna,yang senatiasa memberikan hiburan domino
dan semangat kepada Penulis. Terkhusus untuk Gaya Niken, yang
selalu meluangkan waktu dan memberi penjelasandianbterkait dengan
tugas akhir Penulis.

9. Keluarga BesaiTiens-OneVision Bu Neena,Ka’ ika, Bu Ida, Pak Udri’,
Pak Hasibuan Kanata, Pak Rizky Kanata, dll yang banyak memberikan
pandangan pentingnya berjiwa besar dan berpikirasitip akan suatu
kejadian atau masalah.

10.Kanda-kanda, teman-teman, dan adik-adierga KM FMIPA Unhas.
Terimakasih atas perhatian, dorongan, pengalaneaita,cdan dukungannya
selama ini. Terkhusus buat kandaHasbullah, S.Si, Ahsani Taqwin,
Sugiarto Cokrowibowo, S.Si, Ka' Akram, yang telah banyak
menginspirasi Penulis.

11.Saudara-saudariEkspansi 2007 Terimakasih untuk kebersamaannya
selama ini. Terkhusus kepada teman-teman yang seradrerjuang dalam
penyelesaian tugas akhirurnama Raya Akbar, Abd. Rahman Mansyur,
Herwin Armawan, Rahmansyah, Dian Pratama, Suthawan, Agil
Valentino, dan Survinky, terus semangaSatu Hidup Satu Jiwa Satu

Raga Untuk HIMATIKA . Adik-adik Ekspektasi 2008: Suci, Idrus,



Malton, Raja, Alif, dll . Adik-adik Ekstrim 2009: Vivi, Tri’, Edi, Cia,
Dedel, Ica’, Jamal, dll, yang selalu menyemangati Penulis.

12. Saudara-saudafioMalolo ToMakappa SMA Neg.1 Polewali Erna, Ika.

R, Ika. C, Vivi, Fahrul, Hendrik, Mahmud, Djenal, | ccank, William,
Lutfi, Rahmat, Alim, Ippank, Febrin, Ningsi, Irma. A, Irma. M, Zakia,
Fitrah, Mila, Sukma, Uni, Mirna, Ridhal, Ayi’, Tia’ , Rusna, Hasriani,
Hikmabh.

13. Sahabat-sahabatku Surya Dharma Saputra yang sudah seperti saudara
Penulis, yang senantiasa memberikan banyak pelajarangenai arti
kehidupan.Muh. Vijay Khan, teman berbagi cerita yang menginspirasi
Penulis.Ust. Jahid dan Ust. Ramli, yang senantiasa memberikan petuah
dan nasihat.Sukuria Usman, S.ked dan Sherly Jayanti, S.Pd, yang
senantiasa memberi masakan terbaitdillah, S.Pd., Zaenal Abdullah,
Anita Fitri Nugraha , Mirna Wati Adam , Dewi Sartika yang senantiasa
memberikan hiburan tersendiri seizean Asnawi dan keluarga.

14. Teman-temarPT. Trikomsel Tbhk(Oke Shop): ka’ Youli, Ka’ Ika, K&’
Indah, Obeth, Nani, Ka’ Tri’, Ka’ Harny, Bang lzmed Ka’' Farid, Ka’
Lukman, Ka’ Puri, Tresya, Ka’ Irwan, PakRiyadi, Pak Rudy Carlay,
Ce’ Henny.Teman-temar,G MOBILE MAKASSAR dan teman-teman
promotorMTC : Mr. Kwak , Ka’ Andi, PakGunawan, PakTeddy Denial
Pak Erick, PakWahab, Witra, Mbak Ani, Mbak Ana, Fandy, Amel, Ka’
Rhiny, Rio, Abdi, Wulan, Ka’' Tuti, Ka' Rara, Ve, Iphul, Tandy,

KoAling, Ko Wandi, Ko Jhon, dan seluruh warga MTC lainnya.



Terimakasih banyaktas ilmu dan bantuannya selamenBlis bekerja di LC
MOBILE MAKASSAR.

15.Teman-temaAKPAR  Makassar, UMI  Makassar, ¥ SMANSA
Bulukumba, Bank BCA, GO JU KAI, SLTP NEG. 4 POLEWALI
(Gusma,Ica’ Masriyani, Suryadi, Kasriadi, Nasra), SDN 033 DARMA,
PSJ Ka’' Bobi, Ko Jhoni, Eva, dll), MAPS Community, Corazone BTP
(Mala, Nuke’, Eka’), serta temameman sosialita dan termr-teman dunia

maya yang selalu menghibur dengan berbagai ckslitaon, dan tek-teki.

Dan kepada semua pihak yang tidak dapat penulistisab sat-persatu,
terimakasih atas partisipasinya, semoga ALLAH SWamhbalas kebaikan d:
memberikan balasan yang setimpal. An

Penulis menyadari sepenuhnya bahwa tugas akhimasih jauh dar
kesempurnaan, sehingga sangat diharapkan adarayadsan kritik yang bersat
membangun sebagai vahan perbaikan di masa yanglakaamc

Akhir kata, semoga tugas akhir ini ada manfaatrggi para mahasisw
khususnya bagi Mahasiswa Fakultas Matematika dan Pengetahuan Ala

Jurusan Matematika dan bagi Perguruan Ti

i/: //\i//ﬁ‘

Makassar, 10 Jur2013

Penuli

Xi



ABSTRAK

Permainan Wythoff merupakan permainan yang dimaidteh dua orang
pemain yang secara bergantian memilih sebuah langkaih untuk merubah
posisi &, y) 0Zsg X Zsg ke posisi X', y'). Terdapat barisan &, b,)}>o yang setiap
pasangana, b,) dari barisan ini disebut posiBi-Salah satu posi$t-adalah (0,0)
dan pemain yang mendapat posisi (0, 0) dinyatakéahk Setiap posist-(an, by)
memenuhi sifat: tidak ada pilihan langkah untuk wbah posisP (a,, b, ke
posisiP yang lain. Sebaliknya dengan memilih langkah yapat, setiap posisi
(x, y) yang bukan posidgtbisa dibawa ke posist-

Sesuai dengan cara konstruksinya, ada tiga bewiki{# dari permainan
Wythoff. sebagai dua barisan Beatty yang saling jdemen yang diperoleh dari
rasio mulia, sebagai koordinat titik-titik yang dipleh dari fungsi Sprague-
Grundy dan operator Mex dan sebagai posisi kemandgn dari symbola dan

b di dalam kata Fibonacci atas alfabat i}.

Kata Kunci: PosisiP permainan Wythoff, rasio mulia, barisan Beattyerapor

Mex fungsi Sprague-Grundy, kata Fibonacci.
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ABSTRACT
Wythoff game is played by two players who altemglly choose a valid

step to change the current positioq ) [Z>9 x Z>o of the game. There is a

sequence #,, bn)}>o in which every paird,, b,) is called &P-position. One of the
P-position is (0, 0) and any player who gets theitfrs (0, 0) lost the game.
Every P-position @,, b,) satisfies the following properties: there is radiey step
that changes R-position@,, b,) to anotherP-position and conversely from any
nonP-position, there is a smart step that changesdakgipn to aP—position.

In accordance with the construction, there areetfioems ofP-positions:
as complementary Beatty sequences generated usidgngratio, as coordinate
positions obtained from the Sprague-Grundy funcéiquipped withMex operator
or as positions of the-th occurrence oh andb in Fibonacci word over alphabet

{a b}.

Key Words: P-positions of Wythoff game, golden ratio, BeattgsencesMex

operator, Sprague-Grundy function, Fibonacci word.
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BAB 1

PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang

Teori permainan kombinatorikcdmbinatorial gamésadalah teori yang
membahas permainan menang-kalah atau sukses-gagaldimainkan oleh dua
pemain dengan berbagai aturan. Setiap pemain séeagantian melakukan
langkah-langkah untuk merubah posisi permainan aarsplah satu pemain
kalah, yaitu tak bisa melanjutkan dengan satu lahgah (langkah yang sesuai
aturan permainan). Posisi menang atau kalah dapsmhwuskan secara sistematis
dengan berbagai manipulasi kombinatorik berdasarkesukan data yang
diberikan atau dipilih pemain-pemainnya.

Salah satu ciri permainan kombinatorik adalah fati&impunan posisi-
posisi yang masing-masing disebut peBis{biasa juga disebut dengan posisi
aman) sedemikian hingga jika posisi permainan lzenaada posigP, maka
pemain yang mengerjakan langkah sebelunfpsavious movebisa memaksakan
kemenangan. Posisi yang bukan peBisiisebut posisN (dari kataNex).

Salah satu bentuk permainan kombinatorik yang akpaparkan dalam
tulisan ini adalah permainan WythoifVthoff gamg permainan yang solusinya
pertama kali diberikan oleh Willem Abraham Wythglada tahun 1907.
Permainan Wythoff hanya menggunakan dua tumpukentd&etiap pemain bisa
mengambil berapa pun token dari salah satu tump@tan mengambil token dari

dua tumpukan sekaligus asalkan banyaknya token wyggbil dari masing-



masing tumpukan adalah sama. Pemain yang teraldirnkengambil token
adalah pemenangnya.

Dengan aturan main ini, penulis berusaha mengkajieg)i atau langkah
taktis yang harus dipilih oleh para pemain agaratapenjadi pemenang dalam
permainan ini. Dengan kata lain, mengkaji stratggu langkah taktis seorang
pemain untuk mendapatkan podtsiHasil pengkajian akan dibuat dalam bentuk
tulisan yang diberi judul:

“Konstruksi Posisi-P dari Permainan Wythoff”

1.2 Rumusan Masalah
Secara umum masalah yang akan dibahas dalam shknpsadalah
mengenai permainan Wythoff dan strategi kemenangart®ecara spesifik, akan
dibahas adalah masalah-masalah berikut:
1. Bagaimana mengkonstruksi posispermainan Wythoff?
2. Bagaimana algoritma konstruksi podspermainan Wythoff?
3. Bagaimana menyatakan hubungan antara permainan oWydengan

beberapa konsep matematika?

1.3 Batasan Masalah

Pembahasan dibatasi mengenai cara bermain darapenmWythoff dan
penentuan strategi kemenangan. Konstruksi dibatasya dalam tiga cara yaitu
konstruksi dengan barisan Beatty, konstruksi dengaeratorMex dan fungsi
Sprague-Grundy, dan konstruksi dengan kata Fibanadgoritma yang akan

dibuat adalah algoritma konstruksi pogtsiengan menggunakan kata Fibonacci.



Walaupun menggunakan kata Fibonacci, tidak ada pkasan yang
mendalam tentang aspek otomata dalam keseluruhaoligg ini di luar
konstruksi kata Fibonacci. Demikian pula ekuivaidmsiga hasil konstruksi tidak
diberikan. Lebih jauh, tulisan ini bersifat studietatur. Pada intinya hanya

membahas aturan permainan dan perumusan posisi-

1.4 Tujuan Penulisan

Tujuan penulisan dari skripsi ini adalah mengunaikansep permainan
Wythoff dan menguraikan strategi atau langkah sakintuk memenangkan
permainan. Selain itu, untuk mengetahui hubungaarampermainan Wythoff
dengan beberapa konsep matematika. Lebih lanjutpsskini dibuat untuk

memenuhi syarat dalam menyelesaikan studi padagmogarjana matematika.

1.5 Manfaat Penulisan
Adapun manfaat penulisan skripsi ini sebagai bériku
1. Dapat menambah pengetahuan tentang permainan Wyttiah
mengetahui strategi untuk memenangkan permainan.
2. Mengetahui beberapa bentuk konstruksi peRidari permainan Wythoff.
3. Mengetahui algoritma konstruksi posBpermainan Wythoff.
4. Mengetahui hubungan antara permainan Wythoff debgaerapa konsep

matematika.



BAB 2

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Permainan Kombinatoriks

Walaupun ada sedikit perbedaan antara beberapaisiefiermainan

kombinatorik, tetapi secara umum disepakati suatumpinan kombinatorik

memiliki ciri-ciri seperti berikut [13]:

1.

2.

Ada dua orang pemain;

Kedua pemain melangkah bergantian;

Ada posisi awal yang ditetapkan lebih dulu;

Untuk setiap posisi (kecuali posisi kalah) dan kntetiap pemain,
tersedia beberapa pilihan melangkah dan setiapkdéngang dipilih
menentukan posisi berikutnya;

Jika seorang pemain mendapat posisi yang membuatala bisa
melangkah, maka ia dinyatakan dalam posisi kalah;

Kedua pemain memiliki informasi lengkap tentangigiggermainan;

Tak ada faktor keberuntungan dalam arti, hasilraghenang atau kalah)
sudah bisa dilakukan dengan memilih langkah-langleaiy tepat;

Permainan berakhir dengan banyak langkah berhingga.

Contoh 2.1

Suatu permainan terdiri atas satu tumpukan yang pa@lnya berisi sebanyak

n > 0 token. Aturan permainannya, setiap pemain adoargantian hanya bisa



mengambil token sebanyak 1, 2, atau 3 token. Peryangy tidak dapat

mengambil token lagi (karena tak ada lagi tokeandfiukan) dikatakan kalah.

2.2 Permainan Wythoff
Pada tahun 1907 Dr. Wythoff mempopulerkan permaiyemg dikenal
dengan nama permainan Wythoff. Permainan inidiigladengan kata-katéafrhe
game is played by two persons. Two piles of cosrdez placed on a table, the
number of each pile being artbitrary. The playelsypalternately and either take
from one of the piles an arbitrary number of cousiter from both piles an equal
number. The player who takes the last counter antars, wins” Menurut [2],
permainan ini sebelumnya dikenal di Cina seb&gyan-shidzi ("chosing stone"),
tetapi diperkenalkan ulang oleh Dr. Wythoff dengaenerbitkan analisis lengkap
secara matematis dari permainan ini pada tahun.1907
Permainan Wythoff menggunakan dua tumpukan atauakvadapat
berupa dua keranjang berisi bola atau dua tongkmtkt yang dikalungi gelang-
gelang logam atau bentuk-bentuk yang lain di matiafs pemain pada gilirannya
mengikuti aturan sebagai berikut [1]:
e Terdapat dua pemain yang bermain secara bergantian;
» Setiap pemain bisa mengambil satu token atau lebih;
e Setiap pemain bisa mengambil token dari satu tupukalam jumlah
sembarang;
» Setiap pemain bisa mengambil token dari kedua tkamu asalkan
banyaknya token yang diambil dari masing-masing pukan adalah

Sama,



* Pemain yang mengambil token terakhir adalah penggryan

Aturan permainan yang cukup unik memaksa para pearduk memiliki
strategi atau langkah taktis dalam mengurangi m@nigambil token dari masing-
masing tumpukan agar dapat menjadi pemenang dataéam anenjadi pemain
yang terakhir kali dapat mengambil token.

Posisi atau keadaan permainan Wythoff dengan taebanyakx di
tumpukan 1 dan token sebanyaki tumpukan 2 digambarkan sebagai pasangan
(x, y). Jadi seorang pemain kalah jika tidak ada lakgrmoyang bisa diambil dari
kedua tumpukan, yaitu ketika pemain berada padaif0s0).

Dalam permainan Wythoff terdapat himpunan posisigigyang membuat
salah satu pemain bisa memenangkan permainan.-posisi tersebut dikenal
dengan istilah posid? (dari kata previous sesuai penjelasan paragraf
mendatang). Posisi yang bukan pe8islisebut posisN (dari katanex).

Secara umum, himpunan podisididefinisikan sedemikian hingga jika
posisi permainan berada pada salah satu g@sisiaka posisi ini dihasilkan oleh
pemain yang mengerjakan langkah sebelumpyavious movedan pemain ini
selalu bisa memaksa lawan untuk selalu mendapaifpbsebelum melangkah
dan sebaliknya pemain yang akan melakukan langleatkutnya (next move)
setelah mendapat posRitidak dapat merubah posBitersebut ke posi? yang
lain, apa pun langkah sah (langkah sesuai atuearg gipilih.

Salah satu posi? adalah posisP mati, di mana pemain yang mendapat
giliran melangkah setelah posRimati ini tidak bisa lagi melangkah apa pun dan

harus menyerah kalah [4]. Dalam permainan Wythmd§isi (0, 0) adalah posisi



P mati. Suatu permainan kombinatorik dikatakan besaetiesaikarfsolved)jika
semua posisP dari permainan bisa diperoleh.

Dengan mengetahui posisi-podisitersebut, salah satu pemain dapat
memaksakan kemenangannya. Strategi inilah yang diéguanakan para pemain
untuk menyelesaikan dan mengetahui langkah apaysajg harus dilakukan

sehingga para pemain dapat memenangkan permainan in

2.3 Permainan Gerakan Ratu Queen’s Mové

Rufus P. Isaacs, seorang ahli matematika dari Jelopgins University,
menciptakan deskripsi lain dari permainan yang sgthaPermainan ini dikenal
dengan nam&ueen’s Moveyang dipopulerkan oleh Isaacs pada tahun 1960,
hampir setengah abad setelah Wythoff melakukansamakrmainan.

Tanpa menyadari ekuivalensi permainan yang dicgtaka dengan
permainan Wythoff, Isaacs menggambarkan sebuah goemm berdasarkan
gerakan yang mirip dengan gerakan sah dari Rame€n permainan catyyaitu
hanya bergerak secara vertikal ke selatan, secarzohtal ke barat atau secara
diagonal ke arah barat daya pada papan catur Giaatbar2.1).

Dalam permainan ini Ratu pada awalnya ditempatkata psembarang
posisi §, t) # (0, 0), bisa dikolom sebelah kanan ataudi barggdmaatas papan
catur atau pada diagonal. Dengan batasan aturak deatu seperti di atas,
pemain yang dapat menempatkan Ratu kesudut palingaling bawah adalah

pemenangnya.



N

Lt

o]

{} [
¢ 1 2 3 4 5 6 7

Gambar 2.1 Arah Gerakan Ratu yang ¢

Kesamaanantara permaini Wythoff dan Queen’s Movesudah jelas.
Permainan insecara matema ekuivalen meskipukonteksny berbeda. Setiap
sel dapat diberpasangan koordir (x, y). Pasangan inisesudengan jumlah
token x ditumpukar pertama dan jumlah tokew di tumpukan keduedari
permainan yang dianalisis olWythoff. Ketika Ratu bergeraknendataike arah
barat melewatk kotak, gerakanni sesuai dengan pengurangan sebaix token
pada tumpukan Ketika Ratu bergerak vertikal ke arablatan meleway kotak,
gerakarnini sesuai dengan pengurangan sebaly token pada tumpukar, ketika
Ratu bisa dipindahkarke sel (0, 0), gerakanni sesuai dengan gerak
menghabiskan token pada kedua tumpukirmainan Wythoff dan seterusny

Jika tumpukar awal bersesuaian dengan poS$isi-pemain2 bisa
memaksakan kemengan. Pemainl bisa dipakstdak punyi pilihan selain

selalu mendapatkan po-P sebelum melangkah. Jikaegmaina dimulai dari



posisiN, pemain 1 bisa selalu memaksakan kemenangan dengagurangi

tumpukan sedemikian sehingga posisi berubah keigesi

Error! Unknown switch argument.. 4  llustrasi Beberapa PosisP dan
PosisiN

Strategi kemenangan permainan kombinatorial dalamtdh 2.1 bisa
digambarkan sebagai berikut. Sesuai aturan pemamah token yang dapat
diambil atau dikurangi oleh setiap pemain adalah2 latau 3 token. Posisi
permainan dinyatakan oleh suatu bilangan bulat. dviertkan semua posiBi-
permainan ini sangat mudabh.

Jelas 0 adalah sebuah pos$tsiPosisiP sebelum 0 adalah bilangan bulat 4,
sebab pada posisi 4, langkah lanjutan apa pun gidakukan pemain tak bisa
membawa permainan ke 0. Dengan alasan yang sasisifpgebelum 4 adalah
8, 12, 16, ... dan seterusnya.

Jika posisi permainan atau banyaknya token dind#aisebuah posis$t;
misalnya 4, maka pemain 1 yang memilih langkahukam akan kalah sebab
hanya ada tiga kemungkinan posisi berikutnya: Jatay 3. Dengan mengambil

semua token yang tersisa (1, 2 atau 3 token), pePnanenang..

3N 2N TN
&5

Gambar 2. 2 Dengan posisi awal 4, pemain yang
melangkah pertama akan kalah



Jadi dengan aturan permainan tersebut, pBsigermainan adalah bilangan-
bilangan kelipatan 4.
Berikut gambaran sederhana untuk memahami pBspada permainan

Wythoff. Di sini (0, 0) adalah sebuah pod#si-

‘/(Z‘I]K

(20)N (0.1)N (1.1N

S

Gambar 2. 3 Permainan Wythoff dengan posisi
awal (2,1), pemain yang melangkah
pertama akan kalah

* Posisi Awal (2, 1)

Berdasarkan aturan pemain Wythoff (lihat Gambay, h&wa dari posisi
(2, 1), hanya ada tiga kemungkinan posisi selapgut(2, 0), (0, 1) atau
(1, 1). Pemain 2 jelas memenangkan pertandingagn&asesuai aturan
permainan, ia bisa menghabiskan semua token. Imbuktikan bahwa
(2, 1) adalah sebuah posBiuntuk permainan Wythoff. Demikian pula,

(1, 2) adalah sebuah poskiintuk permainan Wythoff.

* Poisisi Awal (3, 2)
Sesuai aturan permainan Wythoff, ada banyak pilihariuk

melangkah bagi pemain pertama, salah satu pilihea imenghasilkan
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posisi (2, 1), yaitu sebuah poski-Sebagai akibatnya, (3, 2) bukan

posisiP, tetapi sebuah posibi-

(3,2)N

]

(3N > (30N

(2,2)N

/

. (2,0N
> (1,C)N\ \
\»@

Gambar 2. 4 Permainan Wythoff dengan posisi awal
(3, 2), pemain yang melangkah pertama
bisa memaksakan kemenangan.

Dengan alasan yang sama, (2, 3) adalah sebuah-Nod&i permainan

Wythoff.

2.5 Barisan Bilangan Fibonacci

Barisan Fibonacci yang dilambangkan dendag} €li awali oleh suku

Fo=0,Fi=1
dan untukn = 2, 3, 4, ..., nilak, diperoleh dari relasi rekurensi
Fn=Fn1+Fno (2.1)

Persamaan (2.1) disebut relasi rekurensi lineardgamorder 2.

Perbandingan (rasio) bilangan Fibonacci yangrket] dengan bilangan
Fibonacci kea untukn>1 menghasilkan barisan

1/1, 2/1, 3/2, 5/3, 8/5, 13/8, ... dst

11



yang konvergen kebilangan

_1+4/5

2

¢

atau dalam notasi desimal= 1.618033988749894,.yang disebut rasio mulia
(golden ratig. Pembuktiannya dapat dilihat pada berbagai beks tan situs
internet, misalnya pada [15].

Selain bisa diturunkan secara rekursif, sukunKearisan Fibonacci bisa
diperoleh secara langsung. Pada tahun 1843, Jadeuiéippe Marie Binet
menemukan rumus langsung menghitung suko #ari barisan Fibonacci dengan

menggunakan rasio mulia.

Teorema 2.1 (Rumus Binet)
Jika F, adalah suku ke-n dari barisan Fibonacci dgnadalah rasio mulia,

maka
1 n —1\n
msE@4ﬁ) (2.2)
untuk n=1, 2, 3 ..., dst.

Persamaan (2.2) dikenal dengan nama rumus Binet.

Jika pasangan nilai awdkrd, F;) = (0, 1) diganti dengan (1, 0) atau (1, 1)
atau (1, 2) maka barisan yang dihasilkan kembalbd&etuk barisan Fibonacci
yang diperluas atau yang diperpendek. Tetapi jgsapgan nilai awalnya diganti
(2, 1), terbentuk barisan barl{§ yang disebut barisan Lucas:

{Ln}n0=2,1,3,4,7,11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, ...

yang dipergunakan oleh Hoggat untuk memperumum giaem Wythoff.

12



Seperti halnya barisan Fibonacci, bisa dibuktikamva perbandingan

(rasio) bilangan ken(+ 1) dengan bilangan keeari barisan Lucas
1/2, 3/1, 4/3, 7/4, 11/7, 18/1129/18,

Juga konvergen ke rasio mulia

Dalam konteks permainan kombinatorik, fokus utaneamutisan tugas
akhir ini adalah mencari nilai barisan pasanganig)n=0 yang merupakan barisan
posisiP dari permainan Wythoff. Selain bisa diperoleh dendari rasio mulia,
barisan ini bisa juga diperoleh dengan menggunékagsi Sprague-Grundy atau
menggunakan kata Fibonacci.

Algoritma konstruksi posidr yang akan dibahas di sini adalah algoritma
konstruksi barisana, b,)n=0 yang diturunkan dari kata Fibonacci. Berikut ditmha

konsep kata Fibonacci.

2.6 Kata Fibonacci

Kata Fibonacci adalah sebuah untaisimirfg) tak hinggas atas alphabet
Y={a, b} yang didefinisikan oleh morfisma:¥ - ¥ dimana) merupakan
himpunan semua kata hingga atas alphg®etMorfisma ¢ memenuhi sifat:
o(a)=ab, a(b)=a, dan untuk setiap untaiasrs;s,...s,€Y. yang panjangnya
berlaku sifat morfiko(s) = a(s1) 0(S) ... 0(S).

Dengan kesepakatan notaSi= id (yaitu ¢° adalah fungsi identitas) dan
notasi baku komposisi fungsi: untuk setiep= 1, 2, 3, ...¢"(c*%); kata (tak
hingga) Fibonaccs didefinisikan sebagai limit

s=lim o“(a). (2.3)
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Secara komputasi, kata Fibonaccibisa didekati oleh untaian-untaian
hingga berikut yang diperoleh dari iteraspadaa sebanyak = 1, 2, 3, ... dan
seterusnyas’(@) = a, o(a) = ab, ¢%@) = aba, ¢°(@) = abaab, ... ,0'%a) =
abaababaabaababaababaabaababaabaababaababaabaababaabaababaaba
ababaababaabaababaabaababaababaabaababaababaabaabaababaababaa

baababaababa... dan seterusnya.
Untuk setiagk > 2, berlaku

(@) = a*}(@) 6“ ¥(a). (2.4)

2.7 Barisan Beatty
Misalkan lambangx] menyatakan bilangan bulat terbesar yang lebiH keci

atau sama dengax (pembulatan ke bawah terhad&p Barisan Beatty untuk

bilangan tak rasional > 1 adalah barisgnal”_ [6], yaitu barisan
Lal,[2al,[3a], ....
Teorema 2.2 (Beatty)

Jika a dan b adalah bilangan tak rasional yang meuhriai+%=1, maka
a

kedua barisan{|na}’, dan {|nb}}" saling lepas dan hasil gabungannya

]
n=1

adalah himpunan semua bilangan asli

Kedua barisan tersebut dalam teorema di atas disklaubarisan Beatty yang

saling komplemen.
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Contoh 2.2

Dengan memiliha = +2diperolehb = 2 + 2. Barisan {{na}”, atau

{|nv2 J}l adalah

1,2,4,5,7,8,9,11, 12, 14, 15, 16, 18, 19221 24, ...

00

sedangkan barisan komplemendfyab }” atau {Ln(Zh/E)J} adalah

(o]
n= n=1

3,6, 10, 13, 17, 20, 23, 27, 30, 34, 37, 40, #4454, 54, 58, ...

2. 8 Operator Mex dan Fungsi Sprague-Grundy
Misalkan O = {0, 1, 2, ...} adalah himpunan bilangan-bilangaacah.

OperatoMex (Minimum excludeddidefinisikan sebagai berikut [4].
Definisi
Untuk setiap himpunaA [ O dari bilangan-bilangan cacah didefinisikan

Mex{A} = min (O - A)

Definisi Mex bisa dikenakan pada barisap}{dengan mengadopsi

A={ay, &, a3 ...}

dalam definisi di atas.

Contoh 2.3:
Jika diberikan dua barisan hingga}{= 1, 5, 4, 2, 0 danl§} = 1, 11, 6, 4, 5, 3,
0, 2 maka masing-masing barisan memberikan himpuhan{0, 1, 2, 4, 5}
dan himpunamB ={1, 2, 3, 4, 5, 6, 11} sehingga

Mex({a}) =min (O -A)
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=min ©-{0, 1, 2,4,5})
=min ({3,6,7, ...}) =3.
Mex({b}) = min (O -B)
=min ©-{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 11})
=min ({7, 8, 9, 10, 12, 13, ...}) = 7.
Fungsi Sprague-Grundy(ds, 9 didefinisikan secara rekursif dengan nilai
awal S0, 0) = 0 dan tiga himpunan aw@}(0, 0) =G,(0, 0) =G3(0, 0) = {0}.
Jikas < 0 ataut < 0, didefinisikanGa(s, § = Gu(s, § = G3(s, § = . Selanjutnya,

untuk setiap pasang bilangan bukat) # (0, 0) berlaku
Sas, t) =Mex({Ga(s—1,t) O Gy(s—1,t— 1) O G3(s, t=1)}
di mana
Gi(s 1) :OESS{SQX, D}

G5 0= o [, {SHx, v

<min(s,t)

Go(s, 1) =, {SHs. Y}

Dengan kata lain,

Ga(s, t) ={SH0O, 1), SH1, V), ..., SAs -1, )},
Go(s, t) ={SAs— min{s, &, t—min{s, §), ...,.SEs—2,t-2),Sp(s—- 1, t-1)}

Gs(s, t) = {S[s,0), SAs.1), ...,Sp(s, t— 1)}

Dari SH0, 0) = 0, diturunkasg0, 1) = 1 =Sp(1, 0),SH1, 1) = 2, dst.
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Contoh 2.4
Jika 6, t) = (4, 2) maka nilai-nilaBp0, 2),SA1, 2),Sa4, 0),SH4, 1),SH4, 2),
Sd4, 3), SH2, 0), SA3, 1) telah dihitung lebih dulu dan digunakan kntu
menentukarGi(4, 2) = {0, 1, 2, 5}, Gx(4, 2) = {2, 3, 4},G3(4, 2) = {4, 5}
(lihat gambar 2.5)
sehingga

Gi(4, 2)0 Gy(4, 2)0 G3(4, 2) = {0, 1, 2, 4, 5}

dan

Sp4, 2) =Mex({0, 1, 2, 4, 5}) = 3.

0 0 1 2 3 4 5

0 1 2 3 4 6
Gambar 2.5 Nilai fungsi G(4, 2) ditentukan oleh
nilai-nilai G(s, t) pada posisi sesuai
gerakan ratu.
Dengan hanya mengambil titik-titik koordinat, /) denganx <y (sebelah Kkiri
diagonal) yang fungsi Sprague-Grundynya bernilaliperoleh barisan titik-titik
koordinat

0, 0), (1, 2), (3,5), ..., dan seterusnya.
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2.9 Contoh Generalisasi Permainan Wythoff
Didefinisikan sebuah pemainan yang disektWythoff dengan aturan
permainan sebagai berikut [1]:

» Terdapat dua pemain yang bermain secara bergantian;

* Terdapat dua tumpukan token dengan banyaknya toleen masing-
masing tumpukan adalah sembarang;

» Setiap pemain bisa mengambil token dari kedua tkarpadengan jumlah
yang sama atau mengambil dari satu tumpukan dgngaahnya adalah
kelipatan dark tetapi pemain harus mengambil minirkabken;

« Pemain yang tidak bisa mengambil token berdasarkga aturan

sebelumnya dinyatakan kalah.

Permainan Wythoff yang asli bersesuaian derliganl. Dengan aturan
permainan yang lebih umum ini para pemain dipakdéakumemilik strategi atau
langkah taktis tergantung dari nildt yang diberikan.Jadi untuk bentuk
generalisasi ini, para pemain memiliki strategi ydoerbeda dengan permainan

Wythoff sebelumnya.
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