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ABSTRAK 
 

Permainan Wythoff merupakan permainan yang dimainkan oleh dua orang 

pemain yang secara bergantian memilih sebuah langkah sahih untuk merubah 

posisi (x, y) ∈Z≥0 × Z≥0 ke posisi (x’, y’). Terdapat barisan {(an, bn)} ≥0 yang setiap 

pasangan (an, bn) dari barisan ini disebut posisi-P. Salah satu posisi-P adalah (0,0) 

dan pemain yang mendapat posisi (0, 0) dinyatakan kalah. Setiap posisi-P (an, bn) 

memenuhi sifat: tidak ada pilihan langkah untuk merubah posisi-P (an, bn) ke 

posisi-P yang lain. Sebaliknya dengan memilih langkah yang tepat, setiap posisi 

(x, y) yang bukan posisi-P bisa dibawa ke posisi-P.  

Sesuai dengan cara konstruksinya, ada tiga bentuk posisi-P dari permainan 

Wythoff: sebagai dua barisan Beatty yang saling komplemen yang diperoleh dari 

rasio mulia, sebagai koordinat titik-titik yang diperoleh dari fungsi Sprague-

Grundy dan operator Mex dan sebagai posisi kemunculan ke-n dari symbol a dan 

b di dalam kata Fibonacci atas alfabet {a, b}.  

 

Kata Kunci : Posisi-P permainan Wythoff, rasio mulia, barisan Beatty, operator 

Mex, fungsi Sprague-Grundy, kata Fibonacci. 
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ABSTRACT 
 

Wythoff game is played by two players who alternatingly choose a valid 

step to change the current position (x, y) ∈Z≥0 × Z≥0 of the game. There is a 

sequence {(an, bn)} ≥0 in which every pair (an, bn) is called a P-position. One of the 

P-position is (0, 0) and any player who gets the position (0, 0) lost the game. 

Every P-position (an, bn) satisfies the following properties: there is no valid step 

that changes a P-position(an, bn) to another P-position and conversely from any 

non P-position, there is a smart step that changes the position to a P–position.  

In accordance with the construction, there are three forms of P-positions: 

as complementary Beatty sequences generated using golden ratio, as coordinate 

positions obtained from the Sprague-Grundy function equipped with Mex operator 

or as positions of the n-th occurrence of a and b in Fibonacci word over alphabet 

{ a, b}.  

 

Key Words: P-positions of  Wythoff game, golden ratio, Beatty sequences, Mex 

operator, Sprague-Grundy function, Fibonacci word. 

 

 

 

 

 
 
 



xiv 
 

DAFTAR ISI  
 

HALAMAN JUDUL ........................................................................................ iii  

LEMBAR KEOTENTIKAN .............................. Error! Bookmark not defined. 

KATA PENGANTAR .................................................................................... vii 

ABSTRAK ....................................................................................................... xii 

ABSTRACT ................................................................................................... xiii 

DAFTAR ISI .................................................................................................. xiv 

PENDAHULUAN ............................................................................................. 1 

1. 1 Latar Belakang .......................................................................................... 1 

1. 2 Rumusan Masalah ..................................................................................... 2 

1. 3 Batasan Masalah ....................................................................................... 2 

1. 4 Tujuan Penulisan ....................................................................................... 3 

1. 5 Manfaat Penulisan ..................................................................................... 3 

TINJAUAN PUSTAKA ................................................................................... 4 

2. 1 Permainan Kombinatoriks ........................................................................ 4 

2. 2 Permainan Wythoff ................................................................................... 5 

2. 3 Permainan Gerakan Ratu (Queen’s Move) ............................................... 7 

2. 4 Ilustrasi Beberapa Posisi-P dan Posisi-N .................................................. 9 

2. 5 Barisan Bilangan Fibonacci .................................................................... 11 

2. 6 Kata Fibonacci ........................................................................................ 13 

2. 7 Barisan Beatty ......................................................................................... 14 

2. 8 Operator Mex dan Fungsi Sprague-Grundy ............................................ 15 

2. 9 Contoh Generalisasi Permainan Wythoff ............................................... 18 

HASIL DAN PEMBAHASAN ....................................................................... 19 

3. 1  Konstruksi Posisi-P dengan Rasio Mulia dan Barisan Beatty ................ 19 

3. 2 Konstruksi Posisi-P dengan Operator Mex dan Fungsi Sprague-Grundy

................................................................................................................. 25 

3. 3  Konstruksi Posisi-P dengan kata Fibonacci ............................................ 32 

3. 4 Algoritma Konstruksi Posisi-P ............................................................... 36 



xv 
 

3. 5 Hubungan antara Permainan Wythoff dengan Beberapa Konsep 

Matematika ............................................................................................. 38 

3. 6 Beberapa Generalisasi Permainan Wythoff ............................................ 43 

PENUTUP ....................................................................................................... 47 

4. 1 Kesimpulan ............................................................................................. 47 

4. 2 Saran ....................................................................................................... 48 

DAFTAR PUSTAKA ..................................................................................... 49 

LAMPIRAN .................................................................................................... 51 

 
 

 



 

1 
 

BAB 1 

PENDAHULUAN 

1. 1 Latar Belakang 

Teori permainan kombinatorik (combinatorial games) adalah teori yang 

membahas permainan menang-kalah atau sukses-gagal yang dimainkan oleh dua 

pemain dengan berbagai aturan. Setiap pemain secara bergantian melakukan 

langkah-langkah untuk merubah posisi permainan sampai salah satu pemain 

kalah, yaitu tak bisa melanjutkan dengan satu langkah sah (langkah yang sesuai 

aturan permainan). Posisi menang atau kalah dapat dirumuskan secara sistematis 

dengan berbagai manipulasi kombinatorik berdasarkan masukan data yang 

diberikan atau dipilih pemain-pemainnya. 

Salah satu ciri permainan kombinatorik adalah terdapat himpunan posisi-

posisi yang masing-masing disebut posisi-P (biasa juga disebut dengan posisi 

aman) sedemikian hingga jika posisi permainan berada pada posisi-P, maka 

pemain yang mengerjakan langkah sebelumnya (previous move) bisa memaksakan 

kemenangan. Posisi yang bukan posisi-P disebut posisi-N (dari kata Next). 

Salah satu bentuk permainan kombinatorik yang akan dipaparkan dalam 

tulisan ini adalah permainan Wythoff (Wythoff game), permainan yang solusinya 

pertama kali diberikan oleh Willem Abraham Wythoff pada tahun 1907. 

Permainan Wythoff hanya menggunakan dua tumpukan token. Setiap pemain bisa 

mengambil berapa pun token dari salah satu tumpukan, atau mengambil token dari 

dua tumpukan sekaligus asalkan banyaknya token yang diambil dari masing-
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masing tumpukan adalah sama. Pemain yang terakhir kali mengambil token 

adalah pemenangnya. 

Dengan aturan main ini, penulis berusaha mengkaji strategi atau langkah 

taktis yang harus dipilih oleh para pemain agar dapat menjadi pemenang dalam 

permainan ini. Dengan kata lain, mengkaji strategi atau langkah taktis seorang 

pemain untuk mendapatkan posisi-P. Hasil pengkajian akan dibuat dalam bentuk 

tulisan yang diberi judul: 

“Konstruksi Posisi-P dari Permainan Wythoff” 

1. 2 Rumusan Masalah 

Secara umum masalah yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah 

mengenai permainan Wythoff dan strategi kemenangannya. Secara spesifik, akan 

dibahas adalah masalah-masalah berikut: 

1. Bagaimana mengkonstruksi posisi-P permainan Wythoff? 

2. Bagaimana algoritma konstruksi posisi-P permainan Wythoff? 

3. Bagaimana menyatakan hubungan antara permainan Wythoff dengan 

beberapa konsep matematika? 

1. 3 Batasan Masalah 

Pembahasan dibatasi mengenai cara bermain dari permainan Wythoff dan 

penentuan strategi kemenangan. Konstruksi dibatasi hanya dalam tiga cara yaitu 

konstruksi dengan barisan Beatty, konstruksi dengan operator Mex dan fungsi 

Sprague-Grundy, dan konstruksi dengan kata Fibonacci. Algoritma yang akan 

dibuat adalah algoritma konstruksi posisi-P dengan menggunakan kata Fibonacci. 
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Walaupun menggunakan kata Fibonacci, tidak ada pembahasan yang 

mendalam tentang aspek otomata dalam keseluruhan penulisan ini di luar 

konstruksi kata Fibonacci. Demikian pula ekuivalensi ketiga hasil konstruksi tidak 

diberikan. Lebih jauh, tulisan ini bersifat studi literatur. Pada intinya hanya 

membahas aturan permainan dan perumusan posisi-P.  

1. 4 Tujuan Penulisan 

Tujuan penulisan dari skripsi ini adalah menguraikan konsep permainan 

Wythoff dan menguraikan strategi atau langkah taktis untuk memenangkan 

permainan. Selain itu, untuk mengetahui hubungan antara permainan Wythoff 

dengan beberapa konsep matematika. Lebih lanjut, skripsi ini dibuat untuk 

memenuhi syarat dalam menyelesaikan studi pada program sarjana matematika. 

1. 5 Manfaat Penulisan 

Adapun manfaat penulisan skripsi ini sebagai berikut: 

1. Dapat menambah pengetahuan tentang permainan Wythoff dan 

mengetahui strategi untuk memenangkan permainan. 

2. Mengetahui beberapa bentuk konstruksi posisi-P dari permainan Wythoff. 

3. Mengetahui algoritma konstruksi posisi-P permainan Wythoff. 

4. Mengetahui hubungan antara permainan Wythoff dengan beberapa konsep 

matematika. 
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BAB 2 

TINJAUAN PUSTAKA 
 

2. 1 Permainan Kombinatoriks 

Walaupun ada sedikit perbedaan antara beberapa definisi permainan 

kombinatorik, tetapi secara umum disepakati suatu permainan kombinatorik 

memiliki ciri-ciri seperti berikut [13]: 

1. Ada dua orang pemain; 

2. Kedua pemain melangkah bergantian; 

3. Ada posisi awal yang ditetapkan lebih dulu; 

4. Untuk setiap posisi (kecuali posisi kalah) dan untuk setiap pemain, 

tersedia beberapa pilihan melangkah dan setiap langkah yang dipilih 

menentukan posisi berikutnya; 

5. Jika seorang pemain mendapat posisi yang membuatnya tak bisa 

melangkah, maka ia dinyatakan dalam posisi kalah; 

6. Kedua pemain memiliki informasi lengkap tentang posisi permainan; 

7. Tak ada faktor keberuntungan dalam arti, hasil akhir (menang atau kalah) 

sudah bisa dilakukan dengan memilih langkah-langkah yang tepat; 

8. Permainan berakhir dengan banyak langkah berhingga.  

Contoh 2.1: 

Suatu permainan terdiri atas satu tumpukan yang pada awalnya berisi sebanyak 

n > 0 token. Aturan permainannya, setiap pemain secara bergantian hanya bisa 
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mengambil token sebanyak 1, 2, atau 3 token. Pemain yang tidak dapat 

mengambil token lagi (karena tak ada lagi token ditumpukan) dikatakan kalah. 

2. 2 Permainan Wythoff 

Pada tahun 1907 Dr. Wythoff mempopulerkan permainan yang dikenal 

dengan nama permainan Wythoff. Permainan inidijelaskandengan kata-kata: “The 

game is played by two persons. Two piles of counters are placed on a table, the 

number of each pile being artbitrary. The players play alternately and either take 

from one of the piles an arbitrary number of counters or from both piles an equal 

number. The player who takes the last counter or counters, wins”. Menurut  [2], 

permainan ini sebelumnya dikenal di Cina sebagai tsyan-shidzi ("chosing stone"), 

tetapi diperkenalkan ulang oleh Dr. Wythoff dengan menerbitkan analisis lengkap 

secara matematis dari permainan ini pada tahun 1907. 

Permainan Wythoff menggunakan dua tumpukan atau wadah, dapat 

berupa dua keranjang berisi bola atau dua tongkat tegak yang dikalungi gelang-

gelang logam atau bentuk-bentuk yang lain di mana setiap pemain pada gilirannya 

mengikuti aturan sebagai berikut [1]: 

• Terdapat dua pemain yang bermain secara bergantian; 

• Setiap pemain bisa mengambil satu token atau lebih; 

• Setiap pemain bisa mengambil token dari satu tumpukan dalam jumlah 

sembarang; 

• Setiap pemain bisa mengambil token dari kedua tumpukan, asalkan 

banyaknya token yang diambil dari masing-masing tumpukan adalah 

sama; 
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• Pemain yang mengambil token terakhir adalah pemenangnya.  

Aturan permainan yang cukup unik memaksa para pemain untuk memiliki 

strategi atau langkah taktis dalam mengurangi atau mengambil token dari masing-

masing tumpukan agar dapat menjadi pemenang dalam artian menjadi pemain 

yang terakhir kali dapat mengambil token. 

Posisi atau keadaan permainan Wythoff dengan token sebanyak x di 

tumpukan 1 dan token sebanyak y di tumpukan 2 digambarkan sebagai pasangan 

(x, y). Jadi seorang pemain kalah jika tidak ada lagi token yang bisa diambil dari 

kedua tumpukan, yaitu ketika pemain berada pada posisi (0, 0). 

Dalam permainan Wythoff terdapat himpunan posisi-posisi yang membuat 

salah satu pemain bisa memenangkan permainan. Posisi-posisi tersebut dikenal 

dengan istilah posisi-P (dari kata previous, sesuai penjelasan paragraf  

mendatang). Posisi yang bukan posisi-P disebut posisi-N (dari kata next). 

Secara umum, himpunan posisi-P didefinisikan sedemikian hingga jika 

posisi permainan berada pada salah satu posisi-P, maka posisi ini dihasilkan oleh 

pemain yang mengerjakan langkah sebelumnya (previous move) dan pemain ini 

selalu bisa memaksa lawan untuk selalu mendapat posisi-P sebelum melangkah 

dan sebaliknya pemain yang akan melakukan langkah berikutnya (next move) 

setelah mendapat posisi-P tidak dapat merubah posisi-P tersebut ke posisi-P yang 

lain, apa pun langkah sah (langkah sesuai aturan) yang dipilih. 

Salah satu posisi-P adalah posisi-P mati, di mana pemain yang mendapat 

giliran melangkah setelah posisi-P mati ini tidak bisa lagi melangkah apa pun dan 

harus menyerah kalah [4]. Dalam permainan Wythoff, posisi (0, 0) adalah posisi-
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P mati. Suatu permainan kombinatorik dikatakan bisa terselesaikan (solved) jika 

semua posisi-P dari permainan bisa diperoleh.  

Dengan mengetahui posisi-posisi-P tersebut, salah satu pemain dapat 

memaksakan kemenangannya. Strategi inilah yang dapat digunakan para pemain 

untuk menyelesaikan dan mengetahui langkah apa saja yang harus dilakukan 

sehingga para pemain dapat memenangkan permainan ini. 

2. 3 Permainan Gerakan Ratu (Queen’s Move) 

Rufus P. Isaacs, seorang ahli matematika dari Johns Hopkins University, 

menciptakan deskripsi lain dari permainan yang sama [2]. Permainan ini dikenal 

dengan nama Queen’s Move yang dipopulerkan oleh Isaacs pada tahun 1960, 

hampir setengah abad setelah Wythoff melakukan analisis permainan. 

Tanpa menyadari ekuivalensi permainan yang diciptakannya dengan 

permainan Wythoff, Isaacs menggambarkan sebuah permainan berdasarkan 

gerakan yang mirip dengan gerakan sah dari Ratu (Queen) permainan catur, yaitu 

hanya bergerak secara vertikal ke selatan, secara horizontal ke barat atau secara 

diagonal ke arah barat daya pada papan catur (lihat Gambar  2.1). 

Dalam permainan ini Ratu pada awalnya ditempatkan pada sembarang 

posisi (s, t) ≠ (0, 0), bisa dikolom sebelah kanan ataudi baris bagian atas papan 

catur atau pada diagonal. Dengan batasan aturan gerak Ratu seperti di atas, 

pemain yang dapat menempatkan Ratu kesudut paling kiri paling bawah adalah 

pemenangnya. 



 

 

 

Kesamaan antara permainan

Permainan ini secara matematis

sel dapat diberi pasangan koordinat

token x ditumpukan

permainan yang dianalisis oleh 

barat melewati x kotak

pada tumpukan 1. Ketika

gerakan ini sesuai dengan pengurangan sebanyak 

Ratu bisa dipindahkan 

menghabiskan token pada kedua tumpukan pe

Jika tumpukan

memaksakan kemengangan

selalu mendapatkan posisi

antara permainan Wythoff dan Queen’s Move 

secara matematis ekuivalen meskipun konteksnya

pasangan koordinat (x, y). Pasangan inisesuai 

ditumpukan pertama dan jumlah token y di tumpukan kedua 

permainan yang dianalisis oleh Wythoff. Ketika Ratu bergerak mendatar 

kotak, gerakan ini sesuai dengan pengurangan sebanyak 

Ketika Ratu bergerak vertikal ke arah selatan melewati 

ini sesuai dengan pengurangan sebanyak y token pada tumpukan 2

Ratu bisa dipindahkan ke sel (0, 0), gerakan ini sesuai dengan gerakan 

menghabiskan token pada kedua tumpukan permainan Wythoff, dan seterusnya.

tumpukan awal bersesuaian dengan posisi-P, 

memaksakan kemengangan. Pemain1 bisa dipaksa tidak punya

selalu mendapatkan posisi-P sebelum melangkah. Jika permainan

Gambar 2.1 Arah Gerakan Ratu yang sah

8 

 

Queen’s Move sudah jelas. 

konteksnya berbeda. Setiap 

Pasangan inisesuai dengan jumlah 

di tumpukan kedua dari 

mendatar ke arah 

ini sesuai dengan pengurangan sebanyak x token 

selatan melewati y kotak, 

token pada tumpukan 2, ketika 

ini sesuai dengan gerakan 

, dan seterusnya. 

, pemain2 bisa 

tidak punya pilihan selain 

ermainan dimulai dari 

Arah Gerakan Ratu yang sah 
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posisi-N, pemain 1 bisa selalu memaksakan kemenangan dengan mengurangi 

tumpukan sedemikian sehingga posisi berubah ke posisi-P. 

Error! Unknown switch argument.. 4 Ilustrasi Beberapa Posisi-P dan 

Posisi-N 

Strategi kemenangan permainan kombinatorial dalam Contoh  2.1 bisa 

digambarkan sebagai berikut. Sesuai aturan pemain, jumlah token yang dapat 

diambil atau dikurangi oleh setiap pemain adalah 1, 2 atau 3 token. Posisi 

permainan dinyatakan oleh suatu bilangan bulat. Menentukan semua posisi-P 

permainan ini sangat mudah.  

Jelas 0 adalah sebuah posisi-P. Posisi-P sebelum 0 adalah bilangan bulat 4, 

sebab pada posisi 4, langkah lanjutan apa pun yang dilakukan pemain tak bisa 

membawa permainan ke 0. Dengan alasan yang sama, posisi-P sebelum 4 adalah 

8, 12, 16, ... dan seterusnya. 

 Jika posisi permainan atau banyaknya token dimulai dari sebuah posisi-P, 

misalnya 4, maka pemain 1 yang memilih langkah lanjutan akan kalah sebab 

hanya ada tiga kemungkinan posisi berikutnya: 1, 2, atau 3. Dengan mengambil 

semua token yang tersisa (1, 2 atau 3 token), pemain 2 menang.. 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2. 2 Dengan posisi awal 4, pemain yang 
melangkah pertama akan kalah  

 

4 

1 3 2 

0 

P 

N N N 
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Jadi dengan aturan permainan tersebut, posisi-P permainan adalah bilangan-

bilangan kelipatan 4. 

Berikut gambaran sederhana untuk memahami posisi-P pada permainan 

Wythoff. Di sini (0, 0) adalah sebuah posisi-P. 

• Posisi Awal (2, 1) 

 

 

 

 

  

 

 

 

Berdasarkan aturan pemain Wythoff (lihat Gambar 2.3), bahwa dari posisi 

(2, 1), hanya ada tiga kemungkinan posisi selanjutnya: (2, 0), (0, 1) atau 

(1, 1). Pemain 2 jelas memenangkan pertandingan karena sesuai aturan 

permainan, ia bisa menghabiskan semua token. Ini membuktikan bahwa 

(2, 1) adalah sebuah posisi-P untuk permainan Wythoff. Demikian pula, 

(1, 2) adalah sebuah posisi-P untuk permainan Wythoff.  

• Poisisi Awal (3, 2) 

Sesuai aturan permainan Wythoff, ada banyak pilihan untuk 

melangkah bagi pemain pertama, salah satu pilihan bisa menghasilkan 

Gambar 2. 3 Permainan Wythoff dengan posisi 
awal (2,1), pemain yang melangkah 
pertama akan kalah 

 

(2,1) 

(0,0) 

P 

(2,0) (1,1) (0,1) N N
  

N 

P 
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posisi (2, 1), yaitu sebuah posisi-P. Sebagai akibatnya, (3, 2) bukan  

posisi-P, tetapi sebuah posisi-N. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dengan alasan yang sama, (2, 3) adalah sebuah posisi-N dari permainan 

Wythoff. 

2. 5 Barisan Bilangan Fibonacci 

Barisan Fibonacci yang dilambangkan dengan {Fn} di awali oleh suku 

F0 = 0,  F1 = 1 

dan untuk n = 2, 3, 4, ... , nilai Fn diperoleh dari relasi rekurensi 

Fn = Fn−1 + Fn−2                                         (2.1) 

Persamaan (2.1) disebut relasi rekurensi linear homogin order 2.  

Perbandingan (rasio) bilangan Fibonacci yang ke-(n+1) dengan bilangan 

Fibonacci ke-n untuk n≥1 menghasilkan barisan  

1/1, 2/1, 3/2, 5/3, 8/5, 13/8, … dst 

Gambar 2. 4 Permainan Wythoff dengan posisi awal 
(3, 2), pemain yang melangkah pertama 
bisa memaksakan kemenangan. 

 

(2,0) N 

(3,2) 

(2,1) 

(3,1) (3,0) 

(2,2) 

(1,1) (1,0) 

(0,0) 

N 

N N 

N N 

N 

P 
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yang konvergen kebilangan  

1 5

2
ϕ +=  

atau dalam notasi desimal φ = 1.618033988749894…, yang disebut rasio mulia 

(golden ratio). Pembuktiannya dapat dilihat pada berbagai buku teks dan situs 

internet, misalnya pada [15]. 

Selain bisa diturunkan secara rekursif, suku ke-n barisan Fibonacci bisa 

diperoleh secara langsung. Pada tahun 1843, Jacques Philippe Marie Binet 

menemukan rumus langsung menghitung suku ke-n dari barisan Fibonacci dengan 

menggunakan rasio mulia. 

Teorema 2.1  (Rumus Binet) 

Jika Fn adalah suku ke-n dari barisan Fibonacci dan ϕ adalah rasio mulia, 

maka 

(Fn = 11
( ( ) )

5
n n

ϕϕ −−
                                        

(2.2) 

untuk n = 1, 2, 3, ..., dst. 

Persamaan (2.2) dikenal dengan nama rumus Binet.  

Jika pasangan nilai awal (F0, F1) = (0, 1) diganti dengan (1, 0) atau (1, 1) 

atau (1, 2) maka barisan yang dihasilkan kembali ke bentuk barisan Fibonacci 

yang diperluas atau yang diperpendek. Tetapi jika pasangan nilai awalnya diganti 

(2, 1), terbentuk barisan baru {Ln} yang disebut barisan Lucas:    

{ Ln} n≥0 = 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, ... 

yang dipergunakan oleh Hoggat untuk memperumum permainan Wythoff. 
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Seperti halnya barisan Fibonacci, bisa dibuktikan bahwa perbandingan 

(rasio) bilangan ke-(n + 1) dengan bilangan ke-n dari barisan Lucas 

1/2,   3/1,    4/3,    7/4,    11/7,     18/11,     29/18,   ...  

Juga konvergen ke rasio mulia ϕ. 

Dalam konteks permainan kombinatorik, fokus utama penulisan tugas 

akhir ini adalah mencari nilai barisan pasangan (an, bn)n≥0 yang merupakan barisan 

posisi-P dari permainan Wythoff. Selain bisa diperoleh dengan dari rasio mulia φ, 

barisan ini bisa juga diperoleh dengan menggunakan fungsi Sprague-Grundy atau 

menggunakan kata Fibonacci.  

Algoritma konstruksi posisi-P yang akan dibahas di sini adalah algoritma 

konstruksi barisan (an, bn)n≥0 yang diturunkan dari kata Fibonacci. Berikut dibahas 

konsep kata Fibonacci. 

2. 6 Kata Fibonacci 

Kata Fibonacci adalah sebuah untaian (string) tak hingga s atas alphabet 

∑={a, b} yang didefinisikan oleh morfisma �:∑*→ ∑* dimana ∑* merupakan 

himpunan semua kata hingga atas alphabet ∑. Morfisma � memenuhi sifat: 

�(a)=ab, �(b)=a, dan untuk setiap untaian s=s1s2…sn∈∑* yang panjangnya n 

berlaku sifat morfik: �(s) = �(s1) �(s2) … �(sn). 

Dengan kesepakatan notasi �0 = id (yaitu �0 adalah fungsi identitas) dan 

notasi baku komposisi fungsi: untuk setiap k = 1, 2, 3, …,�k(�k-1); kata (tak 

hingga) Fibonacci s didefinisikan sebagai limit 

s = lim ( )k

k
aσ

→∞
.                                             (2.3) 



 

14 
 

Secara komputasi, kata Fibonacci s bisa didekati oleh untaian-untaian 

hingga berikut yang diperoleh dari iterasi � pada a sebanyak k = 1, 2, 3, … dan 

seterusnya: �0(a) = a, �(a) = ab, �2(a) = aba, �3(a) = abaab, … , �10(a) = 

abaababaabaababaababaabaababaabaababaababaabaababaababaabaababaaba

ababaababaabaababaabaababaababaabaababaababaabaababaabaababaababaa

baababaababa, … dan seterusnya.  

Untuk setiap k > 2, berlaku 

�k(a) = �k−1(a) �k−2(a).                                          (2.4) 

2. 7 Barisan Beatty 

Misalkan lambang x menyatakan bilangan bulat terbesar yang lebih kecil 

atau sama dengan x (pembulatan ke bawah terhadap x). Barisan Beatty untuk 

bilangan tak rasional a > 1 adalah barisan { }∞
=1nna [6], yaitu barisan 

a, 2a, 3a, ….  

Teorema 2.2  (Beatty) 

Jika a dan b adalah bilangan tak rasional yang memenuhi 
1 1

1
a b

+ = , maka 

kedua barisan  { }∞
=1nna  dan { }

1n
nb

∞

=
    

saling lepas dan hasil gabungannya 

adalah himpunan semua bilangan asli. 

Kedua barisan tersebut dalam teorema di atas disebut dua barisan Beatty yang 

saling komplemen. 
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Contoh 2.2:  

Dengan memilih a = 2diperoleh b = 2 + 2 . Barisan  { }∞
=1nna  atau 

{ }
1

2
n

n
∞

=
 
   

adalah 

1, 2, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 12, 14, 15, 16, 18, 19, 21, 22, 24, ... 

sedangkan barisan komplemennya { }
1n

nb
∞

=
    

atau  { }
1

(2 2)
n

n
∞

=
 +   

adalah 

3, 6, 10, 13, 17, 20, 23, 27, 30, 34, 37, 40, 44, 47, 51, 54, 58, ... 

2. 8 Operator Mex dan Fungsi Sprague-Grundy 

Misalkan O = {0, 1, 2, …} adalah himpunan bilangan-bilangan cacah. 

Operator Mex (Minimum excluded) didefinisikan sebagai berikut [4]. 

Definisi 

Untuk setiap himpunan A ⊆ O dari bilangan-bilangan cacah didefinisikan 

Mex { A} = min (O - A) 

Definisi Mex bisa dikenakan pada barisan {an} dengan mengadopsi  

A= { a1, a2, a3, ...} 

dalam definisi di atas. 

Contoh 2.3: 

Jika diberikan dua barisan hingga {ai} = 1, 5, 4, 2, 0 dan {bi} = 1, 11, 6, 4, 5, 3, 

0, 2 maka masing-masing barisan memberikan himpunan  A = {0, 1, 2, 4, 5} 

dan himpunan B = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 11} sehingga 

Mex ({ai}) = min (O −−−− A) 
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  = min (O −−−− {0, 1, 2, 4, 5})  

  = min ({3, 6, 7, …}) = 3. 

Mex ({bi}) = min (O −−−− B)  

  = min (O −−−− {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 11})  

  = min ({7, 8, 9, 10, 12, 13, …}) = 7. 

Fungsi Sprague-Grundy Sp(s, t) didefinisikan secara rekursif dengan nilai 

awal Sp(0, 0) = 0 dan tiga himpunan awal G1(0, 0) = G2(0, 0) = G3(0, 0) = {0}. 

Jika s < 0 atau t < 0, didefinisikan G1(s, t) = G2(s, t) = G3(s, t) = ∅. Selanjutnya, 

untuk setiap pasang bilangan bulat (s, t) ≠ (0, 0) berlaku 

Sp(s, t) = Mex ({ G1(s−1, t) ∪ G2(s−1, t− 1) ∪ G3(s, t−1)} 

di mana 

G1(s, t)  =
0 x s≤ ≤
∪ { Sp(x, t)}. 

G2(s, t) = 
0
min( , )
s x t y

s t
< − = −

≤

∪ { Sp(x, y)}. 

G3(s, t) =
0 y t≤ ≤
∪ { Sp(s, y)}. 

Dengan kata lain, 

G1(s, t) = {Sp(0, t), Sp(1, t), …, Sp(s −1, t)}, 

G2(s, t) = {Sp(s − min{s, t},  t − min{s, t}), …,Sp(s − 2, t − 2), Sp (s − 1, t − 1)}  

G3(s, t) = {Sp(s, 0), Sp(s,1), …, Sp (s, t − 1)} 

Dari Sp(0, 0) = 0, diturunkan Sp(0, 1) = 1 = Sp(1, 0), Sp(1, 1) = 2, dst. 
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Contoh 2.4: 

Jika (s, t) = (4, 2) maka nilai-nilai Sp(0, 2), Sp(1, 2), Sp(4, 0), Sp(4, 1), Sp(4, 2), 

Sp(4, 3), Sp(2, 0), Sp(3, 1) telah dihitung lebih dulu dan digunakan untuk 

menentukan G1(4, 2) = {0, 1, 2, 5},  G2(4, 2) = {2, 3, 4}, G3(4, 2) = {4, 5} 

(lihat gambar 2.5) 

sehingga 

G1(4, 2) ∪ G2(4, 2) ∪ G3(4, 2) = {0, 1, 2, 4, 5} 

dan 

Sp(4, 2) = Mex ({0, 1, 2, 4, 5}) = 3. 

 

5 5 3 4 0 6 8 

4 4 5 3 2 7 6 

3 3 4 5 6 2 0 

2 2 0 1 5 3 4 

1 1 2 0 4 5 3 

0 0 1 2 3 4 5 

 0 1 2 3 4 6 

 

 

Dengan hanya mengambil titik-titik koordinat (x, y) dengan x < y (sebelah kiri 

diagonal) yang fungsi Sprague-Grundynya bernilai 0, diperoleh barisan titik-titik 

koordinat 

(0, 0), (1, 2), (3, 5), …, dan seterusnya. 

Gambar 2.5 Nilai fungsi G(4, 2) ditentukan oleh 
nilai-nilai G(s, t) pada posisi sesuai 
gerakan ratu. 
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2. 9 Contoh Generalisasi Permainan Wythoff 

Didefinisikan sebuah pemainan yang disebut k-Wythoff dengan aturan 

permainan sebagai berikut [1]: 

• Terdapat dua pemain yang bermain secara bergantian; 

• Terdapat dua tumpukan token dengan banyaknya token dari masing-

masing tumpukan adalah sembarang; 

• Setiap pemain bisa mengambil token dari kedua tumpukan dengan jumlah 

yang sama atau mengambil dari satu tumpukan dengan jumlahnya adalah 

kelipatan dari k tetapi pemain harus mengambil minimal k token; 

• Pemain yang tidak bisa mengambil token berdasarkan tiga aturan 

sebelumnya dinyatakan kalah. 

Permainan Wythoff yang asli bersesuaian dengan k = 1. Dengan aturan 

permainan yang lebih umum ini para pemain dipaksa untuk memilik strategi atau 

langkah taktis tergantung dari nilai k yang diberikan.Jadi untuk bentuk 

generalisasi ini, para pemain memiliki strategi yang berbeda dengan permainan 

Wythoff sebelumnya. 

 

 

 

 

 

 

 


