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ABSTRAK 

Penulisan skripsi ini bertujuan untuk mendapatkan perumusan banyak cara 

berbeda dalam masalah distribusi bola ke dalam wadah, sesuai ketentuan atau 

syarat yang diberikan pada cara distribusi atau pada fungsi-fungsi yang terkait 

dengan distribusi tersebut. Tujuan lainnya adalah memberi intreprestasi beberapa 

masalah distribusi bola ke wadah menjadi masalah yang berbeda (tetapi 

ekuivalen) ke dalam bahasa matematis. 

Kata Kunci : Fungsi, Permutasi, Koefisien Binomial, Partisi Bilangan. 
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ABSTRACT 

The goal of this skripsi is primarily to obtain the number of different ways 

in distributing n balls into k urns subject to some conditions imposed on the balls 

and the urns as well as on the associated functions related to the distributions. 

Another goal is to find distinct interpretations, but equivalent for each distribution 

into mathematical language. 

Key Words : Functions, Permutations, Binomial Coefficient, Numbers Partition. 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

1.1   Latar Belakang   

Dalam kehidupan sehari-hari manusia melihat dan mengenali 

berbagai bentuk objek di sekitarnya. Objek dikenali berdasarkan perbedaan 

titik-titik pada tempat yang berbeda dan ukuran yang berbeda. Sering ada 

keinginan untuk mengetahui cara-cara sekumpulan objek dapat 

diklasifikasikan berdasarkan suatu kriteria sehingga terjadi partisi atas 

objek-objek tersebut menjadi beberapa kelompok yang berbeda dan saling 

lepas satu sama lain.  

Setiap partisi seperti diatas membentuk sekumpulan atau sebuah 

fungsi dari himpunan objek-objek ke himpunan lain sebagai akibat 

klasifikasi berdasarkan suatu kriteria (Lihat Gambar 1).  

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 1.  Klasifikasi Obyek-Obyek Sebagai Fungsi, Setiap Kelompok Yang 

Dihasilkan Diberi Label Berbeda 

◉ Bola 3 

 

  ◉  Bola  1 

 
   ◉ Bola 2

◉ Bola 4 

 ◉ Bola 5 

 
◉ Bola 6 

 
 ◉ Bola 7 

 

█  Wadah 1 

 

█ Wadah 2 

 

█  Wadah 4 

 

            █  Wadah 3 

 



 
 

2 
 

Aturan pengawanan dari fungsi bersama-sama syarat atau kendala yang 

dikenakan pada objek atau pada label kelompok yang terbentuk menjadi 

kriteria untuk menentukan cara pengelompokkan. 

Lebih jauh, berbagai masalah nyata dalam kehidupan sehari-hari 

ternyata ekuivalen dengan masalah menghitung banyaknya fungsi yang 

terbentuk berdasarkan ukuran dari kelompok yang berlabel sama. Masalah 

yang sejenis atau tidak sejenis di klasifikasi berdasarkan banyak label (yang 

digunakan dan tidak digunakan) dan mungkin dengan tambahan beberapa 

syarat atau kriteria lain (injektif, surjektif, dan sebagainya) yang dikenakan 

pada fungsi-fungsi tersebut.  

Semua masalah ini dikelompokkan ke dalam masalah pengisian 

(occupancy problem) yang merupakan bagian dari masalah enumerasi di 

dalam teori kombinatorik dan matematika diskrit. Dalam masalah pengisian, 

banyak masalah pencacahan dapat dirumuskan sebagai menghitung jumlah 

distribusi bola ke dalam wadah.(Thomas A. Dowling, 1991). 

    Matematikawan Paul R. Halmos mengatakan bahwa semua masalah 

kombinatorik adalah masalah distribusi bola ke dalam wadah. McMahon 

secara lebih tegas mengelompokkan beberapa masalah kombinatoriks yang 

bisa dinyatakan dalam model distribusi bola dan wadah. Walaupun saat ini 

komentar Halmos tidak tepat, tetapi komentar tersebut menggambarkan 

pentingnya masalah distribusi bola ke dalam wadah. Bola di sini berasosiasi 

sesuai dengan objek dan wadah berasosiasi dengan tingkat. 
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    Dari Gambar 1, masalah pengisian dapat dinyatakan dalam bahasa 

fungsi dari himpunan bola-bola ke himpunan wadah-wadah. Misalkan N 

adalah himpunan bola sebanyak n dan sedangkan K adalah himpunan wadah 

sebanyak k. Dalam hal ini, sebuah distribusi dinyatakan sebagai satu atau 

sekumpulan fungsi f: N → K. Himpunan semua fungsi yang terbentuk sangat 

tergantung pada asumsi-asumsi atau syarat-syarat yang diberikan sebagai 

berikut: 

1. Apakah masing-masing bola bisa dibedakan? 

2. Apakah masing-masing wadah bisa dibedakan? 

3. Apakah fungsi yang diinginkan bersifat 1-1, pada, atau sembarang? 

Sebagai ilustrasi misalkan diberikan asumsi bahwa bola - bola dan 

wadah-wadah bisa dibedakan satu sama lain. Banyak cara distribusi ini 

(banyak fungsi yang berbeda) sudah diketahui banyak orang yaitu n
k

.(Thomas A. Dowling, 1991) 

 Beberapa contoh masalah yang terkait cara distribusi dengan 

kemungkinan sebanyak  n
k  

o Banyak kata dengan panjang n pada alphabet berisi sebanyak k huruf 

dengan pengulangan. 

o Banyak fungsi injektif dari himpunan berukuran n ke himpunan 

berukuran k. 

Namun, jika bola-bola diasumsikan identik, tetapi wadah-wadah bisa 

dibedakan,  maka banyak cara distribusi  adalah C(k + n - 1, n). 
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Dari diskusi ini, penulis mengangkat masalah dengan judul 

“ MASALAH DISTRIBUSI BOLA KE DALAM WADAH SEBAGAI  

FUNGSI ATAU KUMPULAN FUNGSI “ 

1.2  Rumusan Masalah 

1. Bagaimana menghitung banyak cara berbeda untuk mendistribusikan 

bola ke dalam wadah, sesuai dengan syarat dan ketentuan yang 

diberikan? 

2. Bagaimana memberi intreprestasi masalah distribusi bola ke dalam 

wadah ke dalam bahasa matematis? 

3. Bagaimana rumusan hubungan antara beberapa konsep matematika yang 

terkait dengan masalah distribusi bola ke dalam wadah berdasarkan 

pustaka-pustaka yang ada? 

Masalah menghitung banyak cara distribusi bola ke dalam wadah 

dalam pertanyaan di atas bisa dinyatakan sebagai masalah menghitung 

banyaknya fungsi atau kumpulan fungsi-fungsi f: N → K dengan syarat dan 

ketentuan yang diberikan, di mana N adalah himpunan sebanyak n bola dan 

sedangkan K adalah himpunan semua k wadah.  

Tanpa ada persyaratan apapun, banyak fungsi yang berbeda adalah 

k
n
. Informasi yang diperlukan untuk menjawabnya berbentuk asumsi atau 

persyaratan tertentu pada fungsi-fungsi ini.  
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Berdasarkan asumsi atau persyaratan ini, masalah yang akan dibahas 

terbagi atas 12 submasalah yang  bisa dinyatakan melalui skema berikut: 

        Tabel 1 submasalah untuk distribusi bola ke wadah 

Ke-12 submasalah tersebut sebenarnya telah dibahas oleh berbagai 

buku teks, walaupun biasanya tidak lengkap. Dalam penulisan ini, sumber 

utama penulisan adalah berbagai buku teks (Aigner, 2007), (vanLint, 1993), 

tulisan yang bersumber dari situs suatu universitas dan catatan elektronik 

(Wagner, diakses 2012), (Dowling, 1991), (Sprugnoli, 2006). Isi skripsi ini 

akan menguraikan secara lebih lengkap dan sistematis tentang ke-12 

submasalah yang berhubungan dengan distribusi bola ke dalam wadah. 

 

 

Kriteria untuk 

n = banyak bola 

k = banyak wadah 

Tanpa syarat 1 – 1 Pada (onto) 

n berlabel 

k berlabel 

Submasalah 1 

(k
n
 fungsi - 

fungsi) 

Submasalah 2 Submasalah 3 

n tdk berlabel 

k berlabel 

Submasalah 4 Submasalah 5 Submasalah 6 

n berlabel 

k tdk berlabel 

Submasalah 7 Submasalah 8 Submasalah 9 

n tdk berlabel 

k tdk berlabel 

Submasalah 10 Submasalah 11 Submasalah 12 
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1.3  Batasan Masalah  

1. Setiap cara distribusi yang dibahas menghasilkan bentuk fungsi atau 

kumpulan fungsi-fungsi. Artinya, setiap bola harus distribusikan, tak ada 

bola yang tertinggal. Ini adalah bahasa lain untuk menyatakan syarat 

suatu pengawanan adalah sebuah fungsi.  

2. Untuk setiap submasalah, diberi batasan khusus. Misalnya untuk 

submasalah (3, 6, 9, dan 12), banyak bola yang dapat ditempatkan dalam 

wadah paling sedikit 1. 

 

1.4   Tujuan Penelitian 

1. Mendapatkan perumusan banyak cara berbeda dalam masalah distribusi 

bola ke dalam wadah, sesuai ketentuan atau syarat yang diberikan pada 

caa distribusi bola ke dalam wadah tersebut. 

2. Memberi intreprestasi beberapa masalah distribusi bola ke dalam wadah 

ke bentuk masalah yang berbeda (tetapi ekuivalen). 

3. Merumuskan hubungan antara beberapa konsep matematika yang terkait 

dengan masalah distribusi bola ke dalam wadah, sesuai dengan hasil 

studi literatur. 
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1.5   Manfaat Penelitian 

1. Memberikan batasan-batasan yang tegas antara suatu masalah dengan 

masalah lain apabila kedua masalah sama-sama bisa dirumuskan dalam 

bentuk distribusi bola ke dalam wadah (klasifikasi masalah). 

2. Masalah distribusi bola ke dalam wadah dapat di intreprestasikan 

kebeberapa masalah  yang ekuivalen. 

3. Memberikan alat (mathematical tools) pada konsep matematika lain 

yang terkait dengan konsep distribusi bola ke dalam wadah 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

2.1   Definisi Fungsi 

           Fungsi merupakan keadaan khusus dari suatu relasi. Diberikan 

himpunan N dan K. Suatu fungsi f dengan daerah asal N dan daerah kawan K 

didefinisikan sebagai himpunan pasangan-pasangan (n,k) dimana n  N dan 

k  K yang memenuhi syarat: 

1. Untuk setiap n  N terdapat k  K  sedemikian sehingga (n, k)  f. 

2. Untuk setiap (n1, k1)  f dan (n2, k2)  f  berlaku implikasi: 

jika n1 = n2 maka k1 = k2.  

Dari semua pasangan tersebut, himpunan N disebut daerah asal (domain) 

dan himpunan K disebut daerah kawan (ko-domain) dari fungsi.   

Pemetaan dari N ke K yang diberi simbol f bisa dinyatakan sebagai  

     f: N   K       atau      N 
f

  K 

                                                      

           Gambar 2.1 

 

 N : Domain  K : Kodomain 
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Fungsi f: N   K bisa juga ditafsirkan sebagai aturan pengawanan antara 

setiap unsur n  N dengan satu dan hanya satu k  K. Unsur sekawan k dari n 

biasa ditulis sebagai k = f(n). Karena tidak setiap nilai y memiliki kawan x dan 

himpunan semua nilai y yang memiliki kawan disebut daerah jangkauan (range) 

dari fungsi f. 

Contoh 2.1:  

Misalkan N = {a, b, c,d} dan K = {1,2,3}. Sebuah fungsi f: N       K bisa 

digambarkan oleh gambar  berikut.                         

       Didalam Gambar 2.2, tersirat   

  f(a) = 1, f(b) = 2, f(c) = 2, dan f(d) = 3 

       Daerah hasil f adalah {1,2,3} atau ditulis  

  secara formal f [N] = {1,2,3}.   

  

               Gambar 2.2 

2.2    Jenis – jenis fungsi  

          Ditinjau dari cara mengawankannya, fungsi dapat dibedakan menjadi 

3 jenis yaitu fungsi injektif, surjektif, dan bijektif. Jenis fungsi tersebut ada 

kaitannya dengan sifat pemetaan dari daerah asal ke daerah hasil. 

 

a. 

b. 

c. 

d. 

 

d. 

1 

2 

3 

 

 

 

N K 
f 
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a.   Fungsi Injektif 

Misalkan f  suatu fungsi dari N ke K. Jika setiap unsur – unsur dalam N 

berkawan secara tunggal ke suatu unsur dalam K artinya tidak ada dua buah 

elemen dalam N yang mempunyai peta yang sama di K  maka f  disebut 

fungsi injektif.  

Secara formal, 

fungsi f: N        K disebut injektif (satu – satu) jika untuk setiap a,b ε N 

berlaku jika  f(a) = f(b) maka a = b atau jika untuk setiap a,b ε N berlaku 

jika  f(a)  f(b) maka a  b 

    Contoh 2.2: 

      Misalkan fungsi f: RR   didefinisikan oleh rumus 3
)( xxf  .Maka f 

adalah fungsi satu – satu karena pangkat tiga dari dua bilangan riil yang 

berbeda juga berbeda. 

           f  Keterangan : f merupakan fungsi injektif 

        f(1) = 1 

       f(-1) = -1 

        f(2) = 8 

f(-2) = -8. 

                 Gambar 2.3 

x. 

R R 

f(x)=x3 
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b. Fungsi Surjektif 

    Misalkan f  suatu fungsi dari N ke K, jika f(N) = K, artinya jika 

setiap unsur K muncul sebagai bayangan dari sekurang – kurangnya satu 

unsur dalam N, maka dikatakan “ f suatu fungsi surjektif dari N ke K “. 

Fungsi f  ini juga disebut fungsi pada (onto function). 

  Secara formal,  fungsi f: N         K disebut fungsi surjektif (fungsi pada )   

  jika untuk setiap k ∈ K  terdapat  n ∈ N sehingga k = f(n). 

Contoh 2.3: 

Misalkan fungsi f: RR   didefinisikan oleh rumus 3)(  xxf . 

 Keterangan : f merupakan fungsi surjektif, jadi himpunan prapeta 

setiap y (f 
1

(y)) tidak pernah kosong, misalnya 

                 f 
1

(0) = {3} 

                 f 
1

(1) = {4} 

                 f 
1

(2) = {5} 

                 f 
1

(3) = { 6}. 

      Gambar 2.4 

 

 

x. 

R  R 

f(x)=x-3 

f 
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a. Fungsi Bijektif 

    Fungsi f : N → K dikatakan fungsi bijektif jika f  bersifat injektif  

(satu – satu) dan surjektif (pada). Pada fungsi bijektif, setiap anggota K 

mempuyai tepat satu pra-peta di N. 

Contoh 2.4 :  

Misalkan fungsi f: RR   didefinisikan oleh rumus xxf log)(  , 

dengan x = {0.01, 0.1, 0, 10, 100, 1000}  

              Keterangan : f merupakan fungsi bijektif 

         f (0) = 0 

       f (0.1) = -1  

       f (10) =1 

       f (0.01) = -2 

                  f (100) = 2 

       f (1000) = 3 

 

 

          Gambar 2.5 

 

 

 

 

0. 

0.1. 

10. 

0.01. 

100. 

1000 

R R 

   0 

   -1 

   1 

   -2 

   2 

   3 

f 

f 



 
 

13 
 

2.3     Permutasi 

       Dalam matematika, penyusunan obyek yang terdiri dari beberapa 

unsur dengan memperhatikan urutan disebut dengan permutasi.  

 Misalkan S adalah himpunan dengan n objek  

 Misalkan k ≤ n. Permutasi k objek dari himpunan S adalah susunan objek- 

objek berbeda dalam urutan tertentu yang terdiri dari k objek anggota  

himpunan S 

 Notasi Permutasi k  objek dari n objek yang berbeda dilambangkan 

kn
P

 
, P(n,k) ,  atau n

k
P  

2.3.1 Permutasi n  objek dari n objek yang berbeda 

Masalah yang dibahas di sini dapat dipandang sebagai masalah 

menempatkan n bola berlabel ke dalam n wadah yang juga berlabel 

dimana setiap wadah hanya bisa diisi tepat 1 bola.  

     

 

 

 

 

 

      wadah ke-  1                   2           ………………     n – 1                n 

Tahap pertama adalah mengisi wadah ke-1, tahap kedua adalah mengisi wadah ke-2, dan 

seterusnya sampai tahap ke-n . 
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Tahap Pengisian wadah ke- Banyak cara 

1 1 n 

2 2 n – 1 

… … … 

n – 1 n – 1 2 

n N 1 

 

Sehingga berdasarkan  Prinsip kaidah perkalian, banyak cara mengisi 

wadah  tersebut adalah  

!1.2)....2).(1.( nnnn 
      

2.3.2 Permutasi k  objek dari n objek yang berbeda, k ≤ n 

Masalah yang dibahas di sini dapat dipandang sebagai masalah 

memilih k diantara n bola berlabel kemudian menempatkan ke dalam n 

wadah yang juga berlabel dimana setiap wadah hanya bisa diisi tepat 1 

bola. 

     

 

 

 

 

   Wadah ke-   1                   2           ………………    k – 1                k 
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 Sehingga berdasarkan  Prinsip kaidah perkalian, banyak cara mengisi 

wadah tersebut adalah   n(n-1)(n-2)(n-3) …(n – k + 1)     =  

                                                            

              ( Charalambides, 2002).  

2.4   Prinsip Inklusi dan Eksklusi 

Diberikan himpunan semesta S  yang berhingga. Banyaknya anggota 

himpunan gabungan antara himpunan A  S  dan himpunan B  S  

merupakan jumlah banyaknya anggota dalam himpunan A dan B dikurangi 

banyaknya anggota di dalam irisannya. Dengan kata lain,    

 

 

 

Tahap Pengisian wadah ke- Banyak cara 

1 1 n 

2 2 n – 1 

… … … 

k – 1 k – 1 n - (k - 2) = n – k + 2 

k K n – (k – 1) = n – k + 1 

Tahap pertama adalah mengisi wadah ke-1, tahap kedua adalah mengisi wadah ke-2, dan  

seterusnya sampai tahap ke-k . 

)!(

!

kn

n



!
( , )

( ) !

n
P n k

n k
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                          |A ∪ B|= |A| + |B| - |A ∩ B|.  

                                               

                       Gambar 2.6 Diagram dua himpunan  

    Selanjutnya di uraikan bagaimana cara-cara menentukan banyaknya 

anggota didalam gabungan beberapa himpunan berhingga. Hasil ini 

kemudian akan dikembangkan menjadi sebuah prinsip yang dinamakan 

Prinsip Inklusi-Eksklusi.  

Sebelum membicarakan banyak unsur didalam gabungan n himpunan, 

dengan n sebagai bilangan bulat positif, sebuah rumusan bagi banyaknya 

anggota dalam gabungan 3 himpunan A, B, C  S , 

|A ∪ B ∪ C| 

akan diturunkan.  

Untuk menyusun rumus ini perlu diperhatikan bahwa |A| + |B| + |C| 

membilang tiap anggota A, B dan C tepat satu kali. Tetapi anggota-irisan 

setiap pasang himpunan (A ∩ B, A ∩ C dan B ∩ C) terbilang dua kali. 

Selanjutnya amati jumlahan 

|A| + |B| + |C|  |A ∩ B|  |A ∩ C|  |B ∩ C|. 
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Di dalam jumlahan ini, setiap unsur yang berada di dalam tepat dua 

himpunan (tidak berada di dalam himpunan ketiga) terbilang tepat satu 

kali. Tetapi unsur-unsur yang berada di dalam ketiga himpunan (berada di 

dalam A ∩ B ∩ C) di dalam ke tiga himpynan A ∩ B, A ∩ C dan B ∩ C 

terbilang tiga kali, padahal ketika menghitung |A| + |B| + |C| totalnya 

terbilang tiga kali. Jadi di dalam ekspresi 

|A| + |B| + |C|  |A ∩ B|  |A ∩ C|  |B ∩ C|, 

unsur-unsur A ∩ B ∩ C tidak terbilang (atau terbilang nol kali) sehingga 

untuk menghitung   

|A ∪ B ∪ C| 

harus ditambahkan |A ∩ B ∩ C| sehingga diperoleh 

|A| + |B| + |C|  |A ∩ B|  |A ∩ C|  |B ∩ C| + |A ∩ B ∩ C|. 

                                            

                                          Gambar 2.7 Diagram tiga himpunan  
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Secara umum berlaku, 

Teorema 2.1 (Prinsip Inklusi-Eksklusi)  

Misalkan 
n

AAAA ...
321

 adalah himpunan berhingga, maka  

 |...|
321 n

AAAA

....)1(...
321

1 11

1

n

nji nkji

kjiji

ni

i
AAAAAAAAAA

n




 
 

 

(Charalambides, 2002).  

Contoh 2.5 : 

Berapa banyak bilangan bulat positif yang tidak lebih 1000 yang habis 

dibagi oleh 5, 7 atau 11 ?  

Jawab :  

Misalkan 
1

A  himpunan bilangan bulat positif yang lebih kecil atau sama 

dengan 1000 yang habis dibagi 5, 
2

A  himpunan bilangan bulat positif 

yang lebih kecil atau sama dengan 1000 yang habis dibagi 7, dan 
3

A  

himpunan bilangan bulat positif yang lebih kecil atau sama dengan 1000 

yang habis dibagi 11. Dengan demikian 
321

AAA   adalah himpunan 

bilangan bulat positif yang lebih kecil atau sama dengan 1000 yang habis 

dibagi 5, 7, atau 11, dan 
321

AAA   adalah himpunan bilangan bulat 

positif yang lebih kecil atau sama dengan 1000 yang habis dibagi 5, 7, 

atau 11 

21
AA   adalah himpunan bilangan bulat positif yang lebih kecil atau 

sama dengan 1000 yang habis dibagi 5 dan 7, 
31

AA   adalah himpunan 
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bilangan bulat positif yang lebih kecil atau sama dengan 1000 yang habis 

dibagi 5 dan 11, dan 
32

AA  adalah himpunan bilangan bulat positif yang 

lebih kecil atau sama dengan 1000 yang habis dibagi 7 dan 11.                                                                                        

1

1000
200

5
A

 
 
 
 

 , 
2

1000
142

7
A

 
 
 
 

 , 
3

1 0 0 0
9 0

1 1
A

 
 
 
 

 

1 2

1000 1000
28

(5, 7 ) 35
A A

kpk

   
      

  

 , 

 
1 3

1000 1000
18

(5,11) 55
A A

kpk

   
      

  

 

2 3

1000 1000
12

(7 ,11) 77
A A

kpk

   
      

  

 

1 2 3

1000 1000
2

(5, 7 ,11) 385
A A A

kpk

   
       

  

 

321323121321321
AAAAAAAAAAAAAAA 

 

376212182890142200
321

 AAA

 

Jadi, terdapat 376 bilangan bulat positif yang lebih kecil atau sama 

dengan 1000 yang habis dibagi 5, 7, atau habis dibagi 11. 
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2.5   Koefisien Binomial 

  Definisi 2.1 (Fungsi faktorial) 

Didefinisikan 

0! = 1 

dan untuk setiap bilangan bulat  positif  n berlaku 

                             ! ( 1)( 2)...(2)(1)n n n n                           (2.1) 

Permutasi k dari n dengan n ≥ k, dilambangkan oleh simbol P(n,k), 

didefinisikan sebagai banyaknya cara memilih k obyek yang berbeda dari n 

obyek yang berbeda dimana urutan obyek sangat diperhatikan. P(n,k) juga 

bisa didefinisikan sebagai banyaknya pemetaan satu-satu yang berbeda dari 

daerah asal X dengan |X| = k ke daerah hasil Y dengan |Y| = n. Dari definisi 

ini bisa dibuktikan 

P(n,k) = n(n −  1)(n −  2)…(n −  k + 1).                      (2.2) 

Definisi 2.2 (Koefisien Binomial) 

Untuk setiap bilangan bulat tak negatif dengan k dan n dengan k ≤ n, 

bilangan-bilangan bulat. 

 
n

k
 =

n!

k! n − k !
                                    (2.3) 

disebut koefisien binomial. 

Koefisien binomial bisa digunakan untuk mencari banyaknya 

subhimpunan yang berbeda dengan banyak elemen k dari himpunan dengan 

n elemen.  
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 Contoh 2.6 : 

Menghitung banyak subhimpunan dari himpunan {a, b, c, d} yang 

banyak elemennya ada 2. Semua subhimpunan adalah {a,b}, {b,c}, 

{c,d}, {a,c}, {a,d}, dan {b,d}, semuanya berjumlah 6. Dengan koefisien 

binomial, banyak subhimpunan dengan 2 elemen adalah  
4

2
  = 

4!

2!2!
 = 6.  

Teorema 2.2 (Binomial) 

     Untuk setiap 𝑎,b ∈ ℝ dan bilangan bulat positif n , 

 a + b n =   
n

k
 akb

n−kn
k = 0                                   (2.4) 

Bukti: 

Ketika menjabarkan  a + b n, koefisien A(n; k) dari knk
ba

  diperoleh dari 

penjumlahan suku-suku hasil perkalian n faktor  yang berbentuk 

aa…aabb..b,       aa..abab..bb,      …,       bb..bbaa..a 

yang terdiri atas k faktor-faktor a dan (n – k) faktor-faktor b. Namun, 

karena perkalian di ℝ bersifat komutatif (misalnya: 

babaa = aaabb = a3b
2), semua bentuk hasil perkalian dari n faktor tersebut 

sama nilainya. Untuk mengetahui banyaknya n faktor dengan hasil yang 

sama, digunakan cara semacam berikut:  

   Karena bersifat komutatif, maka 

                                         a + b n =  A n; k akb
n−k

n

k = 0 

                                               

dimana A(n; k) merupakan banyaknya bentuk perkalian dari n faktor di 

atas dengan nilai yang sama, yaitu  akb
n−k

. 
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    Nilai dari A(n; k) diperoleh dengan menghitung banyaknya cara 

memasukkan k variabel a ke n faktor hasil perkalian a dan b. Untuk setiap 

bentuk perkalian dengan nilai knk
ba

 , terdapat satu dan hanya satu 

subhimpunan  

   niii
k

,...,2,1,...,,
21

   

Sedemikian sehingga semua k faktor a dalam bentuk perkalian knk
ba



berada pada posisi k
iii ,...,,

21 , Misalnya bentuk perkalian abaab 

bersesuaian dengan subhimpunan   .5,4,3,2,14,3,1   Dengan 

demikian, cara memperoleh A(n; k) sama dengan cara memperoleh 

koefisien binomial  
n

k
 . Dengan kata lain, persamaan (2.4)  berlaku.       ■                        

          Ada banyak penerapan dari teorema binomial. Misalnya untuk 

menghitung banyaknya semua subhimpunan yang dimiliki dari himpunan 

dengan n elemen, 

  
n

k
 

n

k = 0

 =   
n

k
 1

k
.1

n−k = 

n

k = 0

 1+1 n = 2n
, 

atau dalam komputasi pada teori peluang, untuk menghitung peluang 

mendapatkan k kali sukses di antara n kali percobaan, dsb. (Aigner, 2007). 
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2.6   Bilangan Stirling 

 Konsep faktorial k! mensyaratkan k bulat tak negatif. Generalisasi 

terhadap faktorial k! dengan k bulat tak negatif dilakukan dengan 

memperlonggar persyaratan bilangan bulat tak negatif k menjadi sembarang 

bilangan real t dan kemudian mengelompokkan atas dua jenis faktorial 

sebagai berikut.  

Untuk setiap bilangan real t dan bilangan bulat positif n, faktorial 

naik adalah polinom derajat n yang didefinisikan dan diberi lambang seperti 

berikut  

n
t  = t(t +1)(t + 2)...(t + n  1) 

(Charalambides, 2002).  

Demikian pula faktorial turun adalah polinom derajat n berikut 

n
t  = t(t  1)(t  2)...(t  n + 1). 

Jika n  t, maka   

 ,
n

t P t n
                        ( lihat ekspresi 2.2 ). 

Dengan faktorial turun, bilangan Stirling jenis pertama s(n,k) 

didefinisikan sebagai koefisien dari jumlahan di ruas kanan kesamaan 

                            






n

k

kn
tknst

0

),(
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sedangkan bilangan Stirling jenis kedua S(n,k) didefinisikan sebagai 

koefisien di ruas kanan kesamaan 

     0

( , )

n

n k

k

t S n k t



 
 

          (Charalambides, 2002).  

      Teorema berikut memberikan definisi lain dari bilangan Stirling jenis kedua. 

      Teorema 2.3 

Bilangan Stirling jenis kedua Sn,k adalah banyaknya partisi suatu 

himpunan berukuran n atas k subhimpunan. 

           Pembuktian bahwa teorema di atas memberikan definisi kedua dari Sn,k 

bisa dilihat di dalam (Fifik 2013, Teorema 3.5). Inti pembuktian kedua definisi 

Sn,k bisa dinyatakan secara  rekursif dengan relasi rekurensi yang sama dan 

nilai awal yang sama. 
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2.7  Partisi Bilangan 

           Partisi dari suatu bilangan bulat adalah cara untuk menuliskan bilangan 

tersebut sebagai jumlah dari bilangan bulat positif.  Fungsi partisi p(n) ialah  

jumlah partisi yang bisa dimiliki oleh suatu bilangan bulat positif n. 

   Definisi 2.3 : 

Partisi dari bilangan n adalah sebuah barisan yang diberi lambang  

                       = <λ1, λ2, … , λk >                                              (2.5) 

dan memenuhi sifat 

i. n = λ1 + λ2 + … + λk , dan 

ii.  λ1 ≥ λ2 ≥ … ≥ λk ≥ 1 .  

Jadi,    =   λi
k
i = 1  adalah bilangan asli yang dipartisi menjadi 

barisan . Jadi  jika    adalah partisi dari bilangan asli n maka     = n. 

Apabila   adalah partisi dari n atas jumlahan sebanyak k suku yaitu, 

= (λ1, λ2, … , λk) , dikatakan  adalah partisi-k. Dalam hal ini,  

 1 ≤ k ≤ n. (Aigner, 2007) 

Par n  dinotasikan sebagai himpunan semua partisi dari n. Jika n = 0, 

maka Par n  hanya memuat partisi kosong, yang diberi notasi  (Di sini  

bukan lambang himpunan kosong, tetapi partisi kosong). 

Demikian pula Par(n;k) dinotasikan sebagai himpunan semua partisi 

-k dari n, ukuran (banyak partisi di dalam) masing-masing himpunan Par n  

dan  Par(n;k) adalah 

               p n  =  Par n            dan            p n;k  =  Par(n;k)                       (2.6) 
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Dari definisi, Par(0) = Par(0;0) = {} sehingga ukuran himpunan ini adalah 

p(0) = p(0;0) = 1. Jika n > 0, semua partisi di dalam Par n  tidak boleh 

kosong. Ini berarti p(n;0) = 0. (Aigner, 2007) 

Contoh 2.7: 

Untuk n = 5, diperoleh 7 partisi (unsur-unsur Par(5)) yakni, 

<5>      <4, 1>       <3, 2>       <3, 1, 1>     <2, 2, 1>       <2, 1, 1, 1>      <1, 1, 1, 1, 1> ; 

sehingga p 5 =  Par 5  = 7.  

 Par(5, 1) = {< 5 >}                       𝑝(5,  1) =  1,   

 Par(5,  2) =  {< 4, 1 >,  < 3, 2 >}     𝑝(5,  2) =  2, 

 Par(5,3)={< 3, 1, 1 >, < 2, 2, 1 >}          𝑝(5,  3) =  2, 

 Par(5,  4) =  {< 2, 1, 1, 1 >}                𝑝(5,  4) =  1, 

 Par(5,  5) =  {< 1, 1, 1, 1, 1 >}            𝑝(5,  5) =  1. 

Partisi bilangan bisa dinyatakan melalui diagram Ferrer. Diagram 

Ferrer untuk partisi  ini dibuat dengan cara meletakkan n buah titik pada k 

baris dengan aturan sebagai berikut: sebanyak λ1 titik diletakkan pada baris 

pertama, sebanyak λ2 titik pada baris kedua, … hingga sebanyak λk titik pada 

baris ke-k dan semuanya dimulapi dari kolom yang sama, kolom paling kiri. 

Diagram Ferrer untuk  ∈ Par(n;k), diagram mempunya k baris.  
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Contoh 2.8 : 

Partisi = (6, 3, 3, 2, 1) ∈ Par(15;5) dinyatakan oleh diagram Ferrer 

berikut 

 

 

 

    

 

            Gambar 2.8 Diagram Ferrer  = (6, 3, 3, 2, 1) 

(Aigner, 2007). 
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