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ABSTRAK

BUDYANITA ASRUN. Analisis Kestabilan Model Mangsa Pemangsa
dengan Fungsi Respon Tipe Holling Il dan Waktu Tunda (dibimbing oleh
Syamsuddin Toaha dan Moh. Ivan Azis).

Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui pengaruh waktu tunda
pada kestabilan titik keseimbangan model mangsa pemangsa dengan
fungsi respon tipe Holling I1.

Metode penelitian ini merupakan kajian pustaka yang dilakukan di
jurusan Matematika Universitas Hasanuddin Makassar.

Hasil penelitian menunjukkan bahwa dari model mangsa pemangsa
dengan fungsi respon tipe Holling Il diperoleh tiga titik keseimbangan,

yaitu E, = (0,0), E; = (5,0) dan E, = (d_cac,(aizjc_;i;f)d). Dari hasil

analisis diperoleh dua titik keseimbangan yang dapat stabil pada kondisi
syarat tertentu, yaitu titik keseimbangan E; = (%,O) stabil jika

ad — ec — aac < 0 dan titik keseimbangan E, = (d_cac , (aizjc_;i;f)d) stabil
jika ed —aad + asc + a’ac > 0. Waktu tunda dapat mempengaruhi

kestabilan titik keseimbangan E, dari stabil menjadi tidak stabil.




ABSTRACT

BUDYANITA ASRUN. Stability Analysis of Predator Prey Model with
Holling Type Il Functional Response and Time Delay (Supervised by
Syamsuddin Toaha and Moh. Ivan Azis).

The research aimed to investigate the effect time delay on the
stability of an equilibrium point in the predator prey model with Holling type
Il functional response.

This was a library research carried out in the Department of
Mathematics of Hasanuddin University, Makassar.

The research result indicates that the predator prey model with
Holling type Il functional response is obtained three equilibrium points, i.e.

Ey = (0,0), E; = (%,O) and E, = (d_cac,(aiz;:i;f)d). The stability analysis

is obtained two equilibrium points which can be stable on the certain
condition, i.e. the equilibrium point E; =(%,0) is stable if

© c (ad —sc—aac)d) .
d—ac’ b(d—ac)?
stable if ed — aad + asc + a?ac > 0. The delay time can affect the stability
on the equilibrium point E, from stable to unstable.

ad —ec —aac < 0 and the equilibrium point E, = (
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BAB |

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Semua makhluk hidup memiliki hubungan saling bergantung satu
sama lain. Masing-masing individu berinteraksi dengan individu lain yang
sejenis maupun lain jenis. Dalam ekosistem terdapat pula proses mangsa
memangsa antar makhluk hidup. Hubungan antara mangsa dan
pemangsa disebut pemangsaan atau predasi. Hubungan ini sangat erat
sebab tanpa mangsa populasi pemangsa tak dapat hidup. Sebaliknya,
pemangsa juga berfungsi sebagai pengontrol populasi mangsa.

Salah satu model mangsa pemangsa yang paling terkenal dinamai
setelah dua ilmuwan Alfred Lotka dan Vito Volterra yang terlebih dulu
mempelajari dan menerapkan model ini dan memperkenalkannya pada
tahun 1926. Model mangsa pemangsa Lotka Volterra terdiri atas dua
persamaan differensial yang pertama untuk x sebagai mangsa dan yang
kedua untuk y sebagai pemangsa.

Asumsi dasar dari model mangsa pemangsa Lotka Volterra klasik
adalah bahwa setiap populasi mengalami pertumbuhan atau peluruhan
eksponensial dalam ketiadaan yang lain. Eksistensi terbaru dari model ini

menyelidiki pertumbuhan logistik dari satu populasi ketika yang lain tidak



hadir, penundaan waktu respon oleh satu populasi terhadap perubahan
populasi yang lain, dan interaksi antar populasi. Kemudian model mangsa
pemangsa Lotka Volterra dimodifikasi dengan menambahkan asumsi
bahwa jumlah populasi juga dipengaruhi oleh adanya tingkat kompetisi
dalam populasi tersebut (Olinick, 2006).

Salah satu pengembangan lain dari model mangsa pemangsa
Lotka Volterra adalah model yang dilakukan oleh Ruan dan Xiao (2001),
Liu dan Chen (2002), serta Tian dan Xu (2011), dimana dalam model
Lotka Voltera diberikan penambahan fungsi respon tipe Holling Il pada
interaksi antara mangsa dan pemangsa, yang dimana fungsi respon tipe
Holling Il menggambarkan tingkat pemangsaan sebagai fungsi naik dari
populasi mangsa, sampai pada kepadatan mangsa yang tinggi dimana
tingkat konsumsi mencapai titik jenuh. Hal ini disebabkan setiap
pemangsa hanya dapat memakan sejumlah kecil mangsa pada satu unit
waktu.

Untuk membangun model yang lebih realistis Beretta dan Kuang
(1996) dan Ruan (2009) mempertimbangkan waktu tunda (time delay)
untuk jangka respon pemangsa terhadap mangsa, maka pada
kompartemen y penyebab penambahan jumlah populasi pemangsa
diperlukan adanya waktu tunda, hal ini diasumsikan bahwa penggunaan
waktu tunda pada sistem tersebut karena adanya waktu yang diperlukan

populasi pemangsa dalam memangsa mangsanya. Kemudian Teng et.al



(2011) juga melakukan hal yang sama memberikan waktu tunda pada

fungsi respon tipe Holling Il pada kompartemen yang sama.

B. Rumusan Masalah

Model yang akan dikaji berdasarkan model mangsa pemangsa
Lotka Volterra yang telah dimodifikasi dengan menambahkan asumsi
bahwa jumlah populasi mangsa juga dipengaruhi oleh adanya tingkat
kompetisi dalam populasi mangsa tersebut, kemudian dikembangkan
Ruan dan Xiao (2001), Liu dan Chen (2002), serta Tian dan Xu (2011)
dengan memberikan fungsi respon tipe Holling Il pada pengaruh predasi
terhadap populasi.

Dari model tersebut, maka dirumuskan pemasalahan yang akan
dibahas, yaitu bagaimana menganalisis kestabilan dari titik keseimbangan
pada model mangsa pemangsa dengan fungsi respon tipe Holling Il dan

waktu tunda.

C. Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah untuk mengetahui pengaruh waktu
tunda pada kestabilan titik keseimbangan model mangsa pemangsa

dengan fungsi respon tipe Holling 1.



D. Kegunaan Penelitian

Manfaat dalam penelitian ini adalah sebagai berikut :

1. Secara umum diharapkan dapat memberikan sumbangan terhadap
perkembangan ilmu pengetahuan serta untuk menambah wawasan
pengetahuan dalam bidang matematika terapan terutama dalam
bidang matematika ekologi.

2. Secara khusus memberikan gambaran tentang kestabilan titik
keseimbangan dari model mangsa pemangsa dengan fungsi respon

tipe Holling Il dan waktu tunda.



BAB Il

MODEL MANGSA PEMANGSA LOTKA VOLTERRA

A. Pendahuluan

Model mangsa pemangsa Lotka Volterra pertama kali
diperkenalkan oleh Alfred Lotka dan Vito Volterra pada tahun 1926.
Model tersebut memiliki asumsi dasar bahwa populasi mangsa akan
mengalami pertumbuhan secara eksponensial tanpa adanya pemangsa
dan berkembang menjadi pertumbuhan secara logistik ketika
pertumbuhan mangsa dibatasi oleh kapasitas batas lingkungan.

Ketika tidak ada pemangsa, maka diasumsikan bahwa populasi
mangsa akan mengalami pertumbuhan eksponensial. Sedangkan ketika
tidak ada mangsa, maka populasi pemangsa akan mengalami proses
kematian secara alami. Selanjutnya jumlah mangsa yang mati akibat
predasi sebanding dengan frekuensi pertemuan antara populasi. Dengan
demikian predasi sedikit jika populasi mangsa atau pemangsa sedikit dan
predasi banyak ketika kedua populasi relatif besar. Misalkan x = x(t)
menyatakan jumlah populasi mangsa dan y = y(t) menyatakan jumlah
populasi pemangsa, maka model laju perubahan populasi mangsa dan

pemangsa klasik yang diusulkan Lotka Volterra diberikan sebagai berikut



X = ax — bxy, (2.1a)
y =dxy —cy, (2.1b)
dimana x dan y secara berturut-turut menyatakan laju perubahan populasi
mangsa dan pemangsa per waktu. Jumlah populasi mangsa pada
kompartemen x bertambah karena adanya laju kelahiran mangsa ax dan
berkurang akibat predasi bxy. Sedangkan jumlah populasi pemangsa
pada kompartemen y bertambah karena adanya predasi mangsa dxy dan
akan berkurang akibat kematian populasi pemangsa secara alami cy.
Beberapa modifikasi dari model Lotka Volterra mangsa pemangsa
telah diusulkan yang menawarkan gambaran yang lebih realistis dari
interaksi populasi. Salah satunya dengan menambahkan asumsi jika
populasi mangsa selalu jauh lebih besar daripada jumlah pemangsa,
maka pertimbangan persamaan logistik dapat digunakan. Jika jumlah
mangsa menjadi cukup besar, maka mangsa dapat mengganggu satu
sama lain dalam upaya mereka untuk memperoleh makanan dan ruang
(habitat). Salah satu cara untuk menggambarkan efek ini secara
matematis adalah dengan menggantikan model (2.1a) oleh sistem
persamaan yang lebih rumit, dimana populasi mangsa tumbuh logistik
dalam ketiadaan pemangsa, dengan daya dukung ex?. Model sistem
persamaan (2.1a) dan (2.1b) setelah modifikasi diberikan sebagai berikut
x =x(a—¢ex —by), (2.2a)

y =y(dx — o). (2.2b)



B. Keadaan Seimbang

Pada keadaan seimbang, model yang dinyatakan oleh sistem

persamaan (2.2a) dan (2.2b) memenuhi sistem persamaan

x=vy=0, (2.3)

sehingga diperoleh
x(a—¢&x-by)=0, (2.4a)
y(dx—c) =0. (2.4b)

Untuk memenuhi persamaan (2.4a) dapat ditulis dua kemungkinan, yaitu

x =0, (2.5a)
atau
a—ex-by=0
a—e&x
y=— (2.5b)

sedangkan untuk memenuhi persamaan (2.4b) dapat ditulis dua

kemungkinan, yaitu

y=0, (2.6a)
atau
(dx—=c) =0
x =2, (2.6b)
d

Pada keadaan dimana tidak ada pemangsa, maka y = 0. Substitusi
y = 0 ke persamaan (2.5a) dan (2.5b). Untuk y = 0 yang disubstitusi ke
persamaan (2.5a) maka diperoleh
xo =0dan y, =0, (2.7)
dengan demikian diperoleh titik keseimbangan
Ey = (0,0).

Untuk y = 0 yang disubstitusi ke persamaan (2.5b) maka diperoleh



xlzgdwuqzo, (2.8)
dengan demikian diperoleh titik keseimbangan
Ey = (=,0).
Pada keadaan dimana ada pemangsa, maka y # 0. Substitusi

persamaan (2.6b) ke persamaan (2.5b), maka diperoleh

= 2.9
xZ_d' ( ')
dan
_ad—ec 210
yz_ bd ) ( )

dengan demikian diperoleh titik keseimbangan

¢ ad — c

Ea=(g—a

Namun dengan mempertimbangkan positif dari parameter yang
tidak diketahui, maka titik keseimbangan E, ( x,,y,) berada pada kuadran

pertama apabila ad — ec > 0.

C. Analisis Kestabilan

Perilaku dinamis dari titik keseimbangan dapat dipelajari dengan
memperhatikan nilai eigen dari matriks Jacobi pada sistem persamaan
yang telah dilinearisasi. Tinjau kembali persamaan (2.2a) dan (2.2b) yang
dituliskan dalam bentuk

x=x(a—ex-by) = filx,y), (2.11a)

y=y(dx—c)=fo(xy). (2.11b)



Linearisasi di sekitar titik keseimbangan E* (x*,y"), dapat

dituliskan dalam bentuk matriks Jacobi

o4 o
. oy _|Ox Oy
](x;}’)— % %
[0x 0dy

. [a —2ex* — by” —bx*
JGy) = ! |

dy* —c+dx* (2.12)

Nilai eigen persamaan karakteristik sistem persamaan (2.11a) dan

(2.11b) diperoleh dengan menyelesaikan persamaan det (Al —J) = 0.

1. Analisis kestabilan titik keseimbangan E, dan E,

Tinjau titik keseimbangan E, dan Ej;.
a. Padatitik keseimbangan Ey = (0,0).

Matriks Jacobi untuk titik keseimbangan E, sebagai berikut

on=[8 °]

—C

Persamaan karakteristik pada titik keseimbangan ini adalah

det (A —)) =0,
! B : A -(I)- cl = 0,
atau
A2 +all+a2 =0, (2.13)
dimana
al=c—a,

a2 = —ac.
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Menurut  kriteria Routh-Hurwitz, semua nilai eigen persamaan
(2.13) memiliki bagian real negatif jika dan hanya jika al > 0 dan a2 > 0.
Karena a2 = —ac , maka jelas bahwa a2 < 0. Jadi titik keseimbangan E|,
tidak stabil. Dengan mencari nilai eigen dari persamaan (2.13), maka
diperoleh nilai eigen

A1 =adan 4, = —c.
Karena nilai eigen dari titik keseimbangan E, real dan berbeda tanda,
maka titik keseimbangan E, merupakan titik pelana (sadel).

b. Pada titik keseimbangan E; = (=,0).

Matriks Jacobi untuk titik keseimbangan E; sebagai berikut

e P
](%’O)= 0 —C-:Jﬂ

Persamaan karakteristik pada titik keseimbangan ini adalah

det (A —]) =0,
ab
/1 +a ?
ad| = 0,
0 A+c——
£
atau
A +ali+a2=0, (2.14)
dimana
ad — ec
al =a— ( ),
£

ad — sc
a2=—a( )
£
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Menurut  kriteria Routh-Hurwitz, semua nilai eigen persamaan

(2.14) memiliki bagian real negatif jika dan hanya jika al > 0 dan a2 > 0.

Karena al = a — (ad;“) dan a2 = —a (ad;gc), maka al > 0dan a2 >0

jika ad — ec < 0. Jadi titik keseimbangan E; akan stabil jika ad — ec < 0.

2. Analisis kestabilan titik keseimbangan E,

Tinjau titik keseimbangan E; = (£,%=-¢

), sehingga diperoleh

matriks Jacobi untuk titik keseimbangan E, sebagai berikut

&c bc

c ad —ec\ d d
(E' bd >_ ad — ec

Persamaan karakteristik pada titik keseimbangan ini adalah

det (Al —=]) =0,
1+ ec bc
d dl_p
ad — ec ’
b
atau
A2 +all+a2=0, (2.15)
dimana
L= &c
a 7
d—
0 = (a sc)c.
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Menurut  kriteria Routh-Hurwitz, semua nilai eigen persamaan

(2.15) memiliki bagian real negatif jika dan hanya jika al > 0 dan a2 > 0.

(ad —&c)c

Karena al =%, maka jelas al > 0, sedangkan a2 = , karena

sebelumnya telah diasumsikan syarat agar titik keseimbangan E, berada
pada kuadran pertama jika ad —ec > 0, maka jelas a2 > 0. Jadi titik

keseimbangan E, stabil.
D. Simulasi Numerik

Simulasi dilakukan dengan menggunakan software Maple dan
Matlab dengan nilai parameter dari model (2.2a) dan (2.2b) diberikan pada

Tabel 1 di bawah ini.

Tabel 1. Nilai parameter model (2.2a) dan (2.2b)

Parameter Nilai
a@  Laju kelahiran mangsa 1,2 (hari)™!
b Laju kematian mangsa akibat predasi 0,1 (populasi x hari) ™!
¢ Laju kematian alami pemangsa g’ghg;)ri_)lq

d Laju pertumbuhan pemangsa akibat (4 (populasi x hari)~!
predasi

€  Laju kompetisi dalam populasi mangsa 0,6 (populasi x hari) ™!

Sumber : Zhang et.al (2011) dan Teng et.al (2011)
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Model sistem persamaan (2.2a) dan (2.2b) disimulasikan dengan
menggunakan nilai parameter pada Tabel | dan Tabel I, serta dengan
menggunakan syarat awal, yaitu

x(0) = 5dan y(0) = 1.

Untuk ¢ =2 maka kondisi sistem akan stabil pada titik

keseimbangan E; , yaitu

E; =(2,0),
dimana pada akhir periode populasi pemangsa akan musnah. Adapun
nilai eigen yang bersesuaian dengan persamaan (2.14) adalah

Ay =-12dan 4, = —1,2.

Sedangkan untuk ¢ = 0.2 maka kondisi sistem akan stabil pada titik
keseimbangan E, ,yaitu

E, =(0.5,9),
dimana pada akhir periode semua populasi akan tetap ada. Adapun nilai
eigen yang bersesuaian dengan persamaan (2.15) adalah

A1 = —0.15 + 0.3968626967 I dan A, = —0.15 — 0.3968626967 I.

Pada Gambar la,1b dan 1c hasil simulasi menunjukkan ketika
kondisi ad — ec < 0. Dalam hal ini titik keseimbangan E, tidak berada
pada kuadran pertama, maka populasi mangsa dan pemangsa stabil
menuju titik keseimbangan E; dimana dalam waktu yang panjang populasi
pemangsa akan musnah, sedangkan Gambar 1d, 1e dan 1f hasil simulasi

menunjukkan ketika kondisi ad — ec > 0 yang memenuhi syarat bahwa
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titik keseimbangan E, berada pada kuadran pertama, maka populasi akan
stabil menuju ke titik keseimbangan E, dimana dalam waktu yang panjang
semua populasi akan tetap ada. Berikut gambar hasil simulasi dari model
(2.2a) dan (2.2b) terhadap populasi mangsa dan pemangsa, serta

trayektorinya.

Model Lotka Volterra c=2

45} .

3.5H

(t)

25F

1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30
t (hari)

Gambar la. Populasi mangsa terhadap waktu x(t) dengan ¢ = 2

Gambar la memperlihatkan bahwa tingkat populasi mangsa terus

menerus menurun akibat predasi hingga mencapai kestabilan.
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Model Lotka Yolterra c=2

_Dz 1 1 1 1 1
1] 5 10 15 20 25 30

t (hari)
Gambar 1b. Populasi pemangsa terhadap waktu y(t) denganc = 2

Gambar 1b memperlihatkan bahwa tingkat populasi pemangsa

terus menerus menurun hingga mencapai kestabilan, yaitu populasi

pemangsa mengalami kepunahan.

0&r

06r

0.4r

02r

_Dz 1 1 1 1 1 1
15 2 256 3 35 4 45 a

()

Gambar 1c. Trayektori dari x(t) dan y(t) dengan c = 2
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Gambar 1c memperlihatkan bahwa pemangsa mengkonsumsi
mangsanya lebih sedikit sehingga lambat laun jumlah populasinya akan
menurun hingga mencapai kepunahan, sedangkan populasi mangsa juga
terus menurun karena predasi hingga mencapai kestabilan. Dalam hal ini,

populasi akan stabil menuju ke titik keseimbangan E; = (2,0)

Model Lotka Valterra c=0.2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 ) 40 45 50
t (hari)

Gambar 1d. Populasi mangsa terhadap waktu x(t) dengan ¢ = 0.2

Gambar 1d menjelaskan bahwa tingkat populasi mangsa diawal
menurun akibat predasi, kemudian berfluktuasi hingga mencapai

kestabilan.
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hodel Lotka Wolterra ¢=0.2

t (hari)

Gambar le. Populasi pemangsa terhadap waktu y(t) dengan ¢ = 0.2

Gambar 1le menjelaskan bahwa tingkat populasi pemangsa diawal
meningkat akibat predasi, kemudian berfluktuasi hingga mencapai

kestabilan.

Gambar 1f. Trayektori dari x(t) dan y(t) dengan ¢ = 0.2
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Gambar 1f memperlihatkan bahwa diawal akibat predasi tingkat
populasi mangsa terus menerus menurun, dan menyebabkan populasi
pemangsa meningkat. Ketika populasi mangsa mulai menurun, maka
populasi pemangsa juga mengalami penurunan, kemudian pada akhirnya
mencapai kestabilan. Dalam hal ini, populasi akan stabil menuju ke titik

keseimbangan E, = (0.5,9).



