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ABSTRAK
Pengangguran merupakan masalah ketenagakerjaan yang cukup serius. Hal ini
menjadi salah satu masalah yang sering dihadapi oleh negara berkembang seperti
Indonesia. Masalah ini tidak lepas dari peran pemerintah Indonesia dalam
mengeluarkan kebijakan. Pada penelitian ini, kebijakan yang dikeluarkan
pemerintah dimodelkan ke dalam model kontrol untuk mempelajari kestabilan dan
bentuk strategi kontrol yang efektif dalam mengurangi jumlah pengangguran.
Model yang dibangun yaitu dalam bentuk sistem persamaan diferensial dengan
faktor kontrol melalui penyediaan pekerjaan bagi pengangguran dan penciptaan
lowongan kerja baru. Hasil analisa menunjukkan terdapat paling banyak lima titik
kesetimbangan yang positif. Hasil analisis kestabilan diperoleh dari kriteria
kestabilan Routh-Hurwitz. Dengan menerapkan Prinsip Minimum Pontryagin
pada model kontrol maka secara analitik dapat diperoleh dua bentuk kontrol yang
optimal dari kebijakan pemerintah dalam menyediakan pekerjaan bagi
pengangguran dan kebijakan pemerintah dalam menciptakan lowongan kerja baru.
Simulasi numerik dari sistem optimal dilakukan dengan melalui metode forward-
backward Runge Kutta. Hasil yang diperoleh menunjukkan keefektifan dari kedua

jenis kontrol saat diterapkan sekaligus dalam mengurangi jumlah pengangguran.

Kata kunci : Pengangguran, Kebijakan Pemerintah, Kontrol Optimal, Titik

Kesetimbangan, Kestabilan, Prinsip Minimum Pontryagin.
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ABSTRACT

Unemployment is a serious labor problem. This has become one of the problems
often faced by developing countries such as Indonesia. This problem cannot be
separated from the role of the Indonesian government in issuing policies. In this
research, the policies issued by the government are modeled into the control
model to study the stability and form of effective control strategies in reducing the
number of unemployed.The model built is in the form of a system of differential
equations with control factors through providing employment to unemployment
and creation of new vacancies. The result of the analysis shows there are at most
five positif equilibrium point. The results of the stability analysis is obtained from
Routh-Hurwitz stability criterion. By applying the Pontryagin Minimum Principle
to the control model, it can be obtained analytically two forms of optimal control
of government policy in providing employment for unemployment and
government policies in creation of new vacancies. The model has been solved
numerically by using forward-backward Runge Kutta method. The results
obtained show the effectiveness of both types of controls when applied at some

time in reducing the number of unemployment.

Keywords : Unemployment, Government Policy, Optimal Control, Equilibrium

Points, Stability, Pontryagin's Minimum Principle
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Pemodelan matematika merupakan suatu pendekatan matematis dalam
menyelesaikan berbagai fenomena di kehidupan nyata. Fenomena yang ada
ditransformasikan dalam bentuk model matematika. Model matematika
merupakan representasi permasalahan di dunia nyata ke dalam persamaan
matematika yang dibuat dengan asumsi-asumsi tertentu. Kesesuaian model
terhadap fenomena tersebut bergantung dari formulasi persamaan matematika
dalam mendeskripsikan fenomena yang sedang dikaji. Salah satu fenomena yang
dapat dimodelkan secara matematika adalah pengangguran.

Pengangguran adalah semua orang yang termasuk dalam usia kerja yang
tidak bekerja, bersedia menerima pekerjaan dan sedang mencari pekerjaan
(International Labour Office, 1990). Pengangguran merupakan masalah
ketenagakerjaan yang cukup serius (Utama, 2014). Masalah ini mempengaruhi
standar kehidupan masyarakat dan status sosial ekonomi suatu negara. Tingginya
tingkat pengangguran juga dapat menimbulkan ketidakstabilan sosial dan politik.
Umumnya pengangguran disebabkan oleh minimnya penyerapan tenaga kerja.
Hal ini menjadi salah satu masalah yang sering dihadapi oleh negara berkembang
seperti Indonesia (Nurjanah, 2017).

Berdasarkan data Badan Pusat Statistik (BPS) per Februari 2018
menunjukkan jumlah pengangguran terhitung mencapai 5,13 persen Vyaitu
sebanyak 6,18 juta orang dari total angkatan kerja yang mencapai 133,94 juta
orang (BPS, 2018). Angka pengangguran tersebut mengalami penurunan sebesar
140 ribu orang dalam setahun terakhir dengan jumlah angkatan kerja yang
meningkat 2,39 juta orang dibandingkan pada Februari 2017. Meskipun

mengalami penurunan, pengangguran harus segera diatasi karena akan berdampak

urunnya tingkat kesejahteraan masyarakat.
u-' _ asalah pengangguran di Indonesia merupakan bagian dari masalah

asi negara karena berkaitan dengan penyerapan tenaga kerja dan
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ketersediaan lapangan kerja. Masalah ini tidak lepas dari peran pemerintah dalam
mengeluarkan kebijakan. Kebijakan yang dikeluarkan pemerintah sangat penting
dalam penciptaan lapangan kerja. Kenaikan jumlah lapangan kerja dapat menekan
angka pengangguran dan meningkatkan kemakmuran masyarakat. Selain itu, juga
akan menambah pendapatan nasional dan meningkatkan pendapatan perkapita.

Kebijakan pemerintah ditetapkan dengan tujuan meminimumkan jumlah
pengangguran. Kebijakan pemerintah tersebut menarik untuk dikaji melalui
pendekatan model matematika. Beberapa peneliti telah mengkaji secara matematis
mengenai pemodelan terhadap pengangguran. Seperti yang dikaji oleh Munoli dan
Gani (2015). Dalam penelitian tersebut dideskripsikan model kontrol dengan teori
kontrol optimal mengenai kebijakan yang optimal untuk model pengangguran.
Dalam penelitian tersebut diberikan dua kebijakan yaitukebijakan pemerintah
untuk menyediakan pekerjaan bagi pengangguran dan kebijakan pemerintah untuk
menciptakan lowongan Kkerja baru. Penelitian tersebut terbatas pada tiga
kompartemen, yaitu pengangguran, pekerja dan lowongan kerja baru. Selanjutnya
penelitian yang ditulis oleh Pathan dan Bhathawala (2016) menjelaskan mengenai
analisis model matematika untuk pengangguran dengan mempertimbangkan
persaingan pekerjaan antara pengangguran dan imigran. Dalam kajian tersebut
diasumsikan bahwa pemerintah dan perusahaan swasta berupaya untuk
menyediakan lowongan kerja. Selain itu, penelitian yang ditulis oleh Munoli dan
Gani (2017) membahas mengenai model matematika untuk pengangguran dan
analisis kontrol optimalnya. Pada analisis kontrol optimalnya diberikan kebijakan
pemerintah yaitu penyediaan pekerjaan sementara dan penyediaan pekerjaan yang
reguler untuk pengangguran dan penciptaan lapangan kerja baru yang bersifat
sementara dan yang bersifat reguler.

Dalam skripsi ini, penelitian yang dilakukan oleh Munoli dan Gani (2015)
dikembangkan dengan menambahkan faktor migrasi yang dimuat pada penelitian

Pathan _dan Bhathawala (2016) dan belum dikerjakan oleh Munoli dan Gani

enelitian ini akan meninjau salah satu faktor terjadinya pengangguran

grasi. Seseorang dikatakan melakukan migrasi apabila ia berpindah

nggal secara permanen atau dalam jangka waktu tertentu atau pindah dari
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satu unit geografis ke unit geografis lainnya (Rusli, 1995). Migrasi merupakan
faktor dasar yang mempengaruhi pertumbuhan pendudukselain kelahiran dan
kematian. Hal ini tentu saja akan berdampak pada penumpukan angkatan kerja
yang dapat berakibatpada peningkatan jumlah pengangguran. Penelitian ini
dituangkan ke dalam bentuk skripsi yang berjudul:

“Analisis Kestabilan dan Kontrol Optimal Model Matematika Pengaruh

Migrasi terhadap Perubahan Jumlah Pengangguran”

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan sebelumnya maka
rumusan masalah yang diperoleh adalah sebagai berikut:

1. Bagaimana mengembangkan model pengangguran dengan menambahkan
kompartemen pekerja migran?

2. Bagaimana menganalisis kestabilan titik kesetimbangan dari model
pengangguran dengan kontrol konstan?

3. Bagaimana bentuk kontrol optimal dari kebijakan pemerintah untuk
menyediakan pekerjaan bagi pengangguran dan kebijakan pemerintah untuk
menciptakan lowongan kerja baru?

4. Bagaimana perbandingan simulasi numerik dari model pengangguran tanpa

kontrol dan dengan kontrol?

1.3  Batasan Masalah

Dalam penelitian ini, model matematika pengangguran hanya diamati
pada empat kompartemen, yaitu kompartemen pengangguran (U), kompartemen
pekerja non migran (E), kompartemen lowongan kerja (V) dan kompartemen
pekerja migran (M). Kontrol yang diberikan yaitu kebijakan pemerintah dalam
menyediakan pekerjaan bagi pengangguran dan kebijakan pemerintah dalam

mencipntagkan lowongan kerja baru.
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1.4 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah, maka tujuan penelitian adalah sebagai
berikut :

1. Mengembangkan model pengangguran dengan menambahkan kompartemen
pekerja migran.

2. Menganalisis kestabilan titik kesetimbangan dari model pengangguran
dengan kontrol konstan.

3. Mendapatkan bentuk kontrol optimal dari kebijakan pemerintah untuk
menyediakan pekerjaan bagi pengangguran dan kebijakan pemerintah untuk
menciptakan lowongan kerja baru.

4. Menganalisis perbandingan simulasi numerik model pengangguran tanpa
kontrol dan dengan kontrol.

1.5  Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut:

1. Menjadi salah satu bahan kajian pustaka tentang pemodelan matematika
terkait pengangguran.

2. Memberikan gambaran kepada peneliti lain yang ingin mengembangkan

penelitian mengenai pengangguran.

1.6  Sistematika Penulisan

BAB|1 PENDAHULUAN
Pada bab ini dibahas mengenai latar belakang masalah, rumusan
masalah, batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan
sistematika penulisan.

BAB Il TINJAUAN PUSTAKA
Pada bab ini membahas mengenai pengangguran, migrasi, persamaan

diferensial, titik kesetimbangan sistem, aturan tanda Descartes’,

linearisasi dan kestabilan titik kesetimbangan sistem, kriteria kestabilan
Routh-Hurwitz, masalah kontrol optimal, prinsip minimum Pontryagin,

metode Forward-Backward Runge Kutta dan metode Steepest Descent.
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BAB Il

MODEL MATEMATIKA PENGARUH MIGRASI TERHADAP

PERUBAHAN JUMLAH PENGANGGURAN

BAB IV

BAB V

" i

Optimization Software:
www . balesio.com

Bab ini membahas mengenai pengembangan model matematika
perubahan jumlah pengangguran

HASIL DAN PEMBAHASAN

Bab ini membahas mengenai formulasi model kontrol optimal,
penentuan titik kesetimbangan sistem, linearisasi dan analisis kestabilan
solusi kesetimbangan sistem, penyelesaian kontrol optimal, simulasi
numerik sistem

PENUTUP

Bab ini berisi tentang uraian singkat dari hasil penelitian yang telah

dilakukan serta saran untuk penelitian yang lebih lanjut.



BAB |1
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Pengangguran

Pengangguran merupakan masalah yang tidak hanya dihadapi oleh negara
berkembang tetapi juga dialami oleh negara-negara yang sudah maju. Secara
umum, pengangguran didefinisikan sebagai suatu keadaan dimana seseorang yang
tergolong dalam kategori angkatan kerja tidak memiliki pekerjaan dan secara aktif
sedang mencari pekerjaan (Nanga, 2001). Terjadinya pengangguran disebabkan
karena adanya kelebihan penawaran tenaga kerja dibandingkan dengan
permintaan tenaga kerja yang ada dipasar kerja.

Masalah ketenagakerjaan memang sangat luas dan kompleks. Sebelum
terjadinya krisis ekonomi, Indonesia sudah tergolong negara bermasalah dengan
ketenagakerjaan karena tingginya pertumbuhan penduduk. Terbatasnya lapangan
kerja yang tersedia tidak seimbang dengan peningkatan jumlah angkatan kerja
sehingga berdampak pada tingginya jumlah pengangguran (Harlen, 2015).
Pengangguran seringkali menjadi masalah dalam perekonomian, seperti
produktivitas dan pendapatan masyarakat akan berkurang, sehingga menyebabkan
timbulnya kemiskinan dan masalah sosial lainnya. Tingkat pengangguran yang
terlalu tinggi juga dapat menyebabkan kekacauan politik, keamanan dan sosial
sehingga mengganggu pertumbuhan dan pembangunan ekonomi (Adi, 2016).

Pengangguran merupakan masalah penting yang harus segera diatasi
karena sangat berpengaruh terhadap perkembangan suatu negara. Pemerintah
harus berperan dalam mengatasi masalah pengangguran. Upaya pemerintah dalam
mengatasi  pengangguran dapat membantu mengurangi  permasalahan
pengangguran dengan mengeluarkan berbagai kebijakan yang dapat

meminimalisir terjadinya pengangguran.
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2.2 Migrasi

Migrasi merupakan salah satu komponen demografi yang mempengaruhi
dinamika penduduk. Munir (2007) mendefinisikan migrasi sebagai perpindahan
penduduk dengan tujuan menetap dari suatu tempat ketempat lain melampaui
batas politik, negara administrasi atau batas bagian dalam suatu negara.

Fenomena migrasi sangat sering terjadi di beberapa Negara berkembang,
dimana banyak tenaga kerja yang berasal dari daerah pedesaan mengalir ke daerah
perkotaan. Proses migrasi yang berlangsung dalam suatu Negara dianggap sebagai
proses alamiah yang akan menyalurkan tenaga kerja di daerah ke sector industri
modern di kota yang daya serapnya lebih tinggi, walaupun pada kenyataannya
arus perpindahan tenaga kerja dari pedesaan ke perkotaan tersebut telah
melampaui tingkat penciptaan lapangan kerja sehingga migrasi yang terjadi jauh
melampaui daya serap sektor industri dan jasa di daerah perkotaan
(Hasyasya,2012).

Lapangan pekerjaan yang tersedia di suatu daerah memberikan harapan
bagi para migran untuk memperoleh pekerjaan baru yang lebih baik dari
sebelumnya. Migran yang masuk terlalu banyak pada suatu daerah akan
menyebabkan peningkatan penduduk di daerah tersebut dan jika peningkatan
penduduk ini tidak seimbang dengan peluang kerja yang ada maka tingkat
pengangguran akan bertambah di daerah tersebut (Harlen, 2015).

2.3 Persamaan Diferensial Biasa

Persamaan diferensial biasa adalah persamaan diferensial yang melibatkan
turunan biasa dari satu atau lebih variabel terikat terhadap satu variabel bebas
(Ross, 2004). Bentuk umum persamaan diferensial biasa dapat dituliskan sebagai
berikut:

F,y,y",y", ., y®) = 0. (2.1)

Porcamaan (2.1) menunjukkan bahwa hubungan antara variabel bebas x variabel

il beserta turunannya. Sebuah persamaan diferensial disebut berorde n jika

] _ han tertinggi yang terlibat adalah n (Kartono, 2002).
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Misalkan diberikan persamaan diferensial,

@ _

= 2y. (2.2)
Persamaan (2.2) dapat dituliskan dalam bentuk y’ — 2y = 0. Persamaan tersebut
dikatakan persamaan diferensial biasa orde satu yang memuat variabel bebas x

dan variabel tak bebas y.

2.4 Titik Kesetimbangan Sistem
Titik kesetimbangan merupakan suatu keadaan dari sistem yang tidak

berubah terhadap waktu. Suatu titik x* € R™ dikatakan titik kesetimbangan dari
x = f(x), untuk x € R™ jika memenuhi (Wiggins, 1990)

fx)=0
dengan

f1(x1, %2, v, Xn)

Flx) = fz(xl,xz., ey Xp) .

fo (1, 22, e, )
Atau dengan kata lain, jika x* = (x7, x3, ..., x;;) merupakan titik kesetimbangan
dari x = f(x), maka

filx{, x5, .., xp) =0, Vi=1.2,..n.

2.5 Aturan Tanda Descartes’
Misalkan diberikan persamaan karakteristik
PA) =2+ g A"+ +a, =0, (2.3)
dengan koefisien a;,i = 0,1, ...,n. Tanpa mengurangi keumuman diasumsikan
a, > 0. Misalkan N adalah banyaknya perubahan tanda pada barisan koefisien
{a,, a,_1,...,ap}, dengan mengabaikan semua yang nol. Aturan tanda Descartes
mengatakan bahwa terdapat paling banyak N buah akar dari Persamaan (2.3) yang

bernilai real dan positif, lebih lanjut terdapat N atau N — 2, atau N — 4, ... akar

tif. Dengan memisalkan kembali w = —A dan menerapkan kembali

| rsebut, maka akan diperoleh informasi mengenai akar real negatif yang
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Sebagai contoh, tinjau persamaan
AB+a22—adl+ay,=0, a; >0 untuki=0,1,2. (2.4)

Dari Persamaan (2.4), terdapat dua perubahan tanda pada barisan koefisien, yaitu
dari a, yang bertanda positif ke a; yang bertanda negatif, kemudian dari a; yang
bertanda negatif ke a, yang bertanda positif. Jadi, terdapat dua atau nol akar real
positif dari Persamaan (2.4).

Jika dimisalkan 4 = —w, maka Persamaan (2.4) menjadi

—w3 + a,w? + ayw + ay = 0,

yang memiliki satu perubahan tanda pada barisan koefisien. Jadi, terdapat paling
banyak satu akar w yang real positif . Ini berarti, terdapat tepat satu akar A yang

real negatif dari Persamaan (2.4) (Murray, 2002).

2.6  Linearisasi dan Kestabilan Titik Kesetimbangan

Linearisasi adalah proses aproksimasi persamaan diferensial nonlinear
dengan persamaan diferensial linear. Proses ini dilakukan dengan menggunakan
ekspansi deret Taylor di sekitar titik kesetimbangan sistem. Misalkan diberikan

sistem :

d d
—r = fila,x), 2= folr,x0). (2.5)

Jika sistem Persamaan diferensial (2.5) mempunyai titik kesetimbangan (xj,x3)
dan y; = x; — x;, maka ekspansi deret Taylor untuk fungsi dua peubah di sekitar
titik (x7, x3) dituliskan sebagai berikut:

9 f1(x1,%3) Afs(x1,x3) | ua? 0% f1(x1,x3)

file,x2) = fi(xg, x3) + g ox, + 1 0%, 21 %2 +
wo® P () | pakty Oy (X1 %3) (2.6)
2! 0x5 2! 0x1%;

_— 0/, (x1,x3) fo(x1,x3) | w1 0°fr(x1,x3)

f2(1,x2) = (1, x3) + iy zaxll =+ 2axlz 2 +j Zc’ixfl =+

1 O 0605) | atty (i) (2.7)
2
2! 0x5 2! 0x1%x5
— In (2.6) dan (2.7) dapat dituliskan dalam bentuk,
1D 0f1(x1, %) 0f1(x1,x2)
| ——— t e —— + 9:1(U, 12)

| 1, %2) = f1(x1,x3) + 1y

dx, dx,
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0fa(xixz) 9fa(¥1,x2)

fa(x1,x2) = fo(x7,x3) + wy o, M2 9%, + 92(u1, 12)
dengan
( ) = pi 02 f1(x1, x3) 4 502 f1 0l x3) | papa 02 £ (x5, x3) N
Gt b2) =50 5y2 2 0x2 20 oxix
CpE0f(x,x5) | W5 0% fo(xt, x3) | paptp 0% (X1, x3)
92 (g, 1) = + +

20 ox? 20 ox? 2 Axyxy

Karena (x1, x;) merupakan titik kesetimbangan, maka f;(x1,x;) = 0, untuk setiap
i = 1,2. Jika dimisalkan

d.ul d(x; — x7)

Mi="ae = dt
dp;  d(x; —x3)
= = 2.8

maka Persamaan (2.5) dapat dituliskan sebagai berikut:

dxq 0x, [lh] [91 (U, p2)
T |0LG1 1) af(xx) 92 (1, h2)
dx,q dx,

dul 0fi(x1,%2)  0f1(x1,%2)

Karena x; dianggap cukup dekat dengan x;, begitupun dengan x, dan x;, maka
nilai u; dan u, sangat kecil. Hal ini menyebabkan suku-suku nonlinear dari
Persamaan (2.6) dan (2.7) yaitu g;(uq, 42) Yang memuat u?,u3, ..., untuk setiap

i = 1,2 dapat diabaikan. Sehingga diperoleh sistem linear sebagai berikut:

dx, dx, I [H1]
|6f2(x1,x2) df2(x1,x3) | LH2
dx, dx,

(2.9)

d,u1 [afl(x1:x2) df1(x1, x2)]

Dalam notasi vektor Persamaan (2.9) dapat dituliskan menjadi:
L= Ap (2.10)
dan A disebut matriks Jacobi dari f pada (xj, x3), yaitu (Nayfeh, 1995):
[0fi(x1,x3)  0f1(x1,%2)]

— _ I axl axZ I
0 i) 9fti)
"y | x4 dx,
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Kestabilan titik kesetimbangan (xj,x;) dapat ditentukan dengan
memperhatikan nilai eigen yaituAyang merupakan solusi dari persamaan
karakteristik

det(A—AI) =0
dengan I adalah suatu matrik identitas.

Misalkan A merupakan nilai eigen dari matriks Jacobi A, maka secara
umum kestabilan titik kesetimbangan berlaku sebagai berikut:

1. Stabil, jika memenuhi kriteria berikut :
e Setiap nilai eigen real adalah negatif (4; < 0) untuk setiap i.
e Setiap komponen real nilai eigen kompleks adalah tidak positif, yaitu
Re(1; < 0) untuk setiap i, dengan Re(A;) menyatakan bagian real dari
nilai eigen A;.
2. Tidak stabil, jika memenubhi Kkriteria berikut :
e Setiap nilai eigen real adalah negatif (1; > 0) untuk setiap i.
e Setiap komponen real nilai eigen kompleks adalah tidak positif, yaitu
Re(A; > 0) untuk setiap i, dengan Re(4;) menyatakan bagian real dari

nilai eigen 4;.

2.7 Kriteria Kestabilan Routh-Hurwitz

Kriteria kestabilan Routh-Hurwitz adalah suatu metode untuk
menunjukkan kestabilan sistem dengan memperhatikan koefisien dari persamaan
karakteristik tanpa menghitung akar-akar karakteristik secara langsung.

Tinjau Persamaan (2.3), dari persamaan tersebut dapat dibentuk matriks
M,, yang entri-entrinya merupakan koefisien dari Persamaan (2.3) dengan M,

adalah matriks Hurwitz yang didefinisikan sebagai berikut :

a, az Qs .. Qapn—1
1 a, Qi .. Qp—
M ) a, az .. Arn—3 |
n — a ’
- 0 1 a, .. 2n—4
.| p) iﬂ II 0 0 0 an
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Akar-akar Persamaan karakteristik (2.3) akan negatif atau mempunyai bagian real
negatif jika dan hanya jika semua determinan dari matriks Hurwitz bernilai positif
(det(H,,) > 0) (Merkin,1997).

Sebagai contoh, diberikan persamaan kubik

13 + a1/12 + a2/1 + a3 = O, (211)
dari Persamaan (2.11) maka dibentuk matriks Hurwitz sebagai berikut:
a;, az O
a; a
Ml = (al)ﬁ Mz = ( 11 az), M3 = ( 1 az 0 )
0 a4 a3

Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, akar-akar Persamaan (2.11) mempunyai
bagian real negatif jika dan hanya jika det(M;) > 0,det(M,) > 0, dan
det(M3) > 0. Dengan demikian diperoleh kondisi sebagai berikut:

a, > 0dan (a,a, — a;) > 0.

2.8 Masalah Kontrol Optimal

Masalah kontrol optimal adalah masalah pencarian fungsi kontrol u(t)
yang membawa sistem dari state awal x(t,) pada waktu t, ke state akhir
x(tr) pada waktu akhir t¢, sedemikian sehingga memberikan nilai maksimum atau

nilai minimum untuk suatu fungsi tujuan (fungsi objektif) (Tu, 1983).

2.8.1 Persamaan State, Fungsi Kontrol dan Fungsi Tujuan
State suatu sistem kontinu pada waktu t dinyatakan dalam bentuk sistem
persamaan diferensial yaitu
x = g(t,x(®),u)), (2.12)
dengan nilai awal x(t,) = x,.
Sistem tersebut bergantung pada fungsi u(t) yang merupakan fungsi
kontrol dari sistem (2.12). Fungsi kontrol u(t) yaitu fungsi yang mempengaruhi

suatu state yang dapat dikendalikan, dengan u(t) € U untuk setiap t € [0,T]

J = {u(t):0 <u <1} (Tu,1983). U merupakan himpunan dari semua
il DF ntrol u(t) yang diperkenankan. Jika nilai u(t) berubah maka solusi dari

.12) juga akan berubah.
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Masalah kontrol optimal paling dasar adalah mencari fungsi kontrol u(t)
dan solusi sistem yang bersesuaian dengan (2.12) sehingga fungsi tujuan berikut

dapat tercapai, yaitu
min [ f (¢, x(6),u(®))dt, (2.13)
dengan kendala & = g(t, x(t),u(t)). Diasumsikan bahwa kontrol optimal dari
masalah optimal (2.13) ada yaitu u* dengan x* adalah variabel state optimal yang
memenuhi Persamaan (2.12).
Penentuan syarat perlu keoptimalan fungsi tujuan (2.13) dapat dilakukan

dengan cara menentukan fungsi adjoint. (Lenhart & Workman, 2007). Misalkan
fungsi tujuan dalam persamaan (2.13) dituliskan sebagai berikut:

Jw) = fttof (&, x(0), u(t))dt, (2.14)
dengan x adalah variabel state. Misalkan J(u*) < J(u) < oo untuk semua kontrol
u. Misalkan pula terdapat fungsi variasi kontinu h(t) dan € € R sedemikian
sehingga

v(t) = u*(t) + €h(t), (2.15)
merupakan fungsi kontrol yang lain. Misalkan y merupakan variabel state yang
bersesuaian dengan v yang memenuhi,

y@® = g(ty®),v(®). (2.16)
dengan nilai awal yang sama yaitu y(t,) = x,. Jadi fungsi tujuan dalam

Persamaan (2.14) dapat dievaluasi di v, sehingga
J@) = [ f(y(®,v(©®)dt. (2.17)
Misalkan A(t) merupakan fungsi adjoint yang akan ditentukan. Fungsi

tersebut merupakan fungsi yang terturunkan dalam interval [to, tf]. Dengan

menggunakan teorema dasar kalkulus diperoleh,
ty
d
| Z1AOY©lde = At)y(e) - Aoy eo)
to
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f
j %[A(t)y(t)]dt — [a(t)y(tr) — A(t)y(to)] = 0. (2.18)
to

Jika Persamaan (2.18) dijumlahkan ke dalam Persamaan (2.17) maka diperoleh
J@) = f |6 y,00) + = @y )| ar
+[A(to)y (to) — A(tr)y(tr)],
tf .
= | [f(ty®,v(®) +AOy®) + 2D g(t, y(©), v(1))]dt
to

+A(to)y(to) — A(tr)y(tr)],
dengan y(t) = g(t,y(t),v(t)). Karena nilai minimum dari J terhadap kontrol u
terjadi pada u*, turunan dari J(v) terhadap ¢ ( dalam arah h) adalah nol, yaitu:

aw) lim](v) —J’) 0
de le—p T £50 £ o

Dengan menggunakan teorema Lebesgue Dominated Convergence (Royden,
1968), bentuk limit (begitu pula dengan turunan) dapat dipindahkan ke dalam
bentuk integral, sehingga diperoleh turunan dari J(v) terhadap ¢, yaitu

dj(v)
de

t 0 .
_ f fg[f(t, y(©),v()) + 2Dy + O g(t, y®,v®)]dt] _,
to

£=0

0 0
+£/1(t0)}’(to)|s=0 - &A(tf)J’(tf)lezo =0
Dengan menerapkan aturan rantai terhadap fungsi f dan g, diperoleh

9 9
Y v) dt

j [fx +fua L a0 a0 (9,2 + 9.5

(2.19)

dengan f,, f., 9. dan g,, bergantung pada t, x*(t), dan u*(t). Jika Persamaan
(2.19) disederhanakan maka diperoleh:

I ! (£ + 40g, + A®) Z—szo + (fu + A()gu)h(D) | dt

(2.20)
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Akan dipilih fungsi adjoint untuk menyederhanakan Persamaan (2.20) dengan

menghilangkan % o Dengan demikian dipilih fungsi adjoint A(t) yang
memenuhi
A) = —[f (t,x"(O),u* @) + A g (t, x*(®),u"(D))], (2.21)

dan syarat batas A(t;) = 0. Syarat batas ini dikenal sebagai syarat transversality.
Persamaan (2.20) berubah menjadi
[ A2 0,0 () + A0 gult 2" (0w ()] A() dt.
Selanjutnya, karena Persamaan (2.20) berlaku untuk sembarang fungsi variasi
h(t) yang kontinu, maka h(t) dapat dipilih fungsi,
h(t) = £.(t, 27 (@), u (D) + 2() gu(t, x* (), u* (D).
Akibatnya Persamaan (2.20) menjadi,
t

f [£.(t, x* (), u" (D) + 2() gu(t, x*(t),u*(t))]z dt = 0.

Berdasarkan persamaan tersebut diperoleh fungsi yang memenuhi kondisi
optimal, yaitu

fult,x*@®),w®) + 2D gu(t,xu' () =0, V<t <t,. (2.22)
Jadi Persamaan (2.21) dan (2.22) yang diperoleh tersebut merupakan syarat perlu
keoptimalan fungsi tujuan (2.13) (Lenhart & Workman, 2007).

2.8.2 Prinsip Minimun Pontryagin
Misalkan diberikan fungsi tujuan sebagai berikut:

J= fttoff(t,x(t),u(t))dt, (2.23)
dengan kendala

x = g(t, x*(t), u (t)). (2.24)

Diasumsikan bahwa wu(t) merupakan fungsi terhadap waktu sehingga f(t,x,u)

x,u) juga merupakan fungsi terhadap waktu yang terdefinisi dalam

to, tf]. Pemilihan fungsi f bergantung pada penekanan dari sistem yang
|
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akan dioptimalkan. Dalam sistem kontrol optimal, tujuan pengontrolan adalah
untuk mengoptimalkan fungsi tujuan (2.23).

Pencarian fungsi kontrol u*(t) yang mengoptimalkan ]/ pada prinsipnya
menggunakan Metode Pengali Lagrange. Sistem (2.24) menyatakan suatu fungsi
kendala yang bergantung pada t € [t,, t¢], sehingga diperlukan pengali Lagrange
pada masing-masing waktu tersebut karena setiap kendala mempunyai satu
pengali Lagrange. Misalkan pengali Lagrange disimbolkan dengan A(t) € R™
maka bentuk perluasan dari / yang menyertakan kendala (2.24) dapat dituliskan

sebagai berikut:

Ja = L If (620 + A0 (gt x,w) — %(0)]dt. (2.25)
Misalkan didefinisikan fungsi Hamiltonian sebagai berikut:
H(t,x,u,A) = f(t,x,u) + A(t)g(t, x,u). (2.26)

Dengan menggunakan fungsi Hamiltonian tersebut, Persamaan (2.25) dapat

dituliskan sebagai berikut:

Ju = ffof [H(t,x,u,A) — A()x(D)] dt. (2.27)

Teorema 1 (Lenhart & Workman, 2007) Jika u*(t) dan x*(t) merupakan
kontrol optimal dan state optimal untuk masalah berikut:

min [ £ (£ 2(0),u(®)dt, (2.28)
terhadap x(t) = g(t, x(t),u(t)), x(t;) = xo, Maka terdapat variabel adjoint
A(t) yang terturunkan sedemikian sehingga

H(t,x*(8),u"(6), A(0) < H(t, x" (1), u(0), A(D)),
untuk semua fungsi kontrol u pada setiap t, dengan fungsi Hamiltonian

H = f(t, x(6), u®)) + A()g(t, x(©),u(t)),

dan

. 0
A(t) = ——H (t, x(®),u (), A1), A(ts) = 0.

ngkas, prinsip minimum Pontryagin dapat dituliskan sebagai berikut:

x =gt xu), x(ty) = x,
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Fungsional Tujuan ] = ftsz(t,x(t),u(t))dt

Fungsi Hamiltonian H(t,x,u,A) = f(t,x,u) + A(t)g(t, x,u)
Pengontrol Optimum
e Persamaan state x = ‘;—Z =g(t,x,u) (2.29)
e Persamaan costate A=— z—z (2.30)
e Syarat Stasioner g—z =0, VYueU (2.31)
e Syarat Transversality Altr)=0
Contoh 2.1 (Lenhart & Workman, 2007)
Misalkan diberikan suatu fungsi tujuan :
1
minJ u(t)? de
0

dengan fungsi kendala x(t) = x(t) + u(t) dengan syarat awal x(0) = 1. Fungsi
Hamiltonian dari masalah kontrol optimal tersebut adalah
H=u?+ A(x + ).

Syarat stasionernya adalah

0H
—=2u+1=0,
du

Sehingga diperoleh u = —%A.

Persamaan costatenya yaitu
OH
ox

yang mempunyai solusi A(t) = ce ™, dengan ¢ merupakan sebuah konstanta.

A= -1

Dari syarat transversalitynya yaitu A(1) = 0, diperoleh

ce =0 atauc = 0.

a A = 0, sehingga diperoleh u* = —%A = 0.

H_-'a‘ b ya, untuk persamaan state dan syarat awalnya yaitu

x = x dengan x(0) = 1.
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Jika kedua ruas diselesaikan untuk mendapatkan x(t), diperoleh

1

—dx =dt

x

1
j—dx=fdt

x

x = cet.

Karena x(0) = 1 maka diperoleh
ce®=1latauc = 1.
Jadi diperoleh u dan x yang optimal, yaitu

u*=0 dan x* = el.

2.9  Metode Forward-Backward Runge Kutta

Masalah optimasi yang diberikan dapat diselesaikan secara numerik
menggunakan berbagai metode optimasi. Salah satunya dengan menggunakan
metode Forward Runge Kutta dan Backward Runge Kutta. Secara umum,
pendekatan beda maju (Forward Diference) diperoleh dengan mengekspansi (x +

Ax) dalam deret Taylor di sekitar x, diperoleh:

@0?a?r | (Ax)?*a°f
2! 9x2 3! 9x3

flx+Ax) = F() + (ax) 5L+ + e, (2.32)
Jika semua suku-suku yang memuat faktor Ax dan suku-suku lebih tinggi

dijumlahkan dan notasi error sebagai O (Ax) maka Persamaan (2.32) menjadi

of _ fOc+A)—f(x)
= s 4 0(ax), (2.33)

dimana merupakan sebuah pendekatan untuk turunan parsial pertama dari f

terhadap x. Sedangkan pendekatan beda mundur (Backward Diference) diperoleh

dari mengekspansi (x — Ax) dalam deret Taylor di sekitar x, diperoleh:
flr—ax) = f(x) - (AL +

Jika semua suku-suku yang memuat faktor Ax dan suku-suku lebih tinggi

@roy _@er,
21 9x2 3! 6x3+ ! (2'34)

dijumlahkan dan notasi error sebagai O (Ax) maka Persamaan (2.34) menjadi

o O _ [G=t)-f@) 4 g (Ax), (2.35)
~ D x Ax
0 - merupakan sebuah pendekatan untuk turunan parsial pertama dari f

x (Hoffman & Chiang, 2000).
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Dalam penyelesaian solusi numerik akan digunakan metode Forward
Runge Kutta. Pada metode ini, diberikan kondisi awal yaitu pada Persamaan
(2.29). Kemudian diberikan step size yaitu h dan Persamaan (2.22) yang akan
diselesaikan. Pendekatannya melalui x(t + h) dan x(t), sehingga bentuk umum

dari metode ini yaitu:

x(t +h) = x(t) + % (ky + 2k + 2k + ky), (2.36)
dengan
ki = f(t,x(t)), (2.37)
ky = f(t+5,%(0) + k),

ks = f(t +§,x(t) +§k2),

ky = f(t +§,x(t) +§k3).

Sedangkan metode Backward Runge Kutta diberikan kondisi akhir yaitu pada
Persamaan (2.30). Kemudian diberikan step size yaitu h dan Persamaan (2.22)
yang akan diselesaikan. Pendekatannya melalui A(t —h) dan A(t), sehingga

bentuk umum dari metode ini yaitu:

At = h) = A(t) = = ey + 2ky + 2ks + ky), (2.38)
dengan
ki = (£, A(D)), (2.39)
by = f(£+5.40) = 2ky),

ka = £ (£+5.400 —3k2),

ky = f<t+g,)l(t) —%k3).

(Lenhart & Workman, 2007).

P
\
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2.10 Metode Steepest Descent
Diberikan suatu fungsi f: R™ — R yang mempunyai turunan di xq. Arah
dari metode Steepest Descent adalah vektor Vf(x,). Untuk melihat hal ini,
perhatikan fungsi berikut:
p(a) = f(xg + au), (2.40)
dengan u adalah vektor satuan, yaitu ||u|| = 1. Dengan menggunakan aturan

rantai diperoleh turunan dari ¢(t), yaitu

T
L "~ 0x, Oa 0x, da ’
of of
_a_xlul +---+Eun,

=Vf(xg + au) - u.
Untuk a = 0, diperoleh:
@'(0) = Vf(xo) - u = |IVf(xo)ll cos¥,
dengan 6 adalah besar sudut antara Vf(x,) dan u. Nilai ¢'(0) minimum Ketika

6 = 180’ sehingga diperoleh:

_ Vf(xo) , _
IVFxo)ll’ dimana ¢'(0) = — ||V (xo)ll. (2.41)

Oleh karena itu, dengan memilih nilai u pada Persamaan (2.41) fungsi (2.40)

dapat diminimumkan. Artinya, terdapat nilai « > 0 yang dapat meminimumkan
fungsi (2.40) , yaitu:
@ola) = f(xo - a’Vf(xO)), (2.42)
jika ay merupakan nilai minimum dari @ maka diperoleh
x = xo — aoVf(xo).

Dalam metode Steepest Descent ini, nilai awal untuk x, diberikan. Nilai

selanjutnya dihitung melalui iterasi berikut:
Xie1 = Xk — a Vf(xy), k=01.2,.. (2.43)

dengan a;, > 0. Jadi Persamaan (2.42) menjadi :

— or(t) = f(x = aVf (x1). (2.44)

-} 2010),
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