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LAMPIRAN

A. Perhitungan Persamaan Geodesik
Berangkat dari persamaan (5):

I = fﬁ ds (A1)

Kemudian divariasikan:

61=5f£ds=f6£ds (A.2)

1
Mengingat bahwa £ = (gwﬂdi)z, maka variasi dari L:

ds ds
) () = L gy

6L_ 6#+ (d;‘”)6(ds ds ds

L oL d
=— 6xt +

OxH a(dxﬂ)d (Sx#

oL d
= ax—qu” + — [ dxl‘ ] [ds axFr ]8x ds (A3)

Variasi 6x* pada batas titik awal dan t|t|k akhlr adalah nol, maka suku kedua pada
ruas kanan di atas menjadi lenyap.

5[Lds _f[axu . dxu)] SxFds=0 (A.4)
Karena 6x* ds bernilai apa saja, maka persamaan geodesik ditentukan oleh:
oL d oc
dxk [ds @] =0 (A-5)
Sekarang selesaikan bentuk —— dan di% dengan memasukkan nilai £ dan
ds

ds? = (g,,dxPdx?), diperoleh hubungan:
1
oL _ 1( dﬁdﬁ)‘f 99ap dx® dxF
axt ~ 2\9IPY9 gs gs dx¥ ds ds

_ 1ds 3gqp dx* dsP

2ds 0xt ds ds
_ 10gqp dx% dxF
T2 9xt ds ds

1
oL dxP dx%\ 2 dx*
a(dxu) = \Yro a5 a5 na =55

ds dx® _ dx®
as Ina g5 = Gpa g5

I
[
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4o (g, )
ds 6(%) ds \HE gg
_ d2x%  0guq dx® dsP
= Jua 4z T 9xF Tas as
Subtitusi hasil ke persamaan (A.5) diperoleh:

109gqp dx® dxFP d?x%  0guq dx® dxF

2 dxt ds ds Gua ds? axB ds ds

d2x“ + l( 0gua 6gaﬁ)di“ﬁ _
2

Gua ds? oxB axt ) ds ds
dz 1 (ag”a + agy_B _ agaﬁ) dx dxﬁ
Yua ds? 2 N oxPB ox@ axk’ ds ds

simbol Christoffel jenis pertama:

_ 1 agua ag#ﬁ _ agaB)
Tuap =3 (6x»3 Y oxa " oxn (A.6)

Sehingga persamaan geodesik dapat dituliskan sebagai berikut:

da%x% dx® dxB

uv ds? * lapu ds ds

d?x¥ y dx®dxFf
b A.7
ds? aB ds ds 0 (A7)

B. Perhitungan Geodesik dalam Bidang Ekuator

1. Metrik Kerr dalam Koordinat Boyer-Linquist di Ekuator
Berangkat dari persamaan (3) dimana

,  —A—a’sin’6 2Marsin?6 p: L
ds? = i = 2 dedp + T dr? + pde
n (r?2+a?)—a%Asin?0

p sin?0d¢? (B.1)

Ditinjau dari ekuator 6 =2, A = r* — 2Mr + a® dan p* = r* + a*cos?6

_ —[(r?-2Mr+a?)-a?] o 2Ma

ds? ) dt? — dtd¢ + mdr +7r2do2? +
2402V _a2(r2—oMr+
(r?+a?) ar(zr r+a )d¢2
- 2
=1 (1 - )dt2 o 2Ma dtd(,‘b L d + (r?+a?) _azr(zrz_ZMT"'az) 09?

Uraikan (r? + a?)? dan az(r —2Mr + az) ;
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> +a®)? =r*+a*r*+a*r?*+a* =r* +2a*r* + a*

a’?(r? — 2Mr + a?) = a?r? — 2Ma®r + a*

menghasilkan:

2Ma 2Ma

ds? = — (1 - %)dtz — 22 dtdg + = dr + [(r +a?) + ]d¢2 (B.2)

2. Mencari Komponen Metrik Kontravarian
Komponen metrik kontravarian didapatkan dari menghitung invers metrik kovarian:

1

Karena elemen diagonal tidak bergantung pada t dan ¢ maka:

Itt gt¢)_> W_L(gdxb _gt¢) (B.4)

Guv = (gup 9oo " gw| \T9tp Gt

Komponen metrik kovarian didapatkan dari persamaan (B.2) dengan meninjau
bentuk umum metrik aksial stationer (1). Menghitung determinan g,

|9uv] = 9eegpp — (gtqb)z
_ (1 __) [(r +a?)+ 2Ma? ] _ (_ 2Ma)2

T

2M M?a?]  4MZ%a?
=—[ a+(r +a2)——(r+ a?) -1 a]— Tza
2 2 2,2 2,2
- _2Ma _ (T‘Z _az) +2Mr + 2Ma +4M2a _4M2a
T T T r
=—(r?+a%-2Mr)= —
Maka komponen metrik kontravarian g#V:
2M
9" = 5 (9pe) = — 5[ + a?) + 2] (B.5)
W — L (Lo y— _1(_2Ma)_2Ma
g - |g#v|( gtd)) - A( r ) T or (B'G)
1 2M
9 =g =—3-(1=7)| =3(1-7) (B.7)
m_ 1 _ A
9 N Irr T2 (B8)
1 1
g% =—== (B.9)
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3. Mencari Komponen Kecepatan Koordinat ¢, ¢, dan #-

Komponen kecepatan koordinat £, ¢, dan + dalam geodesik partikel di sekitar lubang
hitam Kerr dapat dihitung menggunakan persamaan Euler-Lagrange dari Lagrangian
relativistik:

L=23gu,ahi" (B.10)
Dengan persamaan Lagrange:

d oL oL
5 (GE) e =0 (8.11)

Untuk E:
d (0L\ oL
oA (at) at
d (61:)_6[;
or \at) ot

a(o1 ,

d . .
Y (Geet + Grgp®) =0

Jeet + gtqbd) =-E

2Ma

-(1-T)i+ (-TF)e=-E (B.12)

5 (2)-2
02\ap) op
9 (oL\ or
oA \ag) 99

001
(ad)z(gut +29ep 1P + gret? + gog0” + gpp ))

Untuk J:

ad . .
a(gqxp(l’ + gipt) =0

Gpp® + gept =]

[(r2+a2)+2Ma |é+(-22)i=J (B.13)

Kemudian eliminasi untuk ¢ dan ¢
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Komponen ¢:
2M\ ., 2May .
r r

(58 =-e+ (1-T)0

r

=l + (- 297 (-5

Subtitusi nilai ¢ ke persamaan (B.13)

[(rz n az) n 2Ma2] ¢ n (_ 2Ma)t =

T T

2

e+ (- i+ ()=

[(rz +a?) + M

2Ma . r 2Ma? 2M\ |
——t——|-E@?*+a*) - E+(r2+a2)(1——)t
r 2Ma r
2Ma? 2M\
(e, )
r r

2Mat+r(r2+a2)E+ £ r 2+ o (1 ZMi " 2M -
r 2Ma . 2Ma(r a)( r) a( r) =J

¢ —ZM—a—L(rz+a2)<1—¥>—a<1—¥)] =1—M—aE

T 2Ma 2Ma
. r r(r? + a®)E
—_— A= —qf - ——— 7~
t( 2Ma ) ] a 2Ma
i 1/2Ma 2Ma’E 2 + a)E
A\ r J T r @
i = (2 + q2) + 290\ p —2Me
t_AK(r +a®) + - >E - j] (B.14)

Komponen ¢:

(-2t (2992

(- T)e=-e e ()8

- _E+(”f_“)¢](_1+ﬁ)
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i [ _E+ (2Ma> ] ( r )
- T ¢ r—2M
Subtitusi nilai ¢ ke persamaan (B.12)

Ma?

b+ (-2 i=y

r

2Ma [ E+ ZA:a(ﬁ] (—r_TZM) y

2Ma®] . [2MaE 4M?q? r
[(r2+a2)+ . ]¢+[ . r2 ¢](_T—ZM)=]

2Ma?] . 2MaE 4M?a?
[(r2+a2)+ T ]¢+[<_r—2M>+r(r—2M)¢]=]

[(r2 +a?) + 2

[(r2 +a

2Ma2+ 4M?a® | +2MaE
r r(r—2M) =/ r—2M

) [(r2 +a?) +

MaE
—2M

br(r — 2M)(r? + a?) + 2Ma2(r — 2M) + 4M2a?] = r(r — 2M) [] +
Plr* + a®r? — 2Mr3 — 2Ma?r + 2Ma?r — 4M?a? + 4M?a?]
=r(r—2M)] + 2MarE
o[r* + a?r? — 2Mr3] = r(r — 2M)] + 2MarE
¢r2(r? + a? — 2Mr) = r(r — 2M)J + 2MarE

¢r2A=r(r — 2M)] + 2MarE

¢ = (1 - —)] + 25 (B.15)

"
Komponen koordinat 7
Dengan menggunakan g*'P, P, = €*
2
9"t (P)? + 29" PPy + g*?(Py)" + g™ (B)? = €7
Subtitusi P, = —E , P, = —E dan P, = grr d = gprT
gtth - 29t¢E] + g¢¢]2 + g7 = —€?

G = ——g"E* + 29" E] — g®¢)?
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1
F=—[-e*—g"E* + 2g'PE] — g*?]*]
gTT

Kemudian subtitusi komponen-komponen metrik:

2 _ A 2 1(2 2 2Ma2) 2 4MaE]_l( _ﬁ) 2]
T r26+Ar+a+rE+Ar A1r]

r2 T

AZ 2

(r2-2Mr+a?)e? | E?
=0 t=
r r

2Ma2) 4MaE]  J? ( ZM)
ikl —L(1-2=2
r r3 r2

(rz +a% +

2 4 2Me?  €2a?

4 g2 4 2MAPE:_amMaE) oMy

r2 r3 r2 r2 r3

=€

2Me? | a?(—€?+E?)—J%  2M(E2a?-2aEj+]?)
+ — + p

=E?—¢€%+

2 2(_¢2 41 E2Y_2 _n2
:E2—€2+21V71_6 +a(E+E)] +2M(aE J)

(B.16)

r2 r3

4. Persamaan Lintasan Partikel Bermassa di Ekuator
Dengan meninjau kembali persamaan (B.16), untuk partikel bermassa (€2 = 1),
persamaan menjadi:

a?(E%?-1)-J? n 2M(aE-J)?

"2 _ (p2 _ M
P=E -1 +—+ — — (B.17)
Kemudian menyusun ulang persamaan, diperoleh:
2(p2_1)—712 — N2
2 _g_ a’(E rzl) 2 ZM(arb; D% _ (Ez _ 1) (B.18)
Selanjutnya bentuk persamaan dapat ditulis sebagai:
1., M a?(E*-1)J>  M(aE-])* _ 1.2
T " 7 = =3 (E 1) (B.19)

Dengan potensial efektif (V¢ ):
(Veff(T!]ﬁE) = _g +

J?-a?(E*-1) M(aE—])Z)
2r2 r3

C. Gerak Melingkar Partikel Bermassa di Ekuator
Untuk gerak melingkar partikel dipilih 7 = 0 dan # = 0. Tinjau potensial efektif:

M, J?*-a?(E*-1) M(aE-))?
e

Dan
24V =2(E2—1)
2T+ eff—z
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1 dve
Veffzz(Ez_l); rff |r:r0 =0

d
Dengan menggunakan U = % dan disubtitusi ke persamaan ():
—MU +U2[J? = a?(E? = 1)] — M(aE — ))?U% = 2 (E? = 1) (C.1)

Diferensialkan terhadap U:

d 1 d (1
@(—MU + 5 U2 = a2(E = D] - M(aE —1)2U3) - E(E(EZ - 1)>

—M + U[J? — a?(E? = 1)] — 3M(aE — ))?U? = 0

Kemudian masukkan variabel baru x = (aE —J) = J? = x? + a?E? + 2axE,
maka persamaan (C.1):

1 1
~MU + U |(? + a?E? + 2axE) - a*(E? - 1)] - M(aE - ])?U° = S (E2 =1
—MU +3U%(x? + aE? + 2axE — a?E? + a?) — Mx?U3 =3 (E? — 1)
—MU + (x? + 2axE + a?)U? = Mx2U® = 2 (E? — 1) (C.2)

Turunkan persamaan (C.2) terhadap U:

d 1
a(—MU +§U2(x2 + a?E? + 2axE — a’E? + a?) — Mx2U3)

d (1
_ Y (22 _
" du (2 (E 1)>
—M + (x? + +2axE + a®)U — 3Mx?U? =0 (C.3)

Pers (C.2) masing-masing dikalikan dengan 2:
1 1
-MU + E(x2 + 2axE + a®)U? — Mx?U3 = E(EZ -1)

—2MU + (x? + 2axE + a®)U? — 2Mx?U3 + 1 = E? (C.4)
Pers (C.3) dikalikan dengan U:
—MU + (x? + +2axE + a®)U? — 3Mx?U3 =0
(x? + +2axE + a®>)U? = MU + 3Mx?U3 (C.5)
Subtitusi (C.4) ke (C.5):

—2MU + MU + 3Mx2U3 — 2Mx?%U3 +1 = E?
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—MU + Mx?U3 +1=E?
E?=(1-MU)+ Mx?U3 (C.6)
Persamaan (C.6) disubtitusi ke pers (C.4)

—2MU + (x? + 2axE + a®)U? — 2Mx?U3 + 1= (1 — MU) + Mx?U3
—2MU + (x? + 2axE + a®)U? — 2Mx?U3+1 -1+ MU — Mx?U3 =0
—MU + (x? + 2axE + a®>)U? — 3Mx?U3 =0
—M + (x? + 2axE + a®)U — 3Mx?U? =0
—M + x%U + 2axEU + a?U — 3Mx?U? =0
2axEU = 3Mx?U? + M — x?U — a?U

2axEU = x?U(BMU — 1) — (a? — M) (C.7)
Dengan mengeliminasi E di antara persamaan (C.6) dan (C.7) didapatkan:
4a®x*U*[(1 = MU) + Mx*U3?] = x*U?(3MU — 1)* + (a®U — M)?
—2x2U(BMU - 1)(a?U — M)

4a?x?U?(1 — MU) + 4Ma?x*U> = x*U?(BMU — 1)? + (a?U — M)?
_2x2U(BMU — 1)(a2U — M)
X*[(BMU — 1)? — 4Ma2U3U? + x2[4a2U(1 — MU) — 2(3MU — 1)(a2U —
MU + (a2U — M)? = 0
atau
U2[(3MU — 1)? — 4Ma2U3]x* + 2U[2a2U(MU — 1) — (3MU — 1)(a?U —

M)]x? + (a’U—-M)? =0
atau misalkan Z = x?

U2[(3MU — 1)? — 4Ma?U3]Z% +

C.8
2U[2a?U(MU — 1) — BMU — 1)(a’U — M)]Z + (a?U - M)? =0 (C8)
Gunakan rumus kuadrat:
—B+VB2-4AC
Z1p = (C.9)

Pertama hitung nilai 4, B, dan C:

A = U?[(3MU — 1)? — 4Ma?U?]
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= U2(9M2U? — 6MU + 1 — 4Ma2U?)

B = 2U[2a*U(MU — 1) — (3MU — 1)(a?U — M)]
= 2U(2a*MU? — 2a%U — 3a?MU? + 3M2U + a?U — M)
= 2U(3M2U — a?MU? — U — M)

= 6M?U? — 2a*MU? — 2a*U? — 2MU

C = (aU — M)?

= (a?U — M)(a?U — M)
=a*U? — a?MU — a’?MU + M
=a*U? —2a’°MU + M

Subtitusi nilai A, B, dan C ke dalam rumus kuadrat, didapatkan:

(aT+VM)°
U(1-3MUF2aVMU3)

Zi, = (C.10)

Mengingat Z = x2, maka Jarak radial x dalam koordinat Boyer-Lindquist dinyatakan
sebagai:

o (aU+VM)*
T U(1-3MUF2aVMU?)

(aVTvH)’ _ aVU+VM
\/U(1—3MU$2a\/MU3)U [U(1-3MUF2aVMU3)]

‘= (C.11)

1
2

Kemudian solusi di atas disubtitusi ke dalam persamaan (39)

E? = (1 — MU) + Mx2U3

2
(=M + M | - ——(@TEM) IE
U<1—3MU$2a,/MU3)
—(1-MU)+M CUMET__ ) g3

U<1—3MU$2a,/MU3>

_ (1-MU)(1-3MUF2aVMU3)+MU2(a?U+M+2aUM)
B (1-3MUF2aVMU?)




_ 1-3MUF2aVMU3-MU+3M2U%+2aMUVMU3+MU%a?+M2U? +2aMUVU3M

1-3MU¥F2aVMU3

Suku pada pembilang dapat disederhanakan:
1—4MU ¥ 2aVMU3 + 4M?U? 4+ 4aMUVMU3 + MU3a?

Karena (a + b + ¢)? = a® + b? + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc maka diperoleh:

= (-1+42MU + a\/MU3)2

Kemudian masukkan kembali ke persamaan awal:

2
2 _ (-1+2MU+aVMU3)
(1-3MUF2aVvMU3)

(-1+MU+aVMU3)

E= 1
(1-3MUF2aVMU3)?
Selanjutnya untuk nilai J:
x=aF —]
J=x+aE
J=| - aVT+VM ta (-1+MU+ay/mU3)

1 1
2 2

(1—3MU¢2a\/MU3)

[U(l—SMUT—ZaW)

—avU+VM+aVU(-1+MU+aVMU3)

] = I
VU(1-3MUF2aVMU?)?
J=F \/ﬁ(1+a2U212a\/MU32

VU (1-3MUF2aVMU?)?

D. Persamaan ISCO
Dari persamaan (50):

_JP+a*(E*-1)
B 6Mx?

Subtitusi nilai J2, E? dan x? dari persamaan (44, 45 dan 46):
Untuk x,,J;, E{, Misal Q_ = 1 — 3MU — 2aVMU?

2 2
o M(1+a?U2+2avMU3) _ M(1+a?U%+2aVMU3)
T uQ-3MU-2aVMU3 UQ-

J

29

(C.12)

(C.13)

(D.1)
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2 (1—2MU+m/MU3)2 _ (1—2MU+on/MU3)2

E2 = =
1-3MU-2aVMU3 Q.
2 (avT+VM)* a?U+M+2aMU
X = =
U(1-3MU—-2aVMU3) UQ_
M(1+a2U2+2ax/MU3)2 5 (1—2MU+0_\/MU3)2 vo_
U= +a|——— X
UQ- Q- 6M(a2U+M+2aVvMU)

6MU(a’U + M + M(1 + a2U? + 2aVMU?)” — a?U(1 — 2MU +

M) aVMU?)” + a?U(1 — 3MU — 2aVMU?)

= M(1+ a*U*+ 4Ma?U? + 2a*U? + 4aVMU3 +
4a3UMU3) — a?U(1 + 4M?U? + Ma?U® — 4MU —
2aVMU? + 4MaUVMU?) + a?U — 3Ma?U? —
2a3UVMU3

= M+ Ma*U* + 4M?a?U? + 2Ma?U? 4+ 4MavVMU? +
4MaPUVMU? — a?U — 4M?a?U3 — Ma*U* +
4Ma?U? + 2a3UNMU3 — 4Ma?U*MU3 + a?U —
3Ma?U? — 2a3UVMU3

= M+ 3Ma?U?+ 4MaVMU3 + 8Ma*U*VMU3 —
2a3UVMU?

3Ma?U3 + 6M2U + 8MaUVMU — M = 0

atau
3a%U? + 6MU + 8avMU3 -1=0
Masukkan U = =:

r

r?2 — 6Mr — 3a® — 8aVMr =0
Dengan cara yang sama untuk x,, J,, E, misal Q, =1 —3MU + 2avMU3

2
2 (avU-VM) a?U+M—-2aVMU
b a— =
U(1-3MU+2avMU3) UQ+

2 2
5 (1-2MU+avMU3)" _ (1-2MU+avMU3)
1-3MU+2aVMU3 Q+

E

2 2
5 M(1+a?U2-2avMU3)" _ M(1+a?U2-2aVMU3)
T Uu@-3MU+2aVMU3 UQ4

J
Maka:

r? — 6Mr — 3a? + 8aVMr =0

(D.2)

(D.3)

(D.4)

(D.5)

(D.6)

(D.7)

(D.8)



Dengan demikian persamaan ISCO didapatkan:

r?2 — 6Mr — 3a® + 8aVMr =0
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