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ABSTRAK 

Didiharyono. Analisis Kestabilan dan Strategis Pemanenan pada Model 

Mangsa Pemangsa Fungsi Respon Tipe Crowley-Martin dengan Waktu 

Tunda. (Dibimbing oleh Syamsuddin Toaha, Jeffry Kusuma, dan 

Kasbawati). 

Tujuan pemodelan matematika dalam penelitian ini yaitu menjelaskan 

fenomena alam yang terjadi dalam bentuk matematika sehingga digunakan 

memprediksi perilaku sistem untuk jangka waktu mendatang. Fenomena 

yang dikaji dalam penelitian ini yaitu ikan butini sebagai mangsa dan ikan 

nila sebagai pemangsa yang hidup pada beberapa danau di Kabupaten 

Luwu Timur. Populasi dibagi menjadi tiga kompartemen yaitu ikan butini, 

ikan nila yang hidup pada area yang diizinkan dan ikan nila yang hidup pada 

area yang dilarang untuk kegiatan pemanenan. Model pertumbuhan ketiga 

kompartemen dinyatakan dalam bentuk sistem persamaan diferensial 

nonlinear. 

Model matematika yang digunakan dalam menganalisis fenomena tersebut 

yaitu model mangsa-pemangsa dengan fungsi respon tipe Crowley-Martin. 

Analisis yang dilakukan meliputi analisis kestabilan global model mangsa-

pemangsa dengan adanya migrasi populasi pemangsa pada area yang 

normal dan pada area yang tercemar untuk kegiatan pemanenan. Hasil 

analisis menunjukkan bahwa titik kesetimbangan yang nonnegatif stabil 

asimtotik secara global hal ini memiliki makna bahwa ekosistem dalam 

keadaan terkendali secara luas dalam waktu yang tidak terbatas.  

Untuk analisis kestabilan usaha pemanenan konstan pada populasi 

mangsa dan populasi pemangsa pada area yang diizinkan untuk kegiatan 

pemanenan dilakukan terhadap suatu titik kesetimbangan interior. 

Berdasarkan simulasi titik kesetimbangan dari usaha pemanenan tidak 

dapat dinyatakan secara eksplisit karena kompleksitas model nonlinear. 

Maka dievaluasi beberapa pasangan terurut dari usaha pemanenan, 

sehingga diperoleh titik kesetimbangan yang stabil dan juga memberikan 

keuntungan maksimum yang berkelanjutan.  

Selanjutnya dilakukan analisis pengaruh waktu tunda pada model yang 

diasumsikan sebagai masa pertumbuhan populasi hingga masa 

kematangan. Hasil analisis menunjukkan bahwa pengaruh waktu tunda 

dapat menyebabkan ketidakstabilan suatu titik kesetimbangan dan 

mengakibatkan munculnya bifurkasi Hopf. 

Kata Kunci: Kestabilan, Pemanenan, Tipe Crowley-Martin, Waktu Tunda. 
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ABSTRACT 

Didiharyono. Stability Analysis and Harvesting Strategies of Prey-
Predator Model Crowley-Martin type Response Function with Time 
Delay. (Supervised by Syamsuddin Toaha, Jeffry Kusuma, and Kasbawati). 

The purpose of mathematical modeling in this study is explain natural 
phenomena in mathematical modelling so that it is used to predict system 
behavior for the future. The phenomena studied in this study are butini fish 
as prey and nila fish as predators that live in several lakes in East Luwu 
Regency. The population is divided into three compartments, namely butini 
fish, tilapia that live in permitted areas and nila fish that live in areas that are 
prohibited for harvesting effort. The growth model of the three 
compartments is expressed in the form of a system of nonlinear differential 
equations. 

The mathematical model used in this phenomenon is the prey-predator 
model of Crowley-Martin type functional response. The analysis carried out 
included the global stability analysis of the prey-predator model in the 
presence of migration of predator populations in areas that are permitted 
and in areas that are prohibited for harvesting activities. The results of the 
analysis show that the nonnegative equilibrium point is asymptotically stable 
globally, this means that the ecosystem is in a state of wide control for an 
unlimited time. 

For the stability analysis of constant harvesting efforts on prey populations 
and predator populations in the area permitted for harvesting activities, it is 
carried out at an interior equilibrium point. Based on the simulation, the 
equilibrium point of the harvesting effort cannot be stated explicitly due to 
the complexity of the nonlinear model. Then evaluate several ordered pairs 
of harvesting efforts, so that a stable equilibrium point is obtained and also 
provides maximum sustainable profit. 

Furthermore, an analysis of the effect of the time delay on the model is 
carried out which is assumed to be the population growth period until 
maturity. The results of the analysis show that the effect of time delay can 
cause the instability of an equilibrium point and result in the appearance of 
a Hopf bifurcation. 

Keywords: Stability, Harvesting, Crowley-Martin Type, Time Delay. 
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I. PENDAHULUAN 

1.1. Latar Belakang 

Pada umumnya, model matematika digunakan untuk menjelaskan 

fenomena alam yang terjadi dalam bentuk matematika yang sederhana 

hingga yang kompleks dan juga digunakan untuk memprediksi perilaku 

sistem untuk jangka waktu mendatang (Toaha, 2013). Penerapan model 

matematika dimanfaatkan dalam berbagai aspek kehidupan, diantaranya 

dalam aspek ekologis dan biologis. Aspek ini sangat menarik untuk dikaji 

dan dianalisis secara matematis mengingat banyaknya faktor yang 

mempengaruhi ekosistem populasi mahluk hidup dan kesetimbangan 

makhluk hidup serta interaksi didalamnya (Sivasamy et al., 2019). Dari 

aspek ekonomis juga memberikan dampak yang positif bagi terpenuhinya 

kebutuhan manusia dan dapat memberikan tambahan penghasilan 

(income) bagi manusia atas kegiatan pemanfaatan sumberdaya hayati 

dalam pengelolaan perikanan dan margasatwa (Tiwari et al., 2019).  

Pemanfaatan sumberdaya hayati tidak boleh dibiarkan begitu saja 

tanpa ada pengendalian dan pengontrolan dari pemerintah sebagai pihak 

yang memiliki tanggung jawab perlindungan sumberdaya tersebut. Dengan 

demikian, kegiatan pemanfaatan sumberdaya hayati diperlukan 

persyaratan atau aturan tambahan yang memperhatikan kondisi 

lingkungan, tidak merusak lingkungan, dan melindungi ekosistem agar 

populasi tetap lestari serta terjaga keberlanjutannya (sustainablity). 

Pemanfaatan sumber daya hayati atau diistilahkan dengan pemanenan 

(harvesting) telah menarik bagi para ahli ekologi, ekonomi, dan matematika 

untuk melakukan pengkajian tentangnya. Kegiatan pemanenan 

menyisakan dampak kuat pada dinamika sumber daya hayati yang dengan 

sengaja bergantung pada sifat strategi usaha pemanenan yang diterapkan. 

Kondisi tersebut kemudian dimodelkan secara matematis sesuai dengan 

variabel dan parameter yang ditentukan berdasarkan kondisi fakta yang 

terjadi.  



2 
 

Salah satu model matematika yang relevan digunakan untuk mengkaji 

dan menganalisis dinamika populasi adalah model mangsa pemangsa 

(predator-prey). Model ini juga dikenal dengan persamaan Lotka-Volterra 

yang telah dianalisis dan dikembangankan sejak lama. Persamaan tersebut 

adalah model matematika yang mewakili hubungan antara interaksi dua 

atau lebih spesies atau dikenal dengan sistem predasi atau sistem mangsa 

pemangsa (Yin et al., 2014). Kondisi populasi mangsa terus menerus 

mereproduksi generasinya untuk mempertahankan eksistensi dan 

keberlanjutan populasinya. Kondisi tersebut telah tercipta secara alami dan 

akan terus berlangsung sepanjang sejarah kehidupan makhluk hidup.  

Model mangsa pemangsa pada prinsipnya memberikan gambaran 

bahwa dalam sistem dinamika populasi sangat beragam dengan model 

matematika yang beragam sesuai dengan variabel dan parameter yang 

dikembangkan. Kajian tentang pemodelan dalam dinamika populasi terus 

dilakukan dan selalu mengalami perkembangan serta kemajuan dengan 

upaya menggeneralisasi, memodifikasi, memperluas, dan 

mengembangkan model mangsa pemangsa sesuai dengan variabel yang 

diketahui (Dubey et al., 2018). Akan tetapi, kompleksitas sistem, kondisi 

lingkungan, dan keadaan dinamika populasi yang begitu rumit sehingga 

perlu diselidiki dengan hati-hati karena seluruh variabel dalam model 

matematika memiliki makna dan nilai parameter yang berbeda-beda. 

Kompleksitas model dinamika populasi tersebut menjadi faktor penentu 

dalam menyusun persamaan matematika dalam model mangsa pemangsa 

yang diselesaikan secara analitik berdasarkan asumsi-asumsi yang 

dibangun sesuai dengan parameter tertentu. 

Salah satu tujuan utama pemodelan yaitu membentuk model 

matematika yang akurat dan memberikan deskripsi matematika yang lebih 

baik dengan interpretasi biologis atau ekologis yang mengakomodasi 

situasi biotik yang realistis. Beberapa contohnya situasi realistis adalah 

tingkat konsumsi mangsa pemangsa dengan berbagai jenis fungsi respon 

di antaranya fungsi respon tipe Holling yang meliputi tipe Holling I, II, III, IV 
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(Li & Zhu, 2013), dan juga terdapat fungsi respon tipe Beddington-

DeAngelis dan fungsi respon tipe Crowley-Martin (Tiwari et al., 2019). 

Menurut Toaha (2013) suatu model mangsa pemangsa fungsi respon 

dengan usaha pemanenan berfungsi sebagai suatu pengendalian (control) 

di mana hasil yang diperoleh menunjukkan bahwa usaha pemanenan dapat 

menyebabkan perilaku siklik dari sistem dan terjadi bifurkasi dalam suatu 

sistem. 

Model mangsa pemangsa tipe Crowley Martin fungsi respon  

merupakan pengembangan dari model mangsa pemangsa tipe Holling 

yang tidak hanya memperhatikan fungsi kepadatan mangsa, tetapi lebih 

menekankan pada upaya menstabilkan interaksi pemangsa terhadap 

mangsa dengan memperhatikan efek gangguan pemangsa (Li et al., 2015; 

Chen, 2017; Zhang et al., 2018). Fungsi respon tipe Crowley-Martin sangat 

bergantung kepadatan mangsa, laju konsumsi pemangsa, gangguan 

diantara pemangsa dan waktu pencarian mangsa (Dubey et al., 2018). 

Model mangsa pemangsa tipe Crowley Martin merupakan salah satu jenis 

fungsi respon model mangsa pemangsa yang berkaitan dengan  tingkat 

predasi maksimum pemangsa, waktu penanganan, dan besarnya 

gangguan di antara pemangsa (Mortoja et al., 2018). 

Terdapat beberapa kajian tentang penerapan model mangsa 

pemangsa tipe Crowley Martin fungsi respon yang digunakan sebagai 

sumber rujukan dalam penelitian diantaranya, analisis tentang kebijakan 

pemanenan yang optimal dari model mangsa pemangsa fungsi respons tipe 

Crowley-Martin dan tahapan struktur pada pemangsa (Dubey et al., 2018). 

Selanjutnya, melakukan modifikasi model dengan melibatkan faktor-faktor 

yang terkait dengan eksploitasi sumberdaya hayati yang berlebihan atau 

pemangsaan berlebihan (over harvesting) (Sivasamy, 2019; Tiwari et al., 

2019). Tidak hanya itu, ada yang menggunakan model mangsa pemangsa 

fungsi respons tipe Crowley-Martin dalam menganalisis dinamika virus dan 

penyakit menular lainnya dengan tingkat infeksi diselidiki (Zhou & Cui, 2011; 

Xu, 2012; Kang et al., 2017; Kumari & Mohan, 2019).  
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Terdapat juga kajian yang memodifikasi model mangsa pemangsa 

fungsi respon tipe Crowley–Martin untuk melihat dinamika yang tertunda 

sistem fitoplankton-zooplankton (Liao et al., 2017) dan melakukan analisis 

stokastik yang tidak otonom (nonautonomous) pada model mangsa 

pemangsa (Zhang et al., 2016; Xu et al., 2019). Selanjutnya, terdapat juga 

kajian yang memodifikasi model mangsa pemangsa Leslie–Gower dengan 

fungsi respon tipe Crowley–Martin dan penyebaran mangsa pemangsa (Yin 

et al., 2014; Li, 2014; Zhou, 2015). Terakhir terdapat penelitian yang 

menganalisis bifurkasi dan chaos control dengan waktu diskrit model 

mangsa pemangsa fungsi respon tipe Crowley–Martin (Rana, 2019), dan 

menambahkan asumsi waktu tunda pada dua populasi yang dianalisis (Liu 

et al., 2019). 

Kajian dalam penelitian ini difokuskan dalam menganalisis kestabilan 

dan usaha pemanenan model mangsa pemangsa fungsi respon tipe 

Crowley-Martin dengan penambahan waktu tunda dan adanya migrasi 

diantara pemangsa pada area yang diizinkan dan pada area yang dilarang 

untuk dilakukan pemanenan. Analisis kestabilan yang dimaksud adalah 

analisis yang digunakan untuk melihat kondisi kestabilan dari titik 

kesetimbangan interior dengan memperhatikan nilai eigen dari persamaan 

karakteristik yang diperoleh dari matriks Jacobian. Analisis usaha 

pemanenan merupakan suatu kajian tentang kegiatan pemanenan 

terhadap populasi yang diharapkan dapat memberikan keuntungan atau 

pendapatan (income) bagi masyarakat dengan memperhatikan kelestarian 

lingkungan. Sedangkan, pelibatan waktu tunda dalam model menjadi 

sangat penting mengingat laju pertumbuhan populasi tidak hanya 

bergantung pada jumlah populasi pada waktu sekarang (t), akan tetapi juga 

bergantung pada jumlah populasi pada waktu sebelumnya (𝑡 − 𝜏) dan 

berdampak pada kondisi populasi di masa mendatang. 

Sebagian besar model matematika yang mempertimbangkan aspek 

ekonomis dalam bidang perikanan, tidak hanya fokus pada kegiatan 

penangkapan atau pemanenan ikan saja. Akan tetapi, juga memperhatikan 
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variabel yang lain meliputi kondisi alam, cuaca, kapal yang digunakan, alat 

tangkap yang tidak merusak lingkungan, dan peralatan lainnya yang 

dibutuhkan (Lv et al., 2013). Setelah kegiatan pemanenan yang dilakukan, 

perlu juga memperhatikan aspek ekonomis lainnya yaitu kesetimbangan 

antara penawaran dan permintaan dalam menetapkan harga untuk sumber 

daya perikanan yang mempengaruhi keuntungan atau laba yang diperoleh. 

Untuk memperoleh keuntungan maksimal (𝜋) yang didasarkan penerimaan 

total (𝑇𝑅) dan biaya total (𝑇𝐶) dari kegiatan pemanenan yang dilakukan 

pada ketiga populasi mangsa pemangsa (Brauer & Chavez, 2012). 

Model mangsa pemangsa dengan fungsi respon tipe Crowley-Martin 

akan dianalisis dengan menentukan titik kesetimbangan, kemudian 

dilakukan analisis kestabilan lokal dan global dari titik kesetimbangan yang 

non-negatif untuk mengetahui perilaku sistem untuk jangka waktu tertentu 

(Li et al., 2015). Dengan adanya asumsi bahwa ketiga populasi mangsa 

pemangsa tersebut bernilai ekonomis dan dapat menambah penghasilan 

(income) bagi masyarakat maka terjadi usaha pemanenan pada ketiga 

populasi mangsa-pemangsa yang diawali dengan penentuan titik 

kesetimbangan bionomik dan fungsi keuntungan maksimal dari usaha 

pemanenan (Toaha & Azis, 2018; Sivasamy et al., 2019).  

Setelah dilakukan analisis dari perilaku sistem dengan menentukan 

faktor-faktor yang memberikan dampak positif agar ketiga populasi tersebut 

tetap eksis (survive), stabil, dan tetap terjaga keberlangsungannya 

meskipun dieksploitasi dengan pemanenan. Selanjutnya, ditentukan 

perubahan populasi yang dipengaruhi waktu tunda (time delay) dengan 

bergantung pada waktu sebelumnya dan dilakukan simulasi model untuk 

membantu dalam melakukan analisis data.  

1.2. Rumusan Masalah 

Berdasarkan penjelasan pada latar belakang bahwa fokus kajian 

dalam penelitian ini yaitu menganalisis kestabilan dan pemanenan model 

mangsa pemangsa fungsi respon tipe Crowley-Martin dengan penambahan 
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waktu tunda. Adapun contoh kasus yang dianalisis dalam penelitian ini yaitu 

interaksi populasi ikan butini (Glossogobius Matanansis) yang merupakan 

ikan endemik sebagai mangsa (Andini et al., 2019). Ikan butini merupakan 

ikan asli yang ditemukan pada Danau Mahalona, Danau Matano, dan 

Danau Towuti di Kabupaten Luwu Timur, Provinsi Sulawesi Selatan 

Indonesia (Nasution & Dina, 2019). Sedangkan, populasi ikan nila 

(oreochromis nilotichus) sebagai pemangsa pada area diizinkan dan pada 

area yang dilarang dilakukan penangkapan dan terjadi migrasi pada kedua 

area tersebut. Interaksi populasi tersebut ditunjukkan dalam Gambar 1.1 

berikut. 

 

Gambar 1.1 Interaksi populasi mangsa pemangsa  

Ikan endemik pada danau tersebut memiliki cita rasa yang tinggi 

menyebabkan masyarakat nelayan di sekitar danau sering melakukan 

penangkapan atau pemanenan ikan yang diduga merusak lingkungan 

sehingga dikhawatirkan terjadi kepunahan di masa mendatang (Lv et al., 

2013). Beberapa penyebab yang membuat populasi ikan termasuk ikan 

endemik tersebut mengalami kepunahan yaitu intensitas penangkapan ikan 

yang menyebabkan over fishing dan over eksploitasi serta adanya ikan 

introduksi yang dilepaskan oleh masyarakat dalam hal ini ikan nila (Von-

Rintelen et al., 2012). Ikan introduksi tersebut menjadi ikan yang dominan 

Ikan butini 

Ikan nila 
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menguasai habitat danau sehingga ikan endemik mulai mengalami 

keterancaman dan dikhawatirkan menuju kepunahan. 

Berdasarkan kajian tersebut maka disusun model matematika yang 

menjelaskan hubungan interaksi antara populasi mangsa pemangsa pada 

populasi ikan tersebut. Model matematika yang diformulasikan bertujuan 

untuk memahami dinamika populasi yang dihasilkan dari kegiatan 

penangkapan (pemanenan) ikan dan memperoleh pendapatan maksimal 

(income) dengan memperhatikan keberlanjutan spesies populasi tersebut 

hingga masa mendatang. Selain itu, ditentukan juga pengaruh waktu tunda 

dan analisis bifurkasi dari model matematika yang diformulasikan. 

Berdasarkan uraian tersebut yang menjadi rumusan masalah dalam 

penelitian ini yaitu: 

a. Bagaimana analisis kestabilan global suatu titik kesetimbangan yang 

non-negatif pada model dinamika populasi mangsa pemangsa dengan 

fungsi respon tipe Crowley-Martin? 

b. Bagaimana analisis kesetimbangan bionomik dan berapa besar 

keuntungan maksimum yang diperoleh usaha pemanenan pada 

populasi mangsa pemangsa? 

c. Bagaimana pengaruh waktu tunda pada model mangsa pemangsa 

dengan fungsi respon tipe Crowley-Martin agar populasi mangsa 

pemangsa tetap lestari? 

1.3. Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah maka tujuan penelitian ini yaitu: 

a. Untuk menganalisis kestabilan suatu titik kesetimbangan yang 

nonnegatif pada model dinamika populasi mangsa pemangsa dengan 

fungsi respon tipe Crowley-Martin. 

b. Untuk menganalisis kesetimbangan bionomik dan mengetahui besar 

keuntungan maksimum yang diperoleh usaha pemanenan pada 

populasi mangsa pemangsa. 
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c. Untuk mengetahui pengaruh waktu tunda pada model mangsa 

pemangsa dengan fungsi respon tipe Crowley-Martin agar populasi 

mangsa pemangsa tetap lestari meskipun populasi mangsa pemangsa 

dieksploitasi. 

1.4. Kegunaan Penelitian 

Penelitian ini berguna untuk pengembangan pemodelan matematika 

yang diterapkan pada bidang ekologi dan biologi. Harapannya hasil 

penelitian ini dapat memberikan manfaat dalam mengetahui dinamika 

populasi mangsa pemangsa yang melibatkan interaksi mangsa pemangsa, 

fungsi respon tipe Crowley-Martin, faktor migrasi, usaha pemananen 

konstan, dan pelibatan waktu tunda. Selain itu, dapat menjadi rujukan bagi 

penelitian pada pemodelan matematika dinamika populasi yang melibatkan 

interaksi antara ikan butini sebagai mangsa dan ikan nila sebagai 

pemangsa pada dua area yang berbeda. Parameter yang digunakan 

didasarkan pada beberapa sumber rujukan dan beberapa parameter 

lainnya diasumsi berdasarkan data primer. 

1.5. Ruang Lingkup Penelitian 

Berdasarkan latar belakang yang telah dikemukakan maka perlu 

diberikan batasan masalah dalam penelitian ini yaitu sebagai berikut: 

1. Model mangsa pemangsa merupakan model yang berkaitan dengan 

interaksi mangsa pemangsa dengan asumsi bahwa kedua pemangsa 

berkompetisi untuk mendapatkan mangsa. 

2. Fungsi respon tipe Crowley–Martin merupakan pengembangan model 

dari fungsi respon tipe Holling I, tipe Holling II, tipe Holling III, tipe Holling 

IV, dan fungsi respon tipe Beddington-DeAngelis. Fungsi respon tipe 

Crowley-Martin tersebut diklasifikasikan sebagai salah satu fungsi 

respons yang dipengaruhi laju konsumsi pemangsa, kepadatan 

pemangsa yang tinggi, gangguan pemangsa, dan waktu pencarian 

mangsa. 
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3. Pemanenan merupakan banyaknya tangkapan pada masing-masing 

ukuran populasi pemangsa dengan tujuan bahwa kegiatan tangkapan 

(eksploitasi) pada populasi mangsa pemangsa merupakan populasi yang 

sangat bermanfaat bagi kehidupan manusia. 

4. Adanya pelibatan waktu tunda dalam model yang mempengaruhi laju 

pertumbuhan populasi yang tidak hanya bergantung pada jumlah 

populasi pada waktu sekarang, akan tetapi juga bergantung pada jumlah 

populasi pada waktu sebelumnya. 

1.6. Kebaruan Penelitian 

Kebaruan penelitian ini yaitu konstruksi model mangsa-pemangsa 

yang disusun dari interaksi antara ikan butini sebagai mangsa dan ikan nila 

sebagai pemangsa pada dua area yang berbeda yaitu pada area yang 

diizinkan untuk pemanenan dan area terlarang berdasarkan fenomena 

ekologis. Model populasi mangsa disusun berdasarkan model pertumbuhan 

logistik, interaksi antara mangsa dan pemangsa dengan fungsi respon tipe 

Crowley-Martin pada area terlarang dan menggunakan tipe Holling I pada 

area yang diizinkan serta adanya faktor migrasi pada populasi pemangsa 

pada area diizinkan menuju area terlarang dan sebaliknya. Fungsi respon 

tipe Crowley-Martin dipengaruhi oleh kepadatan pemangsa, laju tangkapan, 

waktu penanganan, dan besarnya gangguan diantara pemangsa. 

Sedangkan, fungsi respon tipe Holling I diasumsikan bahwa pemangsa 

cenderung memiliki karakteristik pasif atau memiliki perilaku menunggu 

mangsa. 

Pengembangan model mangsa pemangsa tersebut selanjutnya akan 

dianalisis kestabilan global dari titik kesetimbangan yang memenuhi 

kestabilan lokal dengan menggunakan metode Lyapunov melalui 

pendekatan metode Krasovski. Kemudian melakukan analisis pemanenan 

pada populasi mangsa dan pemangsa pada area dijinkan secara terus-

menerus. Keberadaan titik kesetimbangan interior dianalisis kestabilannya 

yang ditentukan berdasarkan kriteria kestabilan Routh-Hurwitz. Titik 
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kesetimbangan interior yang stabil kemudian dihubungkan dengan 

keuntungan maksimum dan pendapatan masyarakat.  

Kajian selanjutnya yaitu menganalisis pengaruh waktu tunda pada 

interaksi mangsa dengan pemangsa pada area bebas yang diasumsikan 

sebagai masa pertumbuhan hingga kematangan mangsa. Analisis yang 

dilakukan dengan menggunakan metode pelinearan dengan pendekatan 

transformasi bentuk sehingga diperoleh persamaan karateristik melalui 

matriks Jacobian. Perubahan parameter waktu tunda dari kecil menjadi 

besar dari batas waktu tunda menyebabkan perubahan kestabilan titik 

kesetimbangan stabil menjadi tidak stabil dan terjadi bifurkasi. 

.  
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 II. ANALISIS KESTABILAN GLOBAL MODEL MANGSA-

PEMANGSA YANG BERMIGRASI DENGAN FUNGSI 

RESPONS TIPE CROWLEY-MARTIN 

2.1. Abstrak 

Fokus kajian yang dibahas dalam bagian ini yaitu tentang kestabilan global 

model mangsa-pemangsa dengan fungsi respon tipe Crowley-Martin dan 

adanya migrasi populasi pemangsa pada area terlarang dan area bebas. 

Metode analisis dalam bagian ini yaitu dimulai dengan konstruksi model 

mangsa-pemangsa, penentuan titik kesetimbangan (equilibrium) dengan 

melinearisasi suatu model, menganalisis kestabilan global dari titik 

kesetimbangan memenuhi kestabilan dengan metode Lyapunov dan 

metode Krasovski, melakukan simulasi numerik, dan menginterprestasikan 

secara ekologis dari kestabilan global. Hasil kajian menunjukkan bahwa 

model mangsa-pemangsa dengan fungsi respon tipe Crowly-Martin dan 

adanya migrasi populasi pemangsa memiliki titik kesetimbangan interior 

yang nonnegatif. Titik kesetimbangan interior menjadi stabil asimtotik global 

dalam kondisi tertentu. Hal ini bermakna bahwa meskipun terjadi interaksi 

atau pemangsaan yang ketat terhadap mangsa dalam rentang waktu yang 

cukup lama, populasi mangsa pemangsa tetap akan lestari dan juga tetap 

stabil. Kestabilan global tersebut memberikan interprestasi bahwa 

kehidupan ekosistem dalam keadaan terkendali secara luas dalam waktu 

yang tidak terbatas. 

Kata Kunci: Stability, Model Mangsa-pemangsa, Tipe Crowley-Martin, 

Migrasi 

2.2. Pendahuluan 

Model matematika secara umum digunakan untuk menjelaskan 

fenomena alam yang terjadi dengan bentuk matematika yang sederhana 

dan juga digunakan untuk memprediksi perilaku sistem untuk jangka waktu 
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mendatang (Toaha & Azis, 2018). Penerapan model matematika dalam 

berbagai aspek khususnya aspek ekologis sangat menarik untuk dikaji dan 

dianalisis secara matematis mengingat banyaknya faktor yang 

mempengaruhi ekosistem populasi mahluk hidup dan kesetimbangan 

mahluk hidup serta interaksi didalamnya (Sivasamy et al., 2019). 

Selanjutnya, dapat juga mempertimbangkan aspek ekonomis yang 

memberikan dampak yang positif bagi terpenuhinya kebutuhan manusia 

dan dapat menambah penghasilan (income) bagi masyarakat (Dubey et al., 

2018). Tentunya, tetap menjaga kondisi lingkungan dan tidak merusak 

ekosistem agar populasi tetap lestari. 

Kondisi tersebut telah tercipta secara alami dan akan terus 

berlangsung sepanjang sejarah kehidupan makhluk hidup. Model mangsa 

pemangsa pada prinsipnya memberikan gambaran bahwa dalam sistem 

dinamika populasi sangat beragam dengan model matematika yang 

beragam sesuai dengan variabel dan parameter yang dikembangkan. 

Kajian tentang pemodelan dalam dinamika populasi terus dilakukan dan 

selalu mengalami perkembangan serta kemajuan dengan upaya 

memodifikasi, memperluas, dan mengembangkan model mangsa 

pemangsa sesuai dengan variabel yang diketahui (Sivasamy et al., 2019). 

Selain itu, perlu diselidiki dengan hati-hati seluruh variabel dalam model 

matematika dengan pertimbangan sifat kompleks spesies biologis, kondisi 

lingkungan, dan keadaan dinamika populasi yang begitu lengkap. 

Kompleksitas model dinamika populasi tersebut menjadi faktor penentu 

dalam menyusun model mangsa pemangsa yang diselesaikan secara 

analitik berdasarkan kondisi real yang dibangun berdasarkan parameter 

tertentu. 

Kajian dan analisis tentang pemodelan mangsa pemangsa telah 

menjadi perhatian banyak ahli ekologi teoritis dan ahli matematika untuk 

ditelaah lebih mendalam. Salah satu tujuan utama pemodelan ekologi 

adalah membentuk model matematika yang akurat dan memberikan 

deskripsi matematika yang lebih baik dengan interpretasi biologis atau 
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ekologis dengan memperhatikan situasi biotik yang realistis. Beberapa 

situasi realistis tersebut diantaranya, laju pertumbuhan populasi, mortalitas 

populasi, laju pemanenan, dan interaksi mangsa pemangsa dengan 

berbagai jenis fungsi respon meliputi tipe Holling I, tipe Holling II, tipe Holling 

III, dan tipe Holling IV (Mortoja et al., 2018). Terdapat juga fungsi respon 

Beddington-DeAngelis dan fungsi respon tipe Crowley-Martin yang tidak 

bergantung pada kepadatan mangsa, waktu penanganan, dan gangguan 

diantara pemangsa (Dubey et al., 2018). 

Model mangsa pemangsa fungsi respon tipe Crowley Martin dengan 

paramater 𝛼 > 0, 𝜂 > 0, dan 𝜇 > 0, sebagaimana ditunjukkan dengan 

persamaan yaitu 𝐹(𝐵,𝑁) =
𝛼𝑁𝐵

(1+𝜂𝐵)(1+𝜇𝑁)
=

𝛼𝑁𝐵

1+𝜂𝐵+𝜇𝑁+𝜂𝐵𝜇𝑁
 dimana 𝛼, 𝜂, 𝜇 

merupakan parameter positif yang menyatakan tingkat predasi maksimum 

pemangsa, waktu penanganan, dan besarnya gangguan di antara 

pemangsa dengan variabel 𝐵 dan 𝑁 merupakan kepadatan populasi 

mangsa pemangsa (Dubey et al., 2018; Mortoja et al., 2018). Model mangsa 

pemangsa fungsi respon tipe Crowley Martin merupakan pengembangan 

dari model mangsa pemangsa dari berbagai fungsi respon tipe Holling II 

yang fokus pada upaya menstabilkan sistem dari interaksi mangsa 

pemangsa (Li et al, 2015; Chen, 2017; Zhang et al., 2018).  

Terdapat juga beberapa kajian yang menggunakan model mangsa 

pemangsa fungsi respon tipe Crowley Martin yang relevan dengan kajian 

ini. Diantaranya, penelitian tentang model dinamika penyakit menular 

lainnya dengan fungsi respon tipe Crowley-Martin dari tingkat infeksi 

diselidiki (Zhou & Cui, 2011; Xu, 2012; Kang et al, 2017; Kumari & Mohan, 

2019). Selain itu, terdapat juga penelitian yang mengembangkan model 

mangsa pemangsa Leslie–Gower dengan fungsi respon tipe Crowley–

Martin dan penyebaran mangsa pemangsa (Yin et al., 2014; Zhou, 2015) 

dan terjadi pemanenan pada populasi mangsa (Sivasamy et al., 2019). 

Kemudian, penggunaan fungsi respon tipe Crowley–Martin untuk melihat 

dinamika sistem (Liao et al., 2017) dan melakukan analisis stokastik yang 
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tidak otonom pada model mangsa pemangsa (Zhang et al., 2016; Xu et al., 

2019). Selanjutnya, ada yang menganalisis bifurkasi dan chaos control 

dengan waktu diskrit model mangsa pemangsa fungsi respon tipe Crowley–

Martin (Rana, 2019) dengan dua waktu tunda (Liu et al., 2019). 

Model mangsa pemangsa yang dianalisis akan ditentukan titik 

kesetimbangan, kemudian dilakukan analisis kestabilan dari titik 

kesetimbangan yang non-negatif untuk mengetahui perilaku sistem untuk 

jangka waktu tertentu (Li et al., 2015), serta adanya asumsi bahwa populasi 

mangsa pemangsa tersebut bernilai ekonomis serta dapat menambah 

penghasilan (income) bagi masyarakat maka terjadi usaha pemanenan 

yang konstan pada populasi mangsa-pemangsa (Toaha & Azis, 2018; 

Sivasamy et al., 2019).  

Setelah dilakukan analisis dari perilaku sistem maka dapat ditentukan 

faktor-faktor yang memberikan dampak positif agar ketiga populasi tersebut 

tetap eksis, stabil, dan tetap terjaga keberlangsungannya meskipun 

dieksploitasi oleh manusia. Kemudian dilakukan simulasi terhadap model 

yang dianalisis dalam kajian ini (Zhou & Cui, 2011; Xu, 2012). 

2.3. Metode 

Metode penelitian ini merupakan penelitian kuantitatif dalam 

pemodelan matematika yang dianalisis secara analitik dan numerik. 

Analisis dilakukan dengan mempelajari beberapa literatur yang telah 

dihimpun dari pengamatan dan hasil studi berdasarkan data parameter 

yang diperoleh dari berbagai sumber rujukan serta diestimasi berdasarkan 

perhitungan dalam pemodelan dinamika populasi. Hasil penelitian akan 

dijabarkan secara terperinci kemudian disajikan dalam bentuk analisis 

secara analitik dan melakukan simulasi. Kegiatan penelitian dimulai dengan 

konstruksi model mangsa-pemangsa, penentuan titik kesetimbangan 

(equilibrium) dengan melinearisasi suatu model, menganalisis kestabilan 

global dengan metode Lyapunov yang mengkonstruksi fungsi Lyapunov 

dengan menggunakan metode Krasovski, selanjutnya melakukan simulasi 
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serta menginterprestasikan secara ekologis dari analisis kestabilan yang 

telah diperoleh. 

2.4. Hasil Analisis 

2.4.1. Model Populasi Mangsa Pemangsa 

Hasil kajian menunjukkan bahwa model mangsa pemangsa dengan 

fungsi respon tipe Crowley-Martin dan adanya tahapan struktur pada 

pemangsa. Model tersebut adalah pengembangan dari model mangsa 

pemangsa dengan pemanenan pada kedua populasi mangsa pemangsa 

pada penelitian terdahulu (Shi et al, 2011). Model tersebut ditunjukkan 

dalam persamaan (2.1) berikut. 

𝑑𝐵

𝑑𝑡
= 𝑟𝐵 (1 −

𝐵

𝐾
) −

𝛼𝑁𝐵

(1+𝜂𝐵)(1+𝜇𝑁)
,  

𝑑𝑁

𝑑𝑡
=

𝛿𝛼𝑁𝐵

(1+𝜂𝐵)(1+𝜇𝑁)
− (𝑏 + 𝜎)𝑁,    (2.1) 

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= −𝑐𝑀 + 𝜎𝑁,  

dengan  𝐵(0) ≥ 0,       𝑁(0) ≥ 0,       𝑀(0) ≥ 0. 

Dimana 𝐵 menyatakan kepadatan mangsa, 𝑁 dan 𝑀 masing-masing 

menunjukkan kepadatan pemangsa pada area normal dan area tercemar, 

𝑟 menyatakan tingkat pertumbuhan intrinsik mangsa dengan daya dukung 

lingkungan dengan koefisien 𝐾, 𝛼 menyatakan tingkat interaksi (predasi) 

maksimum pemangsa terhadap mangsa, 𝜂 menyatakan waktu penanganan 

mangsa (handling time), 𝜇 menyatakan besarnya gangguan dari pemangsa, 

𝛿 menyatakan tingkat konversi pemangsa, 𝑏 menyatakan kematian alami 

pemangsa pada area normal, 𝜎 menyatakan tingkat emigrasi, 𝜃 

menyatakan tingkat imigrasi, dan 𝑐 menyatakan kematian alami pemangsa 

pada area yang tercemar. 

Dengan menambahkan asumsi adanya tingkat interaksi antara 

pemangsa di area bebas penangkapan dengan mangsa dengan parameter 

𝛽, maka persamaan dapat ditulis menjadi, 
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𝑑𝐵

𝑑𝑡
= 𝑟𝐵 (1 −

𝐵

𝐾
) −

𝛼𝑁𝐵

(1+𝜂𝐵)(1+𝜇𝑁)
− 𝛽𝑀𝐵,   

𝑑𝑁

𝑑𝑡
=

𝛿𝛼𝑁𝐵

(1+𝜂𝐵)(1+𝜇𝑁)
− (𝑏 + 𝜎)𝑁 + 𝜃𝑀,    (2.2) 

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= 𝜗𝑀B − 𝑐𝑀 + 𝜎𝑁 − 𝜃𝑀,  

dengan 𝐵(0) ≥ 0, 𝑁(0) ≥ 0, 𝑀(0) ≥ 0.    

Untuk persamaan (2.2) akan ditentukan titik kesetimbangan interior 

dimana nilai titik kesetimbangan tersebut semuanya bernilai positif dan 

terjadi pada oktan pertama. Titik kesetimbangan diperoleh dengan 

melinearisasi persamaan (2.2) dalam bentuk matriks Jacobian 

𝐽 =

(

 
 
 

𝜕𝑓1
𝜕𝐵

𝜕𝑓1
𝜕𝑁

𝜕𝑓1
𝜕𝑀

𝜕𝑓2
𝜕𝐵

𝜕𝑓2
𝜕𝑁

𝜕𝑓2
𝜕𝑀

𝜕𝑓3
𝜕𝐵

𝜕𝑓3
𝜕𝑁

𝜕𝑓3
𝜕𝑀)

 
 
 

. 

Persamaan karateristik matriks Jacobian tersebut ditentukan oleh 

persamaan det(𝜆 𝐼 − 𝐽) = 0 sehingga berbentuk,  

𝜆3 + 𝑎2𝜆
2 + 𝑎1𝜆 + 𝑎0 = 0. 

Menurut kriteria kestabilan Routh-Hurwitz titik kesetimbangan dengan 

tiga variabel yang stabil asimptotik jika dan hanya jika 𝑎0 > 0, 𝑎2 > 0, dan 

𝑎2𝑎1 − 𝑎0 > 0 (Brauer & Castillo-Chavez, 2012). Selanjutnya akan 

ditentukan titik kesetimbangan dan analisis kestabilan untuk melihat 

keberlanjutan populasi mangsa pemangsa serta melakukan simulasi. 

2.4.2. Titik Kesetimbangan 

Titik kesetimbangan 𝑇𝐸(𝐵, 𝑁,𝑀) persamaan (2.2) diperoleh dengan 

menganalisis 
𝑑𝐵

𝑑𝑡
= 0, 

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 0, dan 

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= 0, sehingga persamaan (2.2) dapat 

ditulis 

𝑟𝐵 −
𝑟𝐵2

𝐾
−

𝛼𝑁𝐵

(1+𝜂𝐵)(1+𝜇𝑁)
− 𝛽𝑀𝐵 = 0,  

𝛿𝛼𝑁𝐵

(1+𝜂𝐵)(1+𝜇𝑁)
− (𝑏 + 𝜎)𝑁 + 𝜃𝑀 = 0,  (2.3) 

𝜗𝑀𝐵 − 𝑐𝑀 + 𝜎𝑁 − 𝜃𝑀 = 0.  
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Berdasarkan analisis yang dilakukan terhadap persamaan (2.3) maka 

diperoleh tiga titik kesetimbangan yang nonnegatif. Titik kesetimbangan 

tersebut yaitu 

𝑇𝐸1(𝐵,𝑁,𝑀) = (0, 0, 0), 

𝑇𝐸2(𝐵, 𝑁,𝑀) = (𝐾, 0, 0), 

𝑇𝐸3(𝐵, 𝑁,𝑀) = (𝜔,
𝜔𝛼1 + 𝛼2
𝜇𝛽1𝛼2

,
𝜎𝜔𝛼1 − 𝛼2
𝜇𝛽1𝛽2𝛼2

), 

dengan 𝜔 merupakan akar-akar persamaan dari (𝑏𝛽2𝛿𝜂𝜇𝑟 + 𝛽2𝛿𝜂𝜇𝑟𝜎)𝑍5 +

(−𝐾𝑏𝛽2𝛿𝜂𝜇𝑟 − 𝐾𝛽2𝛿𝜂𝜇𝑟𝜎 − 2𝑏𝛽𝑐𝛿𝜂𝜇𝑟 − 2𝑏𝛽𝛿𝜂𝜇𝑟𝜃 − 2𝛽𝑐𝛿𝜂𝜇𝑟𝜎 −

𝛽𝛿𝜂𝜇𝑟𝜎𝜃 + 𝑏𝛽2𝛿𝜇𝑟 + 𝛽2𝛿𝜇𝑟𝜎)𝑍4 + (2𝐾𝑏𝛽𝑐𝛿𝜂𝜇𝑟 + 2𝐾𝑏𝛽𝛿𝜂𝜇𝑟𝜃 +

2𝐾𝛽𝑐𝛿𝜂𝜇𝑟𝜎 + 𝐾𝛽𝛿𝜂𝜇𝑟𝜎𝜃 − 𝐾𝛼𝛽2𝛿2𝜎 + 𝐾𝑏𝛽2𝛿𝜂𝜎 − 𝐾𝑏𝛽2𝛿𝜇𝑟 + 𝐾𝛽2𝛿𝜂𝜎2 −

𝐾𝛽2𝛿𝜇𝑟𝜎 + 𝑏𝑐2𝛿𝜂𝜇𝑟 + 2𝑏𝑐𝛿𝜂𝜇𝑟𝜃 − 2𝑏𝛽𝑐𝛿𝜇𝑟 − 2𝑏𝛽𝛿𝜇𝑟𝜃 + 2𝛽𝑐𝛿𝜇𝑟𝜎 −

𝛽𝛿𝜇𝑟𝜎𝜃)𝑍3 + (−𝐾𝑏𝑐2𝛿𝜂𝜇𝑟 − 2𝐾𝑏𝑐𝛿𝜂𝜇𝑟𝜃 − 𝐾𝑏𝛿𝜂𝜇𝑟𝜃2 − 𝐾𝑐2𝛿𝜂𝜇𝑟𝜎 −

𝐾𝑐𝛿𝜂𝜇𝑟𝜎𝜃 + 𝐾𝛼𝛽𝑐𝛿2𝜎 + 𝐾𝛼𝛽𝛿2𝜎𝜃 − 𝐾𝑏𝛽𝑐𝛿𝜂𝜎 + 2𝐾𝑏𝛽𝑐𝛿𝜇𝑟 − 𝐾𝑏𝛽𝛿𝜂𝜎𝜃 +

2𝐾𝑏𝛽𝛿𝜇𝑟𝜃 − 𝐾𝛽𝑐𝛿𝜂𝜎2 + 2𝐾𝛽𝑐𝛿𝜇𝑟𝜎 + 𝑐𝛿𝜇𝑟𝜎𝜃 − 𝐾𝑏2𝛽2 − 2𝐾𝑏𝛽2𝜎 −

𝐾𝛽2𝜎2) 𝑍2 + (−𝐾𝑏𝑐2𝛿𝜇𝑟 − 2𝐾𝑏𝑐𝛿𝜇𝑟𝜃 − 𝐾𝑏𝛿𝜇𝑟𝜃2 − 𝐾𝑐2𝛿𝜇𝑟𝜎 − 𝐾𝛽𝜎2𝛿𝜃 +

𝐾𝑐𝛿𝜇𝑟𝜎𝜃 + 𝐾𝛼𝑏𝑐2𝛿 + 2𝐾𝛼𝑏𝑐𝜎𝜃 + 𝐾𝛼𝑏𝛿𝜃2 − 𝐾𝛼𝑐2𝛿𝜎 − 2𝐾𝑏𝛽𝜎𝜃 +

2𝐾𝛽𝑐𝜎2)𝑍 − 𝐾𝑏2𝑐2 − 2𝐾𝑏2𝑐𝜃 − 𝐾𝑏2𝜃2 − 2𝐾𝑏𝑐2𝜎 − 2𝐾𝑏𝑐𝜎𝜃 − 𝐾𝑐2𝜎2, 

𝛼1 = 𝜔𝑏𝛽𝜂 − 𝜔𝛼𝛽𝛿 + 𝜔𝜂𝛽𝜎 + 𝛼𝑐𝛿 + 𝛼𝛿𝜃 − 𝑏𝑐𝜂 − 𝑏𝜂𝜃 − 𝑐𝜂𝜎,  

𝛼2 = 𝜔𝑏𝛽 + 𝜔𝛽𝜎 − 𝑏𝑐 − 𝑏𝜃 − 𝑐𝜎,  

𝛽1 = 𝜂𝜔 + 1, dan 

𝛽2 = 𝜔𝛽 − 𝑐 − 𝜃.  

Titik kesetimbangan 𝑇𝐸1(𝐵,𝑁,𝑀), dan 𝑇𝐸2(𝐵,𝑁,𝑀) merupakan titik 

kesetimbangan yang salah satu nilai kompartemennya adalah nol, 

sehingga tidak digunakan untuk menganalisis kestabilan populasi mangsa 

pemangsa. Jika populasi memiliki nilai kompartemen sama dengan nol 

maka tidak ada pertumbuhan dan perkembangan suatu populasi 

organisme. Sehingga yang akan dianalisis adalah titik kesetimbangan 

𝑇𝐸3(𝐵, 𝑁,𝑀) dimana ketiga komponen titik tersebut bernilai positif. Titik 

kesetimbangan 𝑇𝐸3(𝐵,𝑁,𝑀) merupakan suatu titik kesetimbangan interior 
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yang bernilai positif ketika 𝜔 > 0, 𝑎1 +𝜔
2 > 0  dan 𝑎2 + 𝜔

2 > 0. Titik 

kesetimbangan 𝑇𝐸3(𝐵,𝑁,𝑀) inilah yang digunakan dalam melakukan 

analisis kestabilan. 

2.4.3. Analisis Kestabilan 

Analisis kestabilan titik kesetimbangan dilakukan dengan metode 

pelinearan dan penentuan kestabilan dengan memperhatikan nilai eigen 

yang diperoleh dari matriks Jacobian yang dievaluasi pada titik 

kesetimbangan. Pada Persamaan (2.2) hanya titik kesetimbangan 

𝑇𝐸3(𝐵, 𝑁,𝑀) yang akan dianalisis kestabilannya. Dengan memperhatikan 

persamaan (2.2) maka dapat diuraikan dalam bentuk, 

𝑓1(𝐵, 𝑁,𝑀) = 𝑟𝐵 −
𝑟𝐵2

𝐾
−

𝛼𝑁𝐵

1+𝜂𝐵+𝜇𝑁+𝜂𝜇𝐵𝑁
− 𝛽𝑀𝐵, 

𝑓2(𝐵,𝑁,𝑀) =
𝛿𝛼𝑁𝐵

1+𝜂𝐵+𝜇𝑁+𝜂𝜇𝐵𝑁
− 𝑏𝑁 − 𝜎𝑁 + 𝜃𝑀, 

𝑓3(𝐵,𝑁,𝑀) = 𝜗𝑀𝐵 − 𝑐𝑀 + 𝜎𝑁 − 𝜃𝑀. 

Bentuk matriks Jacobian dari persamaan (2.2) diberikan 

𝐽 =

(

 
 
 

𝜕𝑓1
𝜕𝐵

𝜕𝑓1
𝜕𝑁

𝜕𝑓1
𝜕𝑀

𝜕𝑓2
𝜕𝐵

𝜕𝑓2
𝜕𝑁

𝜕𝑓2
𝜕𝑀

𝜕𝑓3
𝜕𝐵

𝜕𝑓3
𝜕𝑁

𝜕𝑓3
𝜕𝑀)

 
 
 

, 

dengan 

𝜕𝑓1
𝜕𝐵

= 𝑟 −
2𝑟𝐵

𝐾
−

𝛼𝑁

𝜂𝜇𝐵𝑁 + 𝜂𝐵 + 𝜇𝑁 + 1
+

𝛼𝐵𝑁(𝜂𝑁𝜇 + 𝜂)

(𝜂𝜇𝐵𝑁 + 𝜂𝐵 + 𝜇𝑁 + 1)2
− 𝛽𝑀, 

𝜕𝑓1
𝜕𝑁

= −
𝛼𝐵

𝜂𝜇𝐵𝑁 + 𝜂𝐵 + 𝜇𝑁 + 1
+

𝛼𝐵𝑁(𝜂𝐵𝜇 + 𝜇)

(𝜂𝜇𝐵𝑁 + 𝜂𝐵 + 𝜇𝑁 + 1)2
, 

𝜕𝑓1
𝜕𝑀

= −𝛽𝐵, 

𝜕𝑓2
𝜕𝐵

=
𝛿𝛼𝑁

𝜂𝜇𝐵𝑁 + 𝜂𝐵 + 𝜇𝑁 + 1
−

𝛿𝛼𝐵𝑁(𝜂𝑁𝜇 + 𝜂)

(𝜂𝜇𝐵𝑁 + 𝜂𝐵 + 𝜇𝑁 + 1)2
 , 

𝜕𝑓2
𝜕𝑁

= −𝑏 − 𝜎 +
𝛿𝛼𝐵

𝜂𝜇𝐵𝑁 + 𝜂𝐵 + 𝜇𝑁 + 1
−

𝛿𝛼𝐵𝑁(𝜂𝐵𝜇 + 𝜇)

(𝜂𝜇𝐵𝑁 + 𝜂𝐵 + 𝜇𝑁 + 1)2
, 

𝜕𝑓2
𝜕𝑀

= 𝜃, 
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𝜕𝑓3
𝜕𝐵

= 𝜗𝑀, 

𝜕𝑓3
𝜕𝑁

= 𝜎, 

𝜕𝑓3
𝜕𝑀

= 𝜗𝐵 − 𝑐 − 𝜃. 

Jika dimisalkan 𝑠 =
𝑟

𝐾
, 𝑡 =

𝛼𝑁

𝜂𝜇𝐵𝑁+𝜂𝐵+𝜇𝑁+1
, 𝑢 =

𝛼𝐵𝑁(𝜂𝐵𝜇+𝜂)

(𝜂𝜇𝐵𝑁+𝜂𝐵+𝜇𝑁+1)2
, 𝑣1 =

𝛼𝐵

𝜂𝜇𝐵𝑁+𝜂𝐵+𝜇𝑁+1
, dan 𝑣2 =

𝛼𝐵𝑁(𝜂𝐵𝜇+𝜇)

(𝜂𝜇𝐵𝑁+𝜂𝐵+𝜇𝑁+1)2
 maka matriks 𝐽 dapat ditulis 

𝐽 = (
𝑟 − 2𝑠𝐵 − 𝑡 + 𝑢 − 𝛽𝑀 −𝑣1 + 𝑣2 −𝛽𝐵

𝛿𝑡 − 𝛿𝑢 −𝑏 − 𝜎 + 𝛿𝑣1 − 𝛿𝑣2 𝜃
𝜗𝑀 𝜎 𝜗𝐵 − 𝑐 − 𝜃

). 

Selanjutnya, akan ditentukan persamaan karateristik dari matriks Jacobian 

tersebut dengan menghitung det(𝜆 𝐼 − 𝐽) = 0, sehingga determinan matriks 

𝐽 yang diberikan 

|

𝜆 − (𝑟 − 2𝑠𝐵 − 𝑡 + 𝑢 − 𝛽𝑀) 𝑣1 − 𝑣2 𝛽𝐵

−𝛿𝑡 + 𝛿𝑢 𝜆 + (𝑏 + 𝜎 − 𝛿𝑣1 + 𝛿𝑣2) −𝜃
−𝜗𝑀 −𝜎 𝜆 − (𝜗𝐵 − 𝑐 − 𝜃)

| = 0 

Dengan demikian, diperoleh persamaan karakteristik berikut 

𝜆3 + 𝑎2𝜆
2 + 𝑎1𝜆 + 𝑎0 = 0, 

dengan 

𝑎2 = 𝛽𝑀 + 2𝐵𝑠 − 𝐵𝜗 + 𝛿𝑣2 − 𝛿𝑣1 + 𝑏 + 𝑐 + 𝜎 − 𝑟 + 𝑡 + 𝜃 − 𝑢, 

𝑎1 = 2𝐵𝑏𝑠 − 2𝑠𝜗B
2 − 2𝐵𝛿𝑠𝑣1 + 2𝐵𝛿𝑠𝑣2 + 𝐵𝛿𝑣1𝜗 − 𝐵𝛿𝑣2𝜗 − 𝑀𝛽𝛿𝑣1 +

𝑀𝛽𝛿𝑣2 + 𝐵𝑏𝜗 + 2𝐵𝑐𝑠 + 2𝐵𝜎𝑠 − 𝐵𝜎𝜗 + 𝐵𝑟𝜗 + 2𝐵𝑠𝜃 − 𝐵𝑡𝜗 + 𝐵𝑢𝜗 +

𝑀𝑏𝛽 +𝑀𝛽𝑐 +𝑀𝛽𝑑 +𝑀𝛽𝜃 − 𝑐𝛿𝑣1 + 𝑐𝛿𝑣2 + 𝛿𝑟𝑣1 − 𝛿𝑟𝑣2 − 𝛿𝜃𝑣2 +

𝛿𝜃𝑣2 + 𝑏𝑐 − 𝑏𝑟 + 𝑏𝑡 + 𝑏𝜃 − 𝑏𝑢 + 𝑐𝜎 − 𝑐𝑟 + 𝑐𝑡 − 𝑐𝑢 − 𝜎𝑟 + 𝜎𝑡 − 𝜎𝑢 −

𝑟𝜃 + 𝑡𝜃𝜆 − 𝜃𝑢,  

𝑎0 = 2𝐵
2𝛿𝑠𝑣1𝜗 − 2𝐵

2𝛿𝑠𝑣2𝜗 − 2𝐵
2𝑏𝑠𝜗 − 2𝐵2𝜎𝑠𝜗 + 𝐵𝛽𝜎𝛿𝑡 − 𝐵𝛽𝜎𝛿𝑢 −

2𝐵𝑐𝛿𝑠𝑣1 + 2𝐵𝑐𝛿𝑠𝑣2 − 𝐵𝛿𝑟𝜗𝑣1 + 𝐵𝛿𝑟𝜗𝑣2 − 2𝐵𝛿𝑠𝜃𝑣1 + 2𝐵𝛿𝑠𝜃𝑣2 −

𝑀𝛽𝑐𝛿𝑣1 +𝑀𝛽𝑐𝛿𝑣2 −𝑀𝛽𝛿𝜃𝑣1 +𝑀𝛽𝛿𝜃𝑣2 + 2𝐵𝑏𝑐𝑠 + 𝐵𝑏𝑟𝜗 + 2𝐵𝑏𝑠𝜃 −

𝐵𝑏𝑡𝜗 + 𝐵𝑏𝑢𝜗 + 2𝐵𝑐𝑠 + 𝐵𝑟𝜎𝜗 − 𝐵𝜎𝑡𝜗 + 𝐵𝜎𝑢𝜗 +𝑀𝑏𝛽𝑐 +𝑀𝑏𝛽𝜃 +
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𝑀𝛽𝑐𝑑 +𝑀𝜃𝜗𝑣1 −𝑀𝜃𝜗𝑣2 + 𝑐𝛿𝑟𝑣1 − 𝑐𝛿𝑟𝑣2 + 𝛿𝑟𝜃𝑣1 − 𝛿𝑟𝜃𝑣2 − 𝑏𝑐𝑟 +

𝑏𝑐𝑡 − 𝑏𝑐𝑢 − 𝑏𝑟𝜃 + 𝑏𝑡𝜃 − 𝑏𝜃𝑢 − 𝑐𝑑𝑟 + 𝑐𝑑𝑡 − 𝑐𝑑𝑢. 

Berdasarkan analisis yang dilakukan bahwa titik kesetimbangan 

𝑇𝐸3(𝐵, 𝑁,𝑀) stabil asimptotik, karena memenuhi kriteria kestabilan Routh-

Hurwitz jika dan hanya jika 𝑎0 > 0, 𝑎2 > 0, dan 𝑎2𝑎1 − 𝑎0 > 0. Hal ini 

bermakna bahwa jika diberikan nilai awal maka solusi sistem akan tetap 

stabil disekitar titik kesetimbangan. 

2.4.4. Kestabilan Global 

Menganalisa kestabilan global dari titik-titik kesetimbangan pada 

persamaan (2.3) digunakan metode Lyapunov dengan mengkonstruksi 

fungsi Lyapunov yang menggunakan metode Krasovski. 

Definisi (Luenberger, 1979). 

Misalkan suatu fungsi 𝑉 didefinisikan pada suatu daerah D dan �̅� 

merupakan titik kesetimbangan sistem persamaan diferensial nonlinier. 

Fungsi 𝑉(𝒙) disebut fungsi Lyapunov jika memenuhi,  

- Fungsi 𝑉(𝒙) kontinu dan mempunyai turunan parsial pertama yang 

kontinu pada 𝐷. 

- Fungsi 𝑉(𝒙) >  0 untuk 𝒙 ∈ 𝐷,  

- Fungsi �̇�(𝒙) ≤  0 untuk setiap 𝒙 ∈ 𝐷.  

Berdasarkan definisi tersebut jika �̇�(𝒙) ≤ 0 maka titik kesetimbangan dari 

sistem (2.2) stabil dan jika �̇�(𝒙) < 0 maka titik kesetimbangan dari sistem 

(2.2) stabil asimtotik. Jika �̇�(𝒙) < 0 dan 𝑉(𝒙) tak terbatas secara radial, 

yaitu 

‖𝒙‖⟶ ∞ ⇒ 𝑉(𝒙) ⟶ ∞       (2.4) 

maka titik kesetimbangan dari sistem (2.2) stabil asimtotik global. Namun 

apabila fungsi 𝑉(𝒙) tidak memenuhi persamaan (2.4) maka titik 

kesetimbangan dari sistem (2.2) stabil asimtotik lokal. 
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Metode Krasovski digunakan untuk mengkonstruksi fungsi Lyapunov. 

Metode ini merupakan suatu metode yang ditemukan oleh matematikawan 

asal Rusia bernama Nikolay Krasovsky membuat suatu metode yang dapat 

digunakan dalam mengkonstruksi fungsi Lyapunov melalui keberadaan 

matriks Hermitian yang definit positif. Selanjutnya, dalam menentukan 

analisis kestabilan global mula-mula dibentuk transpos dari matriks 𝐽, 

sehingga diperoleh matriks transposnya yaitu 

𝐽𝑻 = (

𝑟 − 2𝑠𝐵 − 𝑡 + 𝑢 − 𝛽𝑀 𝛿𝑡 − 𝛿𝑢 𝜗𝑀
−𝑣1 + 𝑣2 −𝑏 − 𝜎 + 𝛿𝑣1 − 𝛿𝑣2 𝜎
−𝛽𝐵 𝜃 𝜗𝐵 − 𝑐 − 𝜃

). 

Menurut metode Krasovski bahwa fungsi Lyapunov 𝑉(𝒙) dikonstruksi 

dengan bentuk 𝑉(𝒙) = 𝑓𝑇(𝒙)𝑃𝑓(𝒙) dengan 𝒙 = (𝐵,𝑁,𝑀) dan 𝑃 merupakan 

matriks Hermitian yang definit positif (simetri nyata) dan 𝑓(𝒙) adalah fungsi 

dari pada persamaan (2.3), yaitu 

𝑓(𝒙) =

(

 
 
𝑟𝐵 −

𝑟𝐵2

𝐾
−

𝛼𝑁𝐵

1+𝜂𝐵+𝜇𝑁+𝜂𝜇𝑁
− 𝛽𝑀𝐵

𝛿𝛼𝑁𝐵

1+𝜂𝐵+𝜇𝑁+𝜂𝜇𝑁
− 𝑏𝑁 − 𝜎𝑁 + 𝜃𝑀

𝜗𝑀𝐵 − 𝑐𝑀 + 𝜎𝑁 − 𝜃𝑀 )

 
 

  

Misalkan, diambil sebarang matriks Hermitian (P) yaitu 

𝑃 = (

𝑝11 𝑝12 𝑝13
𝑝21 𝑝22 𝑝23
𝑝31 𝑝32 𝑝33

) 

Matriks tersebut merupakan salah satu bentuk dari matriks Hermitian real, 

karena elemen-elemennya 𝑝11, … , 𝑝33 ∈ ℝ dan 𝑝𝑖𝑗 = 𝑝𝑗𝑖 dimana 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3 

dan 𝑖 ≠  𝑗. 

Selanjutnya, perhatikan fungsi 𝑉(𝒙) yang diturunkan terhadap 𝑡, 

sehingga  

𝑉(𝒙) = 𝑓𝑇(𝒙)𝑃𝑓(𝒙). 

�̇�(𝒙) = �̇�𝑇(𝒙)𝑃𝑓(𝒙) + 𝑓𝑇(𝒙)𝑃�̇�(𝒙). 
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�̇�(𝒙) = (
𝜕𝑓

𝜕𝒙

𝑑𝒙

𝑑𝑡
)
𝑇

𝑃𝑓(𝒙) + 𝑓𝑇(𝒙)𝑃 (
𝜕𝑓

𝜕𝒙

𝑑𝒙

𝑑𝑡
). 

�̇�(𝒙) = (
𝑑𝒙

𝑑𝑡
)
𝑇

(
𝜕𝑓

𝜕𝒙
)
𝑇

𝑃𝑓 + 𝑓𝑇𝑃 (
𝜕𝑓

𝜕𝒙
)(

𝑑𝒙

𝑑𝑡
). 

�̇�(𝒙) = 𝑓𝑇(𝒙)𝐽𝑇𝑃𝑓(𝒙) + 𝑓𝑇(𝒙)𝑃𝐽𝑓(𝒙). 

�̇�(𝒙) = 𝑓𝑇(𝒙)(𝐽𝑇𝑃 + 𝑃𝐽)𝑓(𝒙),             (2.6) 

dengan 𝐽 =
𝜕𝑓

𝜕𝒙
 adalah matriks Jacobian.  

Jika matriks 𝐽𝑇𝑃 + 𝑃𝐽 semidefinit negatif maka �̇�(𝒙) pada persamaan 

(2.6) semidefinit negatif juga. Pernyataan implikasi tersebut digunakan 

untuk memenuhi syarat �̇�(𝒙) semidefinit negatif. Agar memenuhi �̇�(𝒙) 

semidefinit negatif dan 𝑉(𝒙) definit positif dibentuk matriks P dengan 

menggunakan persamaan,   

(𝐽𝑇𝑃 + 𝑃𝐽) = −𝑄       (2.7) 

dengan matriks 𝑄 adalah matriks Hermitian definit positif. Untuk 

memudahkan pembentukan matriks Hermitian 𝑃, Krasovsky menggunakan 

matriks identitas 𝐼 yang berukuran sama dengan matriks 𝑃 yang juga definit 

positif. Berdasarkan persamaan (2.7) maka dapat ditulis, 

(

𝑟 − 2𝑠𝐵 − 𝑡 + 𝑢 − 𝛽𝑀 𝛿𝑡 − 𝛿𝑢 𝜗𝑀
−𝑣1 + 𝑣2 −𝑏 − 𝜎 + 𝛿𝑣1 − 𝛿𝑣2 𝜎
−𝛽𝐵 𝜃 𝜗𝐵 − 𝑐 − 𝜃

)(

𝑝11 𝑝12 𝑝13
𝑝21 𝑝22 𝑝23
𝑝31 𝑝32 𝑝33

) +

(

𝑝11 𝑝12 𝑝13
𝑝21 𝑝22 𝑝23
𝑝31 𝑝32 𝑝33

)(
𝑟 − 2𝑠B − 𝑡 + 𝑢 − 𝛽𝑀 −𝑣1 + 𝑣2 −𝛽𝐵

𝛿𝑡 − 𝛿𝑢 −𝑏 − 𝜎 + 𝛿𝑣1 − 𝛿𝑣2 𝜃
𝜗𝑀 𝜎 𝜗𝐵 − 𝑐 − 𝜃

) =

−(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

).  

Dengan demikian, diperoleh matriks 𝑃∗ berikut, 

𝑃∗ = (

𝑝11
∗ 𝑝12

∗ 𝑝13
∗

𝑝21
∗ 𝑝22

∗ 𝑝23
∗

𝑝31
∗ 𝑝32

∗ 𝑝33
∗
) 
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Selanjutnya, ditentukan apakah matriks 𝑃∗ definit positif atau tidak. 

Jika matriks 𝑃∗ definit positif maka fungsi Lyapunov diperoleh dengan 

mensubstitusi matriks 𝑃∗ ke dalam persamaan 𝑉(𝒙) = 𝑓𝑇(𝒙)𝑃∗𝑓(𝒙). Selain 

itu, jika tidak terdapat definit positif maka periksa kembali nilai matriks 𝑃∗ 

hingga memperoleh matriks 𝑃∗ yang definit positif. Jika matriks 𝑃∗ telah 

definit positif maka periksa apakah titik kesetimbangan persamaan 𝑉(𝐵) 

memenuhi persamaan (2.4) yaitu titik kesimbangannya stabil asimtotik 

secara global. 

2.4.5. Simulasi 

Diberikan parameter untuk model (2.2) dengan nilai 𝐾 = 100, 𝑟 = 0.7, 

𝛼 = 0.3, 𝜂 = 0.01, 𝜇 = 0.01, 𝛽 = 0.1, 𝜗 = 0.01, 𝛿 = 0.03, 𝜎 = 0.25, 𝜃 = 0.25, 

𝑏 = 0.2, dan 𝑐 = 0.1. Dengan nilai parameter tersebut diperoleh tiga titik 

kesetimbangan yang nonnegatif yaitu 𝑇𝐸1 = (0, 0, 0), 𝑇𝐸2 = (100, 0, 0), dan 

𝑇𝐸3 = (15.948, 1.523, 1.999). Untuk menentukan nilai eigen matriks dengan 

melinearisasi persamaan (2.2) dalam bentuk berikut 

𝐽 = (

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

) 

dengan 

𝑎11 = 0.7 − 0.007𝐵 −
0.3𝑁

0.0001𝐵𝑁+0.01𝐵+0.01𝑁+1
+

0.03𝐵𝑁(0.0001𝑁+0.01)

(0.0001𝐵𝑁+0.01𝐵+0.01𝑁+1)2
−

0.25𝑀,  

𝑎12 = −
0.3𝑁

0.0001𝐵𝑁+0.01𝐵+0.01𝑁+1
+

0.3𝐵𝑁(0.001𝐵+0.01)

(0.001𝐵𝑁+0.01𝐵+0.01𝑁+1)2
,  

 𝑎13 = −0.1𝐵,  

𝑎21 =
0.009𝑁

0.0001𝐵𝑁+0.01𝐵+0.01𝑁+1
−

0.009𝐵𝑁(0.0001𝑁+0.01)

(0.001𝐵𝑁+0.01𝐵+0.01𝑁+1)2
,   

𝑎22 = −0.45 +
0.009𝑁

0.0001𝐵𝑁+0.01𝐵+0.01𝑁+1
−

0.009𝐵𝑁(0.0001𝑁+0.01)

(0.0001𝐵𝑁+0.01B+0.01𝑁+1)2
,  

𝑎23 = 0.25,  

𝑎31 = 0.01𝑀, 𝑎32 = 0.25, 𝑎33 = −0.35 + 0.01𝐵. 
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Selanjutnya, mensubstitusi nilai titik kesetimbangan 𝑇𝐸3 =

(15.948, 1.523, 1.999) ke dalam matriks Jacobian (𝐽) maka didapatkan 

matriks 

𝐽 = (
−0.056 −4.001 −1.594
0.010 −0.329 0.250
0.019 0.250 −0.191

). 

Kemudian diperoleh persamaan karateristik matriks Jacobian dengan 

menggunakan persamaan det(𝜆 𝐼 − 𝐽) = 0 yaitu  

𝑓(𝜆) = 𝜆3 + 0.576𝜆2 + 0.101𝜆 + 0.042. 

Dengan tiga nilai eigen yang negatif yaitu 𝜆1 = −0.021 + 0.279 I, 𝜆2 =

−0.021 − 0.279 I, dan 𝜆3 = −0.534. Berdasarkan ketiga nilai eigen tersebut 

disimpulkan bahwa titik kesetimbangan 𝑇𝐸3 = (15.948, 1.523, 1.999) stabil 

asimptotik lokal dan memenuhi kriteria kestabilan Routh-Hurwitz dengan 

syarat 𝑎0 > 0, 𝑎2 > 0, dan 𝑎2𝑎1 − 𝑎0 > 0.  

Analisis berikutnya, dengan menggunakan metode Lyapunov yaitu 

mengkonstruksi fungsi Lyapunov dengan menggunakan metode Krasovski 

yang bertujuan menganalisis titik kesetimbangan interior agar stabil 

asimtotik secara global. Konstruksi fungsi Lyapunov yang dihasilkan 

berbentuk 

𝑉(𝒙) = 𝑓𝑇(𝒙)𝑃∗𝑓(𝒙), 

dengan 

𝑓(𝒙) = (

0.7𝐵 − 0.007𝐵2 −
0.3𝐵𝑁

0.0001B𝑁+0.01B+0.01𝑁+1
− 0.1𝐵𝑀

−0.45𝑁 + 0.25𝑀 +
0.009𝑁

0.0001𝐵𝑁+0.01𝐵+0.01𝑁+1

−0.35𝑀 + 0.01𝑀𝐵 + 0.25𝑁

), 

dan  

𝑓𝑇(𝒙) = ((0.7𝐵 − 0.007𝐵2 −
0.3𝐵𝑁

0.0001B𝑁+0.01B+0.01𝑁+1
− 0.1𝐵𝑀) (−0.45𝑁 +

0.25𝑀 +
0.009𝑁

0.0001𝐵𝑁+0.01𝐵+0.01𝑁+1
) (−0.35𝑀 + 0.01𝑀𝐵 + 0.25𝑁)). 
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Agar memenuhi �̇�(𝒙) semidefinit negatif dan 𝑉(𝒙) definit positif 

dibentuk matriks 𝑃∗ dengan menggunakan persamaan (2.7). Adapun 

bentuk transpos dari matriks Jacobian yaitu,  

𝐽𝑇 = (
−0.056 0.010 0.019
−4.001 −0.329 0.250
−1.594 0.250 −0.191

). 

Karena 𝐽 dan 𝐽𝑇 telah diperoleh, maka persamaan (2.7) dapat diselesaikan 

untuk mendapatkan keseluruhan elemen dari matriks 𝑃∗ yaitu sebagai 

berikut 

(
−0.056 −4.001 −1.594
0.010 −0.329 0.250
0.019 0.250 −0.191

)(

𝑝11 𝑝12 𝑝13
𝑝21 𝑝22 𝑝23
𝑝31 𝑝32 𝑝33

) +

(

𝑝11 𝑝12 𝑝13
𝑝21 𝑝22 𝑝23
𝑝31 𝑝32 𝑝33

)(
−0.056 0.010 0.019
−4.001 −0.329 0.250
−1.594 0.250 −0.191

) = −(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

).  

Sehingga diperoleh, 

(

𝑞11 𝑞12 𝑞13
𝑞21 𝑞22 𝑞23
𝑞31 𝑞32 𝑞33

) = −(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

), 

dengan 

𝑞11 = −0.112 𝑝11 +  0.010 𝑝21 +  0.019 𝑝31 + 0.010 𝑝12  +  0.019 𝑝13,  

𝑞12 = −0.386 𝑝12 + 0.010 𝑝22 + 0.019 𝑝32 −  4.001 𝑝11 +  0.25 𝑝13, 

𝑞13 = −0.246 𝑝13+0.010 𝑝23+0.019 𝑝33 – 1.594 𝑝11+0.25 𝑝12, 

𝑞21 = −4.001 𝑝11 −0.386 𝑝21+0.25 𝑝31+ 0.010 𝑝22+ 0.019 𝑝23,  

𝑞22 = −4.001 𝑝12 −0.659 𝑝22+0.25 𝑝32 −4.001 𝑝21+0.25 𝑝23, 

𝑞23 = −4.001 𝑝13 −0.520 𝑝23+0.25 𝑝33 −1.594 𝑝21+0.25 𝑝22 

𝑞31 = −1.594 𝑝11+0.25 𝑝21 −0.246 𝑝31+0.010 𝑝32+0.019 𝑝33, 

𝑞32 = −1.594 𝑝12+0.25 𝑝22 −0.5205 𝑝32 −4.001𝑝31+0.25 𝑝33, 

𝑞33 = −1.594 𝑝13+ 0.25 𝑝23 −0.381 𝑝33 −1.594 𝑝31+0.25 𝑝32. 
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Untuk menentukan elemen-elemen dari matriks 𝑃∗ digunakan metode 

Cramer dalam menyelesaikan sistem persamaan linear dengan 

mengubahnya ke dalam bentuk matriks. Metode Cramer tersebut 

menggunakan determinan suatu matriks dan matriks lain yang diperoleh 

dengan mengganti salah satu kolom dengan vektor yang terdiri dari angka 

di sebelah kanan persamaannya yaitu elemen-elemen dari matriks 

Hermitian. Sehingga diperoleh bentuk matriks berordo 9 × 9 berikut 

(

 
 

−0.112 0.010
 −4.001 −0.386

0.019       ⋯ 0
0.250       ⋯ 0

−1.594    0.25
  ⋮        ⋮
   0         0

−0.246 ⋯ 0.019
⋮ ⋱ ⋮

−1.594 ⋯ −0.381)

 
 

(

 

𝑝11
𝑝12
𝑝13
⋮
𝑝33)

 =

(

 
 

−1
0
0
⋮
−1)

 
 

. 

Dengan demikian diperoleh matriks 𝑃∗ yaitu 

𝑃∗ = (

𝑝11
∗ 𝑝12

∗ 𝑝13
∗

𝑝21
∗ 𝑝22

∗ 𝑝23
∗

𝑝31
∗ 𝑝32

∗ 𝑝33
∗
) = (

2098.763 −26.117 −8.261
−26.117 5.008 5.657
−8.261 5.657 9.181

). 

Selanjutnya, diperoleh nilai eigen dari matriks 𝑃∗ yaitu, 

𝜆1 = 2099.122,  

𝜆2 = 12.901,  

𝜆3 = 0.929. 

Karena semua nilai eigennya positif maka matriks 𝑃∗ tersebut definit positif 

sehingga diperoleh fungsi Lyapunov berikut 

𝑉(𝒙) = 𝑓𝑇(𝒙)𝑃∗𝑓(𝒙). 

Atau dapat ditulis, 

𝑉(𝒙) = (1069.134𝐵 − 14.691𝐵2 −
629.846𝑁𝐵

0.0001B𝑁+0.01𝐵+0.01𝑁+1
− 209.958𝑀𝐵 −

9.687𝑁 + 7.768𝑀) (0.7𝐵 − 0.007𝐵2 −
0.3𝑁𝐵

0.00𝑜1B𝑁+0.01𝐵+0.01𝑁+1
−

0.1𝑀𝐵) + (−18.282 + 0.182𝐵2 −
7.880𝑁𝐵

0.0001𝐵𝑁+0.01𝐵+0.01𝑁+1
− 2.668𝑀𝐵 −

0.839𝑁 − 2.101𝑀 + (−0.45𝑁 + 0.25𝑁 +
0.009𝑁B

0.0001B𝑁+0.01B+0.01𝑁+1
) +
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(−5.782𝐵 + 0.057𝐵2 −
2.529𝑁B

0.0001B𝑁+0.01B+0.01𝑁+1
+ 0.917𝑀B − 0.250𝑁 +

2.791𝑀)(0.01𝐵𝑀 + 0.15𝑀 + 0.25𝑁). 

Dengan melakukan substitusi titik kesetimbangan 𝑇𝐸3 =

(15.948, 1.523, 1.999) maka diperoleh nilai 𝑉(𝒙) = 10.702 dan �̇�(𝒙) =

−6.170.  Dengan demikian, jika nilai dari persamaan 𝑉(𝒙) > 0 maka dapat 

disimpulkan bahwa titik kesimbangan 𝑇𝐸3(𝐵,𝑁,𝑀) stabil asimtotik secara 

global. Jika jumlah populasi mangsa pemangsa berada di sekitar titik 

kesetimbangan maka ketiga populasi tersebut akan stabil menuju ke titik 

kesetimbangan 𝑇𝐸3(𝐵,𝑁,𝑀). Hal ini berarti populasi mangsa pemangsa 

akan tetap lestari.  

Berikut gambar dinamika kurva solusi mangsa pemangsa dengan nilai 

awal disekitar titik keseimbangan 𝐵(0) = 15.94,𝑁(0) = 1.51,𝑀(0) = 1.99 

dengan 𝑡 = 0 − 300 hari. 

 

Gambar 2.1 Kurva Soluasi Populasi Mangsa (𝐵). 
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Gambar 2.2 Kurva Soluasi Populasi Pemangsa (𝑁). 

 

Gambar 2.3 Kurva Solusi Populasi Pemangsa (𝑀). 

Gambar 2.1, 2.2, dan 2.3 tersebut menunjukkan kondisi sistem yang 

stabil asimptotik dan dengan bertambahnya waktu sistem akan konvergen 

pada titik kesetimbangan 𝑇𝐸3(𝐵, 𝑁,𝑀) = (15.948, 1.523, 1.999). Meskipun 

terjadi gerakan osilasi pada awal trayektori, semakin lama nilai 

simpangannya semakin kecil dan menyebabkan populasi mangsa tersebut 

menjadi stabil. Pada bidang solusi populasi pemangsa (𝑁 dan 𝑀), populasi 

pemangsa mengalami hal yang sama dengan populasi mangsa yang 

semakin lama bersifat stabil dan selalu akan konvergen pada titik 

kesetimbangan. 
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2.5. Kesimpulan 

Model mangsa-pemangsa dengan fungsi respon tipe Crowley-Martin 

dengan adanya migrasi populasi pemangsa pada dua area yang berbeda 

memiliki tiga titik kesetimbangan yang non negatif yaitu 𝑇𝐸1(𝐵,𝑁,𝑀), 

𝑇𝐸2(𝐵, 𝑁,𝑀), dan 𝑇𝐸3(𝐵,𝑁,𝑀). Titik kesetimbangan 𝑇𝐸1(𝐵,𝑁,𝑀), dan 

𝑇𝐸2(𝐵, 𝑁,𝑀) merupakan titik kesetimbangan yang salah satu nilai 

kompartemennya adalah nol, yang berarti tidak ada pertumbuhan dalam 

suatu populasi. Dengan demikian titik keseimbangan 𝑇𝐸3(𝐵,𝑁,𝑀) yang 

dianalisis dan diperoleh kondisi stabil asimptotik secara global. Hasil 

simulasi juga menunjukkan bahwa kondisi sistem stabil pada waktu yang 

panjang dan selalu konvergen pada titik kesetimbangan 𝑇𝐸3(𝐵,𝑁,𝑀) 

sebagaimana ditunjukkan dalam kurva solusi mangsa pemangsa. Meskipun 

terjadi gerakan osilasi pada awal trayektori kurva solusi mangsa pemangsa, 

namun dengan bertambahnya waktu kondisi system akan tetap stabil 

secara global. Hal ini bermakna bahwa walaupun terjadi interaksi atau 

pemangsaan yang ketat terhadap mangsa dalam kurung waktu yang 

panjang, maka populasi mangsa dan pemangsa tetap akan lestari, stabil, 

dan terus terjaga keberlanjutannya. Kestabilan global tersebut memberikan 

interprestasi bahwa kehidupan ekosistem baik populasi mangsa maupun 

populasi pemangsa dalam keadaan terkendali secara luas dan tetap stabil 

dalam waktu yang tidak terbatas. 
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