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ABSTRAK

Penelitian ini menyelidiki tentang solusi numerik model transpor sedimen
menggunakan metode MacCormack yang merupakan salah satu jenis skema
metode beda hingga. Model transpor sedimen permukaan dasar dibangun atas
persamaan air dangkal dan persamaan Exner. Formula Meyer-Peter dan Muller
(MPM) dan formula Wu digunakan untuk menentukan faktor Grass dari laju
transpor sedimen permukaan dasar. Dalam implementasi metode MacCormack,
persamaan-persamaan pembangun didiskritisasi ke dalam step prediktor dan step
korektor. Hasil-hasil numerik metode MacCormack akan divalidasi dengan hasil-
hasil eksperimen serta hasil-hasil numerik yang diperoleh dengan metode numerik
yang berbeda. Hasil-hasil numerik berdasarkan metode MacCormack dengan
formula Wu memberikan hasil yang lebih baik dibandingkan menggunakan formula
MPM dalam proses transpor sedimen permukaan dasar. Pada kasus khusus,
karena model transpor sedimen satu dimensi memiliki solusi analitik, persamaan
ini juga diselesaikan dengan metode MacCormack. Hasilnya menunjukkan bahwa
solusi numerik dan solusi analitik pada kasus satu dimensi sulit untuk dibedakan
karena akurasi skema numerik yang tinggi.

Kata kunci: Model transpor sedimen permukaan dasar; Persamaan air
dangkal; Persamaan Exner; Metode MacCormack;

Vi
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ABSTRACT

In this work, we investigate the numerical solution of two-dimensional bed-load
sediment transport model using MacCormack method which is one kind of finite
difference method. Bed-load sediment transport model is governed by the shallow
water equations and Exner equation. The Meyer-Peter and Muller (MPM) formula
and Wu formula will be used to determine the Grass factor of the bed-load
sediment transport rate. In the implementation of the MacCormack method, the
governing equations will be discretised into predictor and corrector steps. The
numerical results of the MacCormack method will be validated with experimental
results as well as the existing numerical solutions that have been obtained with
different numerical method. We found that the numerical solutions based on the
MacCormack method with Wu formula give better results than using MPM formula
in the bed-load sediment transport process. For the special case, since the one-
dimensional sediment transport model has analytical solutions, we also solve the
equation using MacCormack method. The results show that numerical and
analytical solutions on the one-dimensional case are hardly differentiated due to
the high accuracy of the numerical scheme.

Keywords : Bed-load sediment transport model; Shallow water equations;
Exner equation; MacCormack Method;
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BAB |
PENDAHULUAN
1.1 LATAR BELAKANG

Transpor sedimen merupakan salah satu fenomena alam yang
sangat kompleks. Sedimen dapat didefinisikan sebagai material
terfragmentasi dari batuan yang terbentuk dari proses fisika atau proses
kimia. Proses transportasi sedimen disebabkan oleh efek gaya gravitasi
serta oleh efek gesekan dengan udara atau aliran yang mengandung
sedimen (Castro Diaz, Fernandez-Nieto, & Ferreiro, 2008).

Klasifikasi transpor sedimen di dalam sungai biasanya terbagi ke
dalam dua bentuk fenomena yang berbeda: transpor sedimen dasar (bed-
load) dan transpor sedimen suspensi (suspended load). Transpor sedimen
dasar (bed-load) merupakan gerakan butiran sedimen pada permukaan
dasar. Butiran sedimen tersebut bergerak dengan cara bergeser, berguling,
atau melompat di atas permukaan dasar. Transpor sedimen suspensi
merupakan butiran sedimen yang bergerak didalam aliran. Proses transpor
sedimen ini umumnya terjadi pada lingkungan yang memiliki aliran

permukaan seperti sungai, pantai dan muara (Wu, 2007).

Transpor sedimen permukaan dasar umumnya terdiri oleh pasangan
komponen hidrodinamik dan morfodinamik. Komponen hidrodinamik
dimodelkan oleh persaman air dangkal, dimana model ini digunakan untuk
mempelajari pergerakan aliran di sungai, saluran air, area pantai, dan
sebagainya. Komponen morfodinamik dimodelkan dengan persamaan
Exner. Persamaan Exner mengambarkan konservasi massa antara
sedimen pada dasar permukaan dengan sedimen yang berpindah (Castro

Diaz, Fernandez-Nieto, & Ferreiro, 2008).

Hudson dan Sweby (2003) menginvestigasi solusi numerik
persamaan-persamaan pembangun transpor sedimen permukaan dasar
menggunakan metode volume hingga skema Roe. Hasil-hasil solusi

numerik dari berbagai variasi formula volume hingga dibandingkan dengan
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sebuah solusi pendekatan yang dibangun. Solusi pendekatan tersebut valid
dengan asumsi bahwa antara aliran air dan sedimen permukaan dasar

memiliki tingkat interaksi yang lemah.

Fernandez-Nieto, dkk (2008) berfokus pada pendekatan numerik
transpor sedimen permukaan dasar satu dimensi (yang selanjutnya akan
ditulis 1D) yang dipengaruhi oleh aliran air. Hasil-hasil skema metode
volume hingga berorde tinggi kemudian dibandingkan dengan solusi
pendekatan maupun dengan data-data eksperimen yang telah dilakukan
oleh penelitian-penelitian  sebelumnya. Zhang dan Duan (2011)
membangun model volume hingga pada model transpor sedimen
permukaan dasar. Penelitian ini menggunakan persamaan van Rijn sebagai
formula untuk menghitung laju transpor sedimen. Hasil dari skema numerik
dibandingkan dengan solusi teoritis maupun dengan data hasil observasi.
Kedua penelitian diatas menunjukkan bahwa skema numerik berorde tinggi

cenderung memberikan akurasi yang lebih baik.

Sebuah solusi analitik diajukan oleh Berthon, dkk (2012) untuk model
persamaan transpor sedimen permukaan dasar 1D dalam sistem
persamaan air dangkal. Solusi ini valid untuk digunakan pada beberapa
model erosi seperti model Grass maupun model Meyer-Peter dan Muller
(MPM). Solusi ini dibangun dengan mengasumsikan laju dari aliran pada
sistem persamaan air dangkal berada dalam keadaan tunak.

Kebanyakan penelitian-penelitian transpor sedimen dalam beberapa
tahun terakhir masih terbatas pada bentuk persamaan 1D. Hal yang
membedakan diantara penelitian-penelitian tersebut adalah skema dan
modifikasi numerik volume hingga yang digunakan berbeda-beda.
Gunawan dan Lhebrard (2015) menggunakan skema numerik yang disebut
dengan skema relaksasi hidrostatik. Skema volume hingga ini memberikan
rekonstruksi hidrostatik dari pemecah relaksasi. Liu dan Beljadid (2017)
menyelesaikan pasangan persamaan transpor sedimen dengan metode
volume hingga skema tipe Godunov central-upwind. Skema tersebut

dibangun dalam grid segitiga tidak terstruktur dengan akurasi orde kedua.
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Sebuah skema numerik volume hingga juga diusulkan oleh Martinez-
Aranda, dkk (2019) berdasar pada pemecah Roe yang ditambahkan

dengan akurasi orde pertama dalam ruang dan waktu.

Penelitian-penelitian dalam model dua dimensi (yang selanjutnya
akan ditulis 2D) umumnya telah dilakukan untuk menyimulasikan bentuk
topografi dari sedimen. Akan tetapi, aplikasi kasusnya masih terbatas
karena membutuhkan waktu komputasi yang lebih lama dan kurangnya
data observasi untuk dibandingkan dengan model yang digunakan. Juez,
dkk (2014) membahas tentang model 2D transpor sedimen permukaan
dasar yang diselesaikan secara numerik menggunakan metode volume
hingga dengan sebuah pemecah tipe Roe. Caviedes-Voullieme, dkk (2017)
membahas transpor sedimen dalam aplikasinya pada saluran
pembuangan. Martinez-Aranda, dkk (2021) membandingkan dua strategi
berbeda berdasarkan pada metode volume hingga menggunakan

pendekatan Roe yang ditambahkan.

Oleh karena itu, penelitian ini akan difokuskan pada penyelesaian
secara numerik menggunakan pendekatan beda hingga metode
MacCormack. Metode MacCormack merupakan metode beda hingga
eksplisit dengan akurasi orde kedua dalam ruang dan waktu (MacCormack,
1969). Metode MacCormack dipilih karena metode ini bisa memberikan
hasil yang lebih baik dibandingkan dengan metode-metode beda hingga
ekplisit lainnya (Hoffmann & Chiang, 2000; Said, Ribal, & Mahie, 2017).

Berdasarkan uraian penelitian-penelitian tersebut, menegaskan
bahwa pentingnya kajian untuk menyelidiki solusi numerik persamaan
transpor sedimen permukaan dasar dengan menggunakan metode
MacCormack. Solusi numerik yang diperoleh akan divalidasi dengan solusi
ekperimen yang telah diperoleh pada penelitian-penelitan sebelumnya,
untuk mengetahui tingkat akurasi metode yang digunakan. Atas dasar ini,

penulis menuangkanya dalam bentuk penelitian dengan judul:

“Solusi Numerik Model Transpor Sedimen Permukaan Dasar

Menggunakan Metode MacCormack”
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RUMUSAN MASALAH

Adapun masalah yang dirumuskan pada penelitian ini adalah

sebagai berikut:

13

1.4

1.

Bagaimana menentukan solusi numerik model transpor sedimen

pada permukaan dasar dengan metode MacCormack?

. Bagaimana perbandingan solusi eksperimen dengan solusi numerik

menggunakan metode MacCormack dalam proses transpor sedimen

permukaan dasar?

TUJUAN PENELITIAN
Adapun tujuan yang akan dicapai pada penelitian ini sebagai berikut:

Menentukan solusi numerik model transpor sedimen pada
permukaan dasar dengan metode MacCormack.

Membandingkan solusi eksperimen dengan solusi numerik
menggunakan metode MacCormack dalam proses sedimen

permukaan dasar.
MANFAAT PENELITIAN

Penelitian ini diharapkan mampu memberikan pemahaman tentang

model transpor sedimen permukaan dasar dan penyelesaiannya secara

numerik menggunakan metode MacCormack.

15

BATASAN MASALAH

Pada penelitian ini, permasalahan dibatasi pada penyelesaian model

transpor sedimen permukaan dasar dengan melakukan pendekatan

numerik beda hingga metode MacCormack.
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BAB Il

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 SEDIMEN

Sedimen dapat didefinisikan sebagai pecahan materi dari bebatuan
yang terbentuk oleh proses fisika atau proses kimia yang berbeda.
Pergerakan bebatuan di dalam sebuah gunung sebagai materi difusi dalam
air juga termasuk sebagai proses transpor sedimen. Transpor ini
disebabkan oleh efek gravitasi dan efek gesekan dengan udara atau fluida
yang mengandung sedimen (Castro Diaz, Fernandez-Nieto, & Ferreiro,
2008).

Transpor sedimen adalah proses alam yang umumnya terjadi di
aliran permukaan seperti sungai, pantai, atau muara. Partikel-partikel
sedimen dapat berpindah melalui dua mekanisme dasar, yaitu suspended
load dan bedload. Suspended load terdiri dari partikel-partikel yang
bergerak di dalam aliran air yang memiliki kecepatan yang sama dengan
fluida. Transpor bedload menyebabkan perpindahan massa sedimen
melalui proses mekanisme meluncur (slide), bergulir (rolling) dan melompat
(saltation) diatas lapisan permukaan dasar (Martinez-Aranda, Murillo, &

Garcia-Navarro, 2021).

Dalam transpor bedload, umumnya partikel sedimen berinteraksi
langsung dengan permukaan dasar aliran, dan kecepatannya jauh lebih
lambat jika dibandingkan dengan kecepatan aliran. Meskipun total massa
sedimen yang berpindah melalui mekanisme suspended load dapat jauh
lebih banyak dibandingkan dengan mekanisme bedload, akan tetapi
mekanisme bedload memainkan peranan penting di dalam permukaan
dasar yang berupa pasir dan Kkerilkil. Mekanisme bedload dapat
menyebabkan perubahan yang cepat dan mencolok pada kedalaman

permukaan dasar (Martinez-Aranda, Murillo, & Garcia-Navarro, 2021).

Model transpor sedimen tersusun atas persamaan air dangkal
(shallow water equation) ditambahkan dengan persamaan transpor
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sedimen atau biasa disebut juga dengan persamaan Exner. Persamaan air
dangkal umumnya digunakan untuk mengamati pergerakan aliran di
sungai, saluran, pantai dan sebagainnya. Persamaan Exner merupakan
persamaan kontinuitas yang menggambarkan sedimen pada permukaan
dasar dengan sedimen yang berpindah-pindah (Castro Diaz, Fernandez-
Nieto, & Ferreiro, 2008).

2.2 PERSAMAAN AIR DANGKAL

Persamaan air dangkal merupakan sistem persamaan diferensial
parsial yang diturunkan dari persamaan Navier-Stokes. Persamaan ini
dapat digunakan sebagai persamaan pembangun untuk aliran permukaan,
aliran sungai, pantai, maupun saluran air. Karakteristik umum persamaan
air dangkal adalah dimensi vertikalnya jauh lebih kecil dibandingkan dengan
panjang skala horizontalnya. Persamaan ini terdiri dari persamaan

kekekalan massa dan persamaan kekekalan momentum.
2.2.1 Persamaan Kekekalan Massa (Kontinuitas)

Bentuk turunan dari kekekalan massa yang dikenal sebagai
persamaan kontinuitas, dalam bentuk vektor dituliskan sebagai (Hoffmann
& Chiang, 2000):

ap .
Piy. - 2.1
T (pV) =0, (2.1)

dengan p adalah kepadatan, t waktu dan notasi Vv melambangkan vektor

kecepatan, yaitu V=ui+ vj + wk. Untuk keadaan tunak (steady state),
bagian waktu akan hilang atau d/dt =0, sehingga Persamaan (2.1)
menjadi:
v -(pV) =0, (2.2)

Untuk memperoleh persamaan air dangkal, fluida dianggap aliran
nirmampat (incompressible), dimana aliran variasi kepadatan diabaikan
sehingga persamaan kontinuitas direduksi menjadi (Kowalik & Murty,
1993):
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atau dituliskan menjadi

(2.3)

Zn

Gambar 2.1. Sketsa untuk menurunkan persamaan air dangkal

Dengan mengintegralkan Persamaan (2.3) dari permukaan dasar z, hingga

permukaan atas H seperti yang terlihat pada Gambar 2.1, diperoleh:

H
j(6u+6v+aw>d —0
dx 0dy 0z Z=
Zp
H
f<au+a1;)d + -0 2.4
ox T3y z+wy —w, =0. (2.4)

Zp
Dengan mengasumsikan kondisi “no-slip” terjadi pada permukaan dasar,

dengan:

Uy = Uy =Wy, =0, (2.5)

b

maka Persamaan (2.4) menjadi:

H

[ (Go+3) s+ = 0 26
ox Ty z+wy=0. (2.6)

Zp

Aturan integrasi Leibniz didefinisikan sebagai berikut:
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= | = : 2.7
ff(xz)dx f dx + asz [fazxa (2.7)
Dengan menggunakan aturan integrasi Leibniz, diperoleh
H
6ud ] P | J0H oyl 0z,
ox 7 Tox ) HOF T Mamn g T Wllz=a,
Zp
dan
H
avd f 4 | J0H ol 0z
3y Z—a vdz ”Z=Hav ”“bay'
Zp
Dari asumsi Persamaan (2.5), Persamaan (2.6) menjadi:
9] 0H 0H
afudz+—fvdz ulea U|Z=H%+WH=O. (2.8)
Teorema nilai rata-rata didefinisikan dengan:
H
u ! f d (2.9)
u=s-——7 udaz. .
(H— Zb)Z
b

Dengan menggunakan Persamaan (2.9) pada Persamaan (2.8), serta dari

Gambar (2.1) diketahui bahwa nilai H — z,, = h, maka:

a(‘h)+6‘h | a | 6H+ =0 (2.10)
ax - gy Ut T Wz=n g T Vz=i g T Wh = T '

Pada permukaan atas, kondisi kinematik berlaku bahwa partikel air tidak
dapat melewati batas, sehingga kecepatan normal relatif harus dihilangkan:
oh N 0H N 0H
ot T Mgy T VH Gy

Dari Persamaan (2.11), Persamaan (2.10) menjadi persamaan kontinuitas

= wy. (2.11)

a(h)+a(‘h)+a—h—o 2.12
ot ox Ty T (2.12)
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2.2.2 Persaman Kekekalan Momentum

Persamaan momentum diperoleh dari aplikasi hukum kedua Newton
menjadi elemen turunan dalam koordinat inersial. Jika o digunakan untuk
mengambarkan tegangan yang bekerja pada elemen turunan, komponen
persamaan momentum Navier-Stokes dalam koordinat kartesius dituliskan
dalam bentuk (Hoffmann & Chiang, 2000):

(ax () + 5~ (axy) +— (axz)>

+1

p
0 0 2 0 0

242y v£+ W= ~fu +%<a(%) +2 (0,,) +£(ayz)> (2.13)

Z—V: +u + _y + Wa_VZV =—g+ < ( xz) + (UYZ) +3, (O-ZZ)>

Parameter koriolis f = 2Qsin¢ adalah fungsi dari kecepatan angular
bumi. Tegangan o biasanya dituliskan dalam bentuk tekanan p dan

tegangan geser t. Dalam notasi tensor dapat dituliskan sebagai:

O'U = _p6l] + Tij' (214)
dengan §;; adalah delta Kronecker,
5 _{1 untuk i =j
70 untuki#j
Dengan menggunakan Persamaan (2.14) dan mengabaikan efek koriolis

bumi, Persamaan (2.13) dapat dituliskan kembali menjadi:

ou ou ou Ju  10p 107, 0Tyy 0Ty,

— — —— - 2.1
P R VR Py M <6x Ty T oz (2.152)
ov ov ov ov 10dp 0Tyy 0Ty, 0Ty,

— — — —=——— 2.1

6t+u6x+v6y+waz p6y+p<6x + dy + 0z (2.15b)
ow ow adw ow 10p 1[0ty, 07y, 07,
at+uax+vay+waz—— _paz+p<ax+ay+62 . (2.15¢)

Persamaan (2.3) dikalikan masing-masing dengan u dan v
diperoleh:
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(2.16)

Kemudian Persamaan (2.16) masing-masing dijumlahkan dengan

Persamaan (2.15a) dan Persamaan (2.15b),

E+0x+6y+az pox p

ov OJuv 0v? Jvw 10 1/0t ot ot
_2o% Ty Tlyy | Tlyz)
0x dy 0z

ou ou? ouv Ouw 19p 1 <6rxx N 0Ty N 6sz>

pox 0x dy 0z
(2.17)

E+ax+6y+az pdy p
Integralkan Persamaan (2.17) dari permukaan dasar z, hingga

permukaan atas H, diperoleh:

Juv 10p |, 1 [0Tyy
fzb[ —+—] dz + ugwy — UpW,, = fzb [—;ax+—(W+
aT;c]y + 3sz)] dz
2.18
Fulae+ 5+ 5] gl
2 + + Z + VyWy — UzpWy, 21" 53y 5 T
2+ 55
3y + P dz.

Dari Persamaan syarat batas (2.5), Persamaan (2.18) tereduksi menjadi:

fzb[ —+M]dz+uHWH fzb[—%g—z+%(%+%+
)|z

ouv H[ 10p , 1 (0Txy Zf"t'yy (2.19)
fzb[ —+—]dZ+17HWH be —;a-l-;(g-i-w-l-

)

Dengan menggunakan aturan integrasi Leibniz (2.7) pada bagian Kiri
Persamaan (2.19) serta mengaplikasikan syarat batas (2.5), diperoleh

masing-masing:

10
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9

5 udz+ - f u?dz + - fuvdz+uH

)= 132

f vdz + - fuvdz+ fvdz+vH

_OH u OH 0H
at H 5y dy

_ la_P a‘rxy 6‘L'yy 6‘ryz ]
WH)_be _p6y+ ( + ) dz.

Dengan menerapkan Persamaan syarat batas atas (2.11), Persamaan
(2.20) tereduksi menjadi:

19 0T
= [rudz+o- [ u?dz + - fuvd—f[—paz (T+

o)

vop., 1 (000 (2.21)
a vdz+ fuvdz+ fvdz—f [ oyt ( +
0Tyy | 0Ty,
5|z

Dari teorema nilai rata-rata (2.9), bagian kiri Persamaan (2.21) menjadi:

p 0x

H .
ouh o0u’*h O0uvh _ f [ lop 1 (arxx N 0Tyy N arxz> s

ot T ox * ax oy | oz
(2.22)

dz.

dvh OJuvh Ovzh 10 ot ot 0T, \]
n f[ p < xy Oy y2>

ot T ox ooy To\Tax oy T oz

Penaksiran hidrostatik hanya berhubungan dengan komponen
vertikal dari Persamaan momentum (2.15 c¢). Oleh karena skala horizontal
jauh lebih panjang dibandingkan dengan skala vertikalnya, kecepatan
vertikal jauh lebih lemah dibandingkan kecepatan horizontal. Jika aliran
horizontal lebih dominan, dan percepatan vertikal lebih kecil dibandingkan
percepatan gravitasi, persamaan momentum vertikal dapat direduksi ke
hukum hidrostatik sederhana. Asumsi hidrostatik menyederhanakan
Persamaan (2.15 c¢) menjadi (Kowalik & Murty, 1993):

——Z_g=0. (2.23)

Dengan mengintegralkan Persamaan (2.23) dari permukaan dasar

zp, hingga permukaan atas H, diperoleh:

11
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H H
fap = - Jpgaz
Zp Zp
p(z) = pg + pg(H — zp). (2.24)

Tekanan permukaan atas p(H) sama dengan tekanan atmosfer p,. Dengan

mengabaikan tekanan atmosfer p,, Persamaan (2.24) menjadi:

p(z) = pg(H — zp). (2.25)

Tekanan hidrostatis yang dipengaruhi oleh kepadatan (p),
percepatan gravitasi (g), dan kedalaman (h). Tekanan hidrostatis tidak
bergantung pada skala horizontal, hanya bergantung pada skala vertikal
(kedalaman). Oleh karena kepadatan (p) dan percepatan gravitasi (g)

bernilai konstan, maka tekanan hidrostatik bersifat linear.

H 4 p=0

z p=pg(H—z)

Gambar 2.2. llustrasi tekanan hidrostatis

Dengan menggunakan integrasi Leibniz pada bentuk tekanan hidrostatis

pada Persamaan (2.22), diperoleh:

H H
ow, _ aj o OH 02,
ax T ox | PO T PG TP 5y
Zp Zp
’ (2.26)
6pd _ J p H+ 0z
ay Z = F) paz PH 0 pr ay
Zp Zp

12
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Pada Gambar (2.2) diperoleh bahwa h = H — z,,, tekanan hidrostatis pada

permukaan atas py = 0, dan tekanan hidrostatis pada permukaan dasar

Pz, = pgh, serta fZIZpdz merupakan luasan segitiga Gambar (2.2), maka

Persamaan (2.26) menjadi:
ap

axd

Zp

1 aZb
_ = 2 _v
P 2(pgh ) + pgh %

(2.27)
dp 91 , 9z,
J—a dz ——(pgh )+pgh—ay

Zp

Tegangan permukaan atas 7, pada z = H didefinisikan (Vreugdenhil,

1994):
J0H 0H
Tsx = _Txxa — Txy E t Tyz 2
oH oH (2.28)
Tsy = —Txy a — Tyy E + Ty

Pada permukaan dasar z = z,, tegangan permukaan dasar t,, didefinisikan:

aZb aZb
Tox = —Tax 7 Ox Txy dy -t Txz
(2.29)
aZb aZb
Tpy = —Txy P Tyy W + Ty

Integrasi Leibniz pada bentuk tegangan geser (zr) dari Persamaan (2.22)

diperoleh:

aTxx aTxy a‘[x _ d H 2 H
[( + Z) dz_afzbfxxdz+£fz Tyy AZ + Tozly —

O0H aZb aZb
szlzb — Txx ax + T > ox Txy ay + Txy 3 ay
9 5 2 5 5 (2.30)
H[(0Txy Tyy TyZ)] _ 0 H 9 _
fzb [( ox + ay + 0z dz = ox be Txy dz + dy fzb Tyy dz + Tyle
OH 0zp 0H 0zp
TyZ|Zb — Txy a + Txyg - Tyya + Tyy E

Dengan menggunakan Persamaan (2.28) dan Persamaan (2.29),

Persamaan (2.30) menjadi:

13
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[(arxx ar;y + agzz)] dz = :_xfzz Tyx dz + Oa_y fZIZ Txy dZ + Tox = Tpx
(2.31)

6‘rxy 6‘ryy 0Ty, _ H 0 (H
[( )] dz fzb Tyy dz + % fzb Tyy dZ + Tgy — Tpy.

Dengan mengabaikan bentuk integral T,,, 7T, dan 7,,, serta

mengasumsikan tidak ada gesekan pada permukaan atas sehingga 7, dan

T,y diabaikan, sehingga diperoleh:

0t ot 0Ty \|
J(CR-RE P

OTyy a‘cw aryz ]
fl( 5z )| dz = —1py.

Substitusi Persamaan (2.27) dan Persamaan (2.32) ke dalam Persamaan

(2.32)

(2.22), diperoleh persamaan momentum:

guh 0uh ouwvh 9 gh? 0z) Tpy

ot T ax oy oaxz o p
(2.33)
ovh ouvh 0v*h 0 gh? 0z, Tpy
ot dx dy 9y 2 g oy p -’
Persamaan momentum (2.33) dapat dituliskan menjadi:
0 th d aZb Thx
—(hu) + —<hu + T) + @(huv) = —gha —7
9 ) ) h? d (239
9 2 L (P SR S B
y (hv) + Ix (huv) + 3y <hv + 5 > gh 3y

2.3 PERSAMAAN EXNER

Transpor sedimen dideskripsikan dalam bentuk model persamaan

kontinuitas atau persamaan Exner, yaitu:

] 0 0
a (Zb) + a (qb,x) + @ (Qby) =0, (2.35)

dengan g, dan q,, merupakan laju volume permukaan dasar sepanjang

(x,y). Untuk lapisan permukaan dasar yang tersusun dari N lapisan kelas

14
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sedimen berbeda, g, dapat diperkirakan dengan (Martinez-Aranda, Murillo,
& Garcia-Navarro, 2021):

N
1 2
b =7 EZ FppGplulu, (2.36)
p=1

dengan ¢ merupakan porositas dari permukaan dasar yang nilainya antara
0 dan 1. F bagian permukaan dasar dari kelas sedimen ke-p, dimana disini
dianggap konstan dalam waktu dan ruang dengan Zgzl F,, =1, sementara
G, faktor Grass untuk menghitung interaksi antara aliran dan sedimen ke-p

dalam lapisan permukaan dasar.

Oleh karena itu, laju permukaan dasar dapat diekspresikan sebagai
(Martinez-Aranda, Murillo, & Garcia-Navarro, 2021):
1
Apx = —Glul*u

1-e (2.37)

1 2
dpy = 1—_€G|u| v,

dengan G = Zﬁzl F,p, Gp. Nilai G biasanya diperoleh dari data ekperimen
dan dihitung berdasarkan diameter bulir sedimen. Nilai koefisien G berkisar
antara 0 dan 1. Ketika nilai G menuju 0O, itu menunjukkan bahwa terjadi
interaksi yang lemah antara aliran dan sedimen. Sebaliknya, jika nilai G
menuju 1, maka interaksi antara aliran dan sedimen sifatnya kuat (Castro

Diaz, Fernandez-Nieto, & Ferreiro, 2008).

Tabel 1.1. Faktor interaksi Grass G, untuk formula laju transpor sedimen

(Martinez-Aranda, Murillo, & Garcia-Navarro, 2021)

formula Iy I, I3 0.

Meyer-Peter &

Muller (MPM) n3.\/g 8,48, Ska T
"V —~ —2-2 0,047
(Meyer-Peter & (s —Vh 6, e dp
Muller, 1948)
3.\3/4 0,0053.,/A8 sk
Wu (Wu, 2007) (mn)” Jg d ¢ 030

GV BT kel

15
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Faktor G, dihitung menggunakan model yang diusulkan oleh
Martinez-Aranda, Murillo, & Garcia-Navarro (2021). Oleh karena G, tidak

seragam dalam ruang dan dapat diekspresikan dalam sebuah fungsi dari

kedalaman h, perisai tegangan tak berdimensi 6,, ketebalan lapisan

transpor n,, sedimen kelas ke-p:

G, = T (W, (6,)T5(n,). (2.38)
Ekpresi dari fungsi I, I, dan I'; dapat dilihat pada Tabel 1.1.

Pada Tabel 1.1, d, merupakan diameter bulir untuk sedimen kelas
ke-p, s = p,/p,, adalah rasio antara p, kepadatan bulir sedimen dan p,,

kepadatan fluida (air). n, merupakan koefisien kekasaran manning yang

1
dihitung dengan n, = dg/21,1, k,; dan k. adalah konstanta perubahan
deposisi dan erosi. 6, adalah ambang batas perisai tegangan, dan A6,
merupakan selisih perisai tegangan untuk sedimen kelas ke-p, yang

dihitung dengan:

jika 6, > 6,

lainnya (2.39)

6,—86
7, = { v
Disini 8, dihitung dengan menggunakan keseimbangan antara kekuatan

tegangan turbulen oleh aliran pada bulir sedimen di atas permukaan dasar

dan kekuatan gravitasi:

nplul?

% = G- Da,n

(2.40)

Ketebalan lapisan transpor 7, untuk sedimen kelas ke-p diperkirakan

dengan:

= ng q (2.41)
14 Skd pp

24 METODE MACCORMACK

Metode MacCormack pertama kali diperkenalkan pada tahun 1969

untuk menyelesaikan masalah dinamika fluida. Metode ini merupakan

16
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pendekatan beda hingga dua langkah berupa prediktor dan korektor. Step
korektor menggunakan pendekatan beda maju, sedangkan step korektor
menggunakan pendekatan beda mundur (MacCormack, 1969). Sama
halnya dengan metode Lax-Wendroff, metode MacCormack merupakan
metode beda hingga eksplisit dengan akurasi orde kedua dalam ruang dan
waktu. Metode beda hingga eksplisit ini menjadi sangat populer dalam
menyelesaikan masalah aliran fluida. Selain itu, hasil yang diperoleh
dengan menggunakan metode ini sangat memuaskan untuk beberapa
aliran fluida (Hoffmann & Chiang, 2000; Said, Ribal, & Mahie, 2017).

Sebagai ilustrasi, metode MacCormack dapat digunakan untuk

menyelesaikan persamaan linear adveksi satu dimensi.

ou ou

= _g— 2.42

ac = Yox (2.42)
dengan a merupakan kecepatan konstan dan a > 0. Ekspansi deret Taylor

dalam waktu diperoleh:

u\® 92u\" At?
t+AL — gt 4 [ — — —. 2.43
e mr (at)i At <at2>l, 2 (2.43)
Metode MacCormack diperoleh dari:

ou

uftat = yf 4+ (E) At, (2.44)
avg

dengan (a—”) menggambarkan nilai rata-rata dari % antara waktu t dan
0t/ aug at
t + At. Pada Persamaan (2.43), turunan waktu pada waktu t, dan memuat

2\t
turunan kedua (ZT?)- untuk memperoleh akurasi orde kedua. Berbeda
2
dengan Persamaan (2.44), nilai (%) dihitung untuk memperoleh akurasi
avg
2\t
orde kedua tanpa memerlukan nilai dari turunan kedua waktu (2712‘),. Rata-
2

rata turunan waktu (%) diperoleh dari filosofi prediktor dan korektor
avg

sebagai berikut:
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e Step prediktor

Pada Persamaan (2.42), turunan terhadap ruang (x) diganti dengan

menggunakan beda maju, diperoleh:

ou\* uf,, —uf
I T Sl 2.45
(at)l’ * Ax ( )

Untuk memperoleh nilai prediksi #*2¢, dari dua bentuk awal deret Taylor

Persamaan (2.43) diperoleh:

t
arst = uf 4 (30). (2.46)
i

Substitusi Persamaan (2.45) ke Persamaan (2.46) sehingga diperoleh:

(2.47)

ﬁf-l—At —

e Step korektor

Untuk memperoleh nilai korektor, nilai dari step korektor disubstitusi ke sisi
sebelah kanan Persamaan (2.42) menggunakan pendekatan beda mundur

sehingga diperoleh:

—t+At _
<6u) uitAt — gttat
= —q—F
i

g 2.48
dat Ax ( )

Nilai rata-rata Persamaan (2.44) diperoleh dari rata-rata Persamaan (2.45)

dan Persamaan (2.48) sehingga diperoleh:

t ———t+At
(a_“) _1 (a_”) + (a_”) _ (2.49)
at)amy  2|\0t); " \at/,

Dengan mensubstitusi Persamaan (2.49) ke Persamaan (2.44), diperoleh:

t —t+At
uttAt =yt + -

! (6u) At+<au> At
at/; at/, '

: (2.50)

t
Dari Persamaan (2.46), dimana diperoleh nilai dari (Z—?).At, sehingga
l

Persamaan (2.50) menjadi:

18
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t+At

du
uf + uftat + (— At|.

1

t+At _ .t
U; =Y + = at)-
l

. (2.51)

Dengan menyubstitusi Persamaan (2.48) ke Persamaan (2.51), diperoleh:

At _prar @A ArHAL _ girar ] 259
—u+2[u+u Ax( ) (2.52)

Jadi, skema beda hingga metode MacCormack untuk Persamaan
(2.42) adalah sebagai berikut:

Step Prediktor

At =yt — g Uipg — Ui (2.53)
Ax
Step Korektor
ubHAE = it _I_; ul 4+ At — O‘A_Axt( t+AL _ t+At)] (2.54)

2.5 LINEAR DAMPING

Metode MacCormack dapat diaplikasikan pada masalah bendungan

runtuh 1 dimensi:

0 0
E(h) +a(hu) =0

2.55
a(h)+a h +gh2 =0 ( )
5r M)+ g\ e+ ) =0,

dengan syarat awal
1 0=sx<15 u(x,0)=0 0<x<+4

h(x,0) = {0,5 x_lain;ya dan

Diskritisasi Persamaan (2.51) ke dalam metode MacCormack
diperoleh:

Step prediktor:
i At
hi = hi* = (a4 — ai’)

N . (2.56)
q =qi - % (q” + %)m - (q” + %)l ]
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Step korektor:

1 At
hi ™t = 5 [hln +h = Ax (qi - Qi—1)]

(meter)

(2.57)
nt1 _ 1 n, o« At gh?\" gh?\"
% =5 ql’"'qi_A_x(q”"'T)i_(q”"'T)i_l ’
dengan q = hu.
t=0s t=0.2s
1 1 MacCormack| |
0.8 0.8 \
0.6 g 0.6
D
E
0.4 0.4
0.2 0.2
il 0
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4
X X
(meter) (meter)
(@) (b)

Gambar 2.3. (a) Kondisi awal h masalah bendungan runtuh, (b) solusi h

masalah bendungan runtuh untuk t = 0,2 s.

Pada Gambar (2.3b), solusi yang diperoleh terdapat dispersi numerik
yang ditandai dengan adanya osilasi pada solusi. Osilasi yang muncul ini
membuat solusi yang diperoleh menjadi kurang akurat. Cara sederhana
untuk mengurangi osilasi pada solusi adalah dengan menambahkan bentuk
damping orde dua (Hoffmann & Chiang, 2000). Bentuk damping ini berupa
ah,, dan Bq,, ditambahkan masing-masing pada persamaan kontinuitas
dan persamaan momentum. Bentuk ini didiskritisasi beda tengah, sehingga
diperoleh (Magdalena & Pebriansyah, 2022):

a
Ar? [Ay1 — 2h7 + hi4]

2 (2.58)
Ag? lais1 — 2a7* + qi1],

dengan a dan g adalah konstanta damping dan «, 8 > 0.

Dengan memperhatikan diskritisasi waktu, bentuk damping menjadi:
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alt
E [h{l+1 - thn + h?—1]
BAt
AxZ las1 — 2q7 + qi“4].

(2.59)

Nilai « dan £ bisa saja berubah tergantung dengan kondisi masalah yang
dimiliki.

0

t=02s
t=02s : : : ; :
T T j ) ) . 1k Solusi Analitik
| MacCormack + Damping | | -\ MacCormack + Damping
—
E 0.6
ko]
E
S
0.4
0.2
L L 0
0.5 1 15 2 25 3 35 4 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
X X
(meter) (meter)
(@) (b)

Gambar 2.4. (a) Solusi metode MacCormack untuk t = 0,2s. (b)

Perbandingan solusi analitik dengan solusi MacCormack untuk t = 0,2 s.

Bentuk diskritisasi step korektor metode MacCormack dengan tambahan
bentuk damping sebagai berikut:

1 At alAt
h{”’l = 5 [h:1 + h; — Ax (qi — qi_1)] + Ax2 (i1 — 2R + i 4]

. 1 « At h2\* n2\* At 2.60
q; = ;(q? +aq; — A—x[(qu + “"7) (qu + %)i_l]) g, -~ (200)

. 2
i Ax

2q" + CI?—1]-

Dari Gambar (2.4) dapat dilihat bahwa osilasi yang diperoleh pada simulasi

sebelumnya dapat diredam dengan adanya bentuk damping, sehingga
solusi yang diperoleh menjadi lebih akurat.

2.6 SYARAT BATAS

Syarat batas yang digunakan pada dinding solid pada domain

eksperimen adalah syarat batas free-slip (Navier slip boundary condition).
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Pada syarat batas free-slip, kecepatan normal pada dinding solid bernilai

nol, sedangkan kecepatan tangensialnya bernilai > 0.

DINDING SOLID

Gambar 2.5. Kondisi batas free-slip.

Tegangan geser ¢ pada dinding mempengaruhi kecepatan tangesial
(pada Gambar (2.5) kecepatan tangesial dituliskan dengan u(x, y)) dimana
(de Gennes, 2002):

o = ku, (2.61)

dengan k merupakan koefisien gesekan pada permukaan dinding.

Persamaan tegangan geser terhadap viskositas (1) adalah sebagai
berikut:

- [617 P 2,62
7= ox oyl (2.62)
Karena nilai v = 0 pada dinding, maka % = 0, sehingga

ku=0o=u [g—;] (2.63)

Dengan mengabaikan nilai viskositas air ( u) (viskositas air sama dengan

1073 Pascal second), maka

Ju

ku=@.

(2.64)

Dengan mengasumsikan nilai k = 0 (tidak ada gesekan pada permukaan
dinding), sehingga
a_u =0 (2.65)
dy
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