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ABSTRAK

Bilangan Trinion dan bilangan Quaternion adalah salah satu jenis dari
bilangan hypercomplex yang merupakan perluasan dari bilangan complex.
Bilangan hypercomplex sendiri merupakan bilangan yang terdiri dari satu
bilangan riil dan memiliki lebih dari satu bilangan imajiner. Dikarenakan bilangan
Trinion dan bilangan Quaternion adalah Gelanggang, maka dari kedua bilangan
tersebut dapat dibentuk suatu modul yang disebut sebagai bimodul Trinion dan
Quaternion. Bimodul ini merupakan modul yang terdiri dari modul kiri Trinion
dan modul kanan Quaternion. Selanjutnya, bilangan Trinion, bilangan Quaternion
dan Bimodulnya dikemas kedalam bentuk Matriks Segitiga Formal yang berordo
2 X 2.

Matriks segitiga formal atau yang lebih dikenal sebagai matriks segitiga
atas merupakan matriks yang semua elemen dibawah diagonal utamanya bernilai
nol. Matriks segitiga formal yang elemen didalamnya berupa bilangan Trinion,
bilangan Quaternion dan bimodulnya juga dapat disebut sebagai Gelanggang
Polinom Miring Matriks Segitiga Formal dikarenakan bilangan Trinion, bilangan
Quaternion dan Bimodulnya merupakan suatu gelanggang polinom miring dimana
aturan perkaliannya mengikut ke aturan perkalian masing-masing bilangan.
Selanjutnya, gelanggang polinom miring matriks segitiga formal tersebut akan di
modifikasi sedemikian rupa sehingga dapat memenuhi syarat dari Gelanggang
McCoy dan Gelanggang Armendariz yang merupakan perluasan dari Gelanggang
Polinom Miring. Penelitian ini akan menunjukkan pengkonstruksian Gelanggang
McCoy dan Gelanggang Armendariz menggunakan Gelanggang Matriks Segitiga
Formal yang elemen didalamnya berupa bilangan Trinion, bilangan Quaternion,
dan Bimodulnya.

Kata Kunci : Trinion, Quaternion, Bimodul, Matriks Segitiga Formal,
Gelanggang, Gelanggang Polinom Miring, Gelanggang
McCoy, Gelanggang Armendariz.
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ABSTRACT

Trinion number and Quaternion number are one of the hypercomplex
numbers which is an extensions of the complex number. Hypercomplex number is
a number that consists of one real number and have more than one imaginary
numbers. Because Trinion number and Quaternion number are a rings, then from
both of that numbers can be formed a module called bimodule of Trinion and
Quaternion. Bimodule of Trinion and Quaternion consists a left module Trinion
and right module Quaternion. Furthermore, Trinion number, Quaternion number

and their bimodule can be formed into a 2 x 2 Formal Triangular Matrix.

Formal Triangular Matrix or better known as Upper Triangular Matrix is
a Matrix that all entries below the main diagonal are zero. Formal Triangular
Matrix that have Trinion number, Quaternion number and their bimodule as their
entries is also called Formal Triangular Matrix Skew Polynomial Ring because all
of that numbers are a Skew Polynomial Rings where their multiplication rule is
follows the multiplication rule for each number. Furthermore, the formal
triangular matrix ring will be modified so that it can meet the requirements of
McCoy Ring and Armendariz Ring which are a generalized of Skew Polynomial
Ring. The aims of this research is to show the constuction of McCoy Ring and
Armendariz Ring Using Formal Triangular Matrix Ring that have Trinion

number, Quaternion number and their bimodule as their entries.

Keywords : Trinion, Quaternion, Bimodule, Formal Triangular Matrix,

Ring, Skew Polynomial Ring, McCoy Ring, Armendariz Ring.
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BAB |
PENDAHULUAN

Pada bab ini akan dibahas mengenai latar belakang, rumusan masalah,

tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian dan sistematika penulisan.

1.1 Latar Belakang

Secara umum matriks dikenal sebagai sekumpulan bilangan yang disusun
sedemikian rupa berdasarkan baris dan kolom sehingga membentuk bangun
persegi. Bilangan-bilangan yang disusun dalam baris dan kolom ini dinamakan
elemen matriks. Dalam aljabar linear terdapat berbagai macam bentuk dan jenis
matriks, diantaranya ialah matriks segitiga.

Matriks segitiga merupakan salah satu bentuk matriks persegi yang
berordo n x n. Matriks segitiga dikelompokkan menjadi dua jenis yaitu matriks
segitiga atas dan matriks segitiga bawah. Dalam beberapa penelitian, matriks
segitiga atas juga dikenal sebagai matriks segitiga formal. Adapun bentuk dari

matriks segitiga formal yang berordo 2 x 2 ialah sebagai berikut.

T(R,M,S) = {(g T)|r ERMEM,s € s}

Sama halnya dengan matriks pada umumnya, elemen-elemen pada
matriks segitiga formal juga dapat berupa bilangan bulat, bilangan asli, bilangan
real, bilangan rasional, maupun bilangan kompleks. Namun, pada tesis ini akan
berfokus pada bilangan hypercomplex yang merupakan perluasan dari bilangan
kompleks.

Jika bilangan kompleks merupakan pasangan terurut dari satu bagian real
dan satu bagian imajiner, maka lain halnya dengan bilangan hypercomplex.
Bilangan hypercomplex merupakan bilangan yang memiliki lebih dari satu bagian
imajiner. Diantaranya, terdapat bilangan Quaternion (H) yang diperkenalkan oleh
Sir William Rowan Hamilton. Bilangan Quaternion merupakan pasangan terurut
dari satu bagian real dan tiga bagian imajiner. Selain Quaternion, terdapat pula
bilangan hypercomplex lainnya yaitu, Trinion (T) yang terdiri dari satu bagian
real dan dua bagian imajiner.

Seperti bilangan pada umumnya, bilangan Quaternion dan Trinion juga

memiliki modul. Modul merupakan salah satu bentuk struktur aljabar yang



merupakan perumuman dari suatu ruang vektor. Modul sendiri terbagi menjadi
dua bagian yaitu modul kiri dan modul kanan. Dalam pembentukan modul
melibatkan suatu gelanggang dengan elemen satuan. Apabila suatu modul M
memiliki modul kiri R yang berbeda dengan modul kanan S, maka modul M
disebut sebagai (R, S)-bimodul.

Dalam hal ini, apabila bilangan hypercomplex Trinion mempunyai modul
kiri R dan Quaternion memiliki modul kanan S, maka dapat terbentuk suatu
(R, S)-bimodul. Selanjutnya, bilangan hypercomplex Trnion dan Quaternion
beserta bimodul dari kedua bilangan hypercomplex tersebut akan dikemas
kedalam bentuk matriks segitiga formal. Karena Trinion dan Quaternion
merupakan suatu gelanggang begitu pula dengan (R,S)-bimodulnya, maka
matriks segitiga formal tersebut juga disebut sebagai gelanggang matriks segitiga
formal.

Lebih lanjut, peneliti ingin mengkaji mengenai gelanggang matriks
segitiga formal dan kaitannya dengan gelanggang McCoy miring dan gelanggang
Armendariz miring yang merupakan perkhususan dari gelanggang polinom
miring. Hasil-hasil penelitian akan ditata dan dirangkum dalam bentuk satu tulisan
yang diberi judul :

“Konstruksi Gelanggang McCoy dan Armendariz menggunakan Gelanggang

Matriks Segitiga Formal”

1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan uraian latar belakang di atas maka rumusan masalah dalam

tesis ini adalah sebagai berikut :

1.  Bagaimana mengkonstruksi suatu (R,S)-bimodul dengan R adalah
Gelanggang Trinion dan S adalah Gelanggang Quaternion untuk
membangun Gelanggang Matriks Segitiga Formal ?

2.  Bagaimana mengkonstruksi :

(i). Gelanggang o -skew McCoy ?
(if). Gelanggang o-skew m-McCoy ?
(iii). Gelanggang o-skew Armendariz ?

(iv). Gelanggang o-skew -Armendariz ?



1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas maka tujuan penelitian dalam tesis
ini adalah sebagai berikut :
1.  Untuk memperoleh solusi dalam pengembangan Gelanggang
Matriks Segitiga Formal dari hasil pengkonstruksian (R,S)-bimodul
dengan R adalah Gelanggang Trinion dan S adalah Gelanggang
Quaternion.
2. Untuk memperoleh solusi dari hasil pengkonstruksian :
(i). Gelanggang o-skew McCoy.
(if). Gelanggang o-skew t-McCoy.
(iii). Gelanggang o-skew Armendariz.

(iv). Gelanggang o-skew r-Armendariz.

1. 4. Batasan Masalah
Pada penulisan tesis ini hanya akan dibatasi pada matriks segitiga formal

yang berordo 2 x 2 dan o derivatif yang digunakan bernilai 0.

1.5. Manfaat Penelitian

Penulisan ini diharapkan bermanfaat sebagai bahan kajian di dalam
mempelajari mengenai Kkarakteristik bimodul pada Gelanggang Hypercomplex
Trinion dan Quaternion, Gelanggang o-skew McCoy, Gelanggang o-skew -

McCoy, Gelanggang o-skew Armendariz dan Gelanggang o-skew m-Armendariz.

1.6. Sistematika Penulisan

Agar penulisan tesis mudah dipahami maka digunakan sistematika
penulisan yang terdiri dari lima bab. Masing-masing bab dibagi kedalam subbab
dengan rumusan sebagai berikut :
BAB | PENDAHULUAN

Meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, batasan
masalah, manfaat penelitian dan sistematika penulisan.
BAB Il TINJAUAN PUSTAKA

Meliputi Matriks Segitiga, Gelanggang, Trinion, Quaternion, Modul dan
Bimodul, Gelanggang McCoy, dan Gelanggang Armendariz.



BAB |1l METODE PENELITIAN

Meliputi tahapan dalam pengkonstruksian Gelanggang o-skew McCoy,
Gelanggang o-skew m-McCoy, Gelanggang o-skew Armendariz, dan Gelanggang
o-skew -Armendariz.
BAB IV HASIL DAN PEMBAHASAN

Meliputi hasil penelitian yang diperoleh menggunakan teori dari tinjauan
pustaka dan berisi alasan ulasan jawaban dari rumusan masalah.
BAB V PENUTUP

Meliputi kesimpulan dan saran yang berhubungan dengan topik

pembahasan.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Dalam bab ini akan dibahas mengenai Matriks Segitiga Formal,
Gelanggang, Trinion, Quaternion, Modul dan Bimodul, Gelanggang McCoy dan
Gelanggang Armendariz.

2.1. Matriks Segitiga Formal

Matriks segitiga merupakan salah satu bentuk dari matriks persegi.
Matriks persegi dengan semua elemen diatas diagonal utama bernilai nol disebut
matriks segitiga bawah. Sedangkan, matriks persegi dengan semua elemen

dibawah diagonal utama bernilai nol disebut matriks segitiga atas.

Definisi 2.1. Matriks segitiga formal juga dikenal sebagai matriks segitiga
atas dimana semua elemen dibawah diagonal utamanya bernilai nol. Adapun

bentuk umum dari matriks segitiga atas adalah sebagai berikut :

all a12 en alm
0 ay, ... am
0 0 . Qnunm

2.2. Gelanggang

Sistem bilangan yang telah dikenal seperti bilangan bulat, bilangan
rasional, bilangan kompleks maupun bilangan hypercomplex mempunyai dua
operasi yaitu penjumlahan dan perkalian. Sistem aljabar dengan dua operasi

tersebut termasuk dalam sistem aljabar yang dinamakan Gelanggang.

Definisi 2.2. Gelanggang (R, +,") adalah himpunan tak kosong R dengan dua
operasi biner penjumlahan (+) dan perkalian (-) yang memenuhi aksioma-
aksioma berikut.

1. (R,+) membentuk grup komutatif, a + b =b + a

2. (R,") berlaku sifat asosiatif, (a-b)-c =a-(b-c)

3. (R,+,) bersifat distributif, a- (b +c¢) = (a*b) + (a-¢)
untuk setiap a, b, ¢ € R.



Contoh  2.2. Misal diberikan  himpunan  bilangan  bulat Z =
{..,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} dengan operasi biner penjumlahan dan perkalian
biasa. Himpunan bilangan bulat Z disebut gelanggang karena memenuhi 3

aksioma pada Definisi 2.2.

2.2.1. Endomorfisma Gelanggang
Endomorfisma merupakan homomorfisma yang pemetaannya dari suatu

gelanggang ke gelanggang itu sendiri.

Definisi 2.2.1.a. Pemetaan ¢ dari suatu gelanggang (R, +,") ke dirinya sendiri
yang memenuhi dua aksioma berikut disebut sebagai endomorfisma gelanggang.
Untuk setiap a, b € R, maka berlaku :
1. o(a+b) =0c(a) + o(b)
2. a(a-b)=0(a) a(b)
Contoh 2.2.1.a. Himpunan bilangan kompleks C = {cy+ cyi|cy,c; € R}
dengan operasi penjumlahan dan perkalian biasa merupakan suatu gelanggang dan
mempunyai endomorfisma o(c) = ¢, — c,i. Jika a, b € C, maka
1. Ruas Kiri
o(a+ b) =o[(ag + a;i) + (by + biQ)]
= a[(ao + by) + (a; + byi]
= (ag + by) — (as + by)i
Ruas kanan
o(a) + a(b) = o(ay + a,i) + a(by + byi)
= (ap — ayi) + (by — byi)
= (ag + by) — (a; + by)i
Dapat dilihat bahwa ruas kiri dan kanan bernilai sama, maka syarat
pertama Terpenuhi.
2. Ruas kiri
a(ab) = a[(ag + a,i)(by + byi)]
a[(agbo) + (agh,i) + (a1 boi) — (a;by)]
a[(agby — a;by) + (aghy + a;1by)i]
= (aghy — a;by) — (aphy + a;by)i



Ruas kanan
o(a)a(b) = o(ay + a;i)a(by + byi)
= (ap — ay0)(by — byd)
= (aghy — agb,i — abyi — a;by)
= (aghy — a;by) — (aghy + a1by)i
Dapat dilihat juga bahwa ruas kiri dan kanan bernilai sama, maka syarat
kedua juga terpenuhi. Sehingga dapat disimpulkan bahwa

o(c) = ¢y — ¢,i merupakan endomorfisma gelanggang pada bilangan kompleks.

Definisi 2.2.1.b. Derivatif gelanggang atau yang biasa disimbolkan sebagai §
diperlukan dalam pembentukan gelanggang polinom miring dan bergantung pada
endomorfisma gelanggang sehingga disebut o-derivatif. Jika a,b € R, maka
§(a-b)=0(a)-650b) +6(a):b.
2.2.2. Gelanggang Polinom Miring

Dalam pembentukan suatu gelanggang polinom miring diperlukan
beberapa hal yaitu suatu gelanggang (disebut gelanggang tumpuan dari
gelanggang polinom miring), endomorfisma gelanggang (endomorfisma biasanya

disimbolkan dengan a(sigma) dan §(delta) yang merupakan o-derivatif.

Definisi 2.2.2. Gelanggang polinom miring R[x; o,8] merupakan gelanggang
yang terbentuk dari gelanggang polinomial dengan variabel tak diketahui x dan
mempunyai bentuk

Rlx;0,8] ={rg + rix + rpx? + -+ 11 x" 1 + 1, x™ | r; € R}

dan operasi perkaliannya xa = a(a)x + &(a).

Aturan perkaliannya inilah yang membuat gelanggang R[x; o, 8] bersifat

tidak komutatif meskipun gelanggang tumpuan R adalah gelanggang komutatif.

Contoh 2.2.2. Misalkan R[x;0,8] = Z + Zv=5. Endomorfisma o(a + bv=5) =
a — bv—5. Pemetaan & didefinisikan sebagai 6(a + b\/—_S) = b. Gelanggang ini
tidak bersifat komutatif. Misal f(x) =(4—-2V=5)x dan g(x)=(3 +
5\/—_5)x.



9@ =[(4-29=5)x][(3 + 5v=5)x]
= (4 — 2V=5)[x(3 + 5vV=5)x
= (4—2vV=5)[0(3 + 5V=5)x + 6(3 + 5vV=5)]x
= (4-2v-5)[(3-5V-5)x +5]x
= (4 - 2v-5)[(3 - 5V-5)x* + 5x]
= [(4 - 2v=5)(3 - 5v=5)x?] + [(4 — 2v=5)5x]
= (-38 — 26v=5)x? + (20 — 10V=5)x

g f(x) =[(3+5V=5)x][(4 — 2v=5)x]
= (3 +5V=5)[x(4 — 2V=5)]x
= (3+5V-5)[0(4 — 2V-5)x + (4 — 2v-5)]x
= (3+5V=5)[(4+ 2V=5)x* — 2x]
= [(3 + 5V—5)(4 + 2V-5)x?] — [(3 + 5v—5)2x]
= (—38+26vV—5)x? — (6 + 10V=5)x

2.3. Trinion

Bilangan Trinion yang disimbolkan oleh T merupakan perluasan umum

dari aljabar kompleks.

Definisi 2.3. Bilangan trinion t didefinisikan sebagai kombinasi linear dari suatu
bagian real dan dua bagian imajiner yaitu t = t, + t;i + t,j dimana t,, t;,t, €
R dan memenuhi ij = ji = —1,i® = j,j* = —1.
2.3.1. Operasi Pada Trinion
Misalkan p dan g merupakan bilangan trinion dengan p = py + p,i +

p2j dan q = qo + q1i + q,j. Operasi penjumlahan dan perkalian pada Trinion
didefiniskan sebagai berikut :
p+aq = (po+pii+p2h)+(qo +qui + qzj)

= (Do *+ qo) + (p1 + q i+ (p2 + q2)J
dan,
pq = (po + 1l + p2j)(qo + q1i + 42j)

= (Poqo + Poqri + Poq2)) + (P1qoi + P1q1(D? + p1q2ij)
+ (290J + P24t + P292(N?)



Diketahui bahwa ij = ji = —1,i% = j, j2 = —1, sehingga
= (Poqo + Poq1l + Poq2)) + (P10l + P1gJ + (—1)p1q2)
+ (02q0] + (—=Dp2q1 + p2q2(—1))
= (Po9o — P19z — P291) + (Poq1 + P190 — P292)i + (Poq2 + P1q1 + P290)]
2.3.2. Gelanggang Trinion
Untuk menunjukkan bahwa Trinion merupakan gelanggang berdasarkan
Definisi 2.2., maka dimisalkan a,b,c € T dengan a = a, + a,i + a,j,
b = by + byi + byj, ¢ =co+ cqii+ cyj.
(). Akan ditunjukkan (T, +) adalah grup komutatif.
a+b = (ag+ ayi+azj)+ (bg+ byi + byj)
= (ao + bo) + (ay + by)i + (a; + by)j
= (by + ag) + (by + a)i+ (b, + ay)j
= (by + bii + byj) + (ag + a,i + ayj)
=b+a.
(if). Akan ditunjukkan (T,) bersifat asosiatif (ab)c = a(bc).
(ab)c = [(ag + aqi + ayj)(by + byi + byj)] (co + c1i + c3))
= [(ag(by + byi + byj) + asi(by + byi + byj)
+ azj(bo + byl + byj))] (co + c1i + c2j)
= [(aphy + agbyi + agbyj) + (a,boi + aybyj — aib,)
+ (ayboj — aby — aybyi)] (co + c1i + c3))
= [(aphy + agbyi + agbyj) + (a;boi + a1byj — aib,)
+ (ayboj — aby — aybyi)] ¢y +
[(aghy + agbyi + agb,j) + (a;byi + aybyj — asb,)
+ (azboj — azby — azbyi)] ¢4 +
[(agby + agbyi + agb,j) + (a;byi + aybyj — aby)
+ (azboj — azby — azbyi)] coj
= [(ag + a,i + azj) bocy + (ag + ayi + azj)b;cyi
+ (ag + a{i + ayj)bycoj] +
[(ag + a1i + ayj)bycii + (ag + aqi + ayj) byicyi
+ (ag + a{i + aj)byjcqi] +
[(ag + a1i + azj)bycyj + (ag + aqi + ayj) byic,j
+ (ag + a1l + ayj)byjcayj]



= [(ap + a1l + ayj) bocy + (ag + a1i + ayj)bicyi
+ (ag + a1l + ayj)bycoj] +
[(ag + a1i + ayj)bycii + (ag + aqi + ayj) bicqj
— (ag + a{i + aj)byci] +
[(ag + aqi+ azj)boc,j — (ag + ayi + ayj) byic,
— (ap + a1i + ayj)bycyi]
= (ag + a1i + a,J)[(boco + bicol + bycgj) + (bocqi
+bic1j — bycq) + (boczj — bica — bycai)]
= (ao + a1l + a2j)[(boco — bacy — b1cz) + (bico
+bgcy — bycy)i + (bycy + bicy + bocy)j
= (ag + aqi + aj)[(bg + bii + byj)(co + c1i + cof)]
= a(bc).
(iii). Akan ditunjukkan (T, 4+,") memenuhi hukum distributif.
a.  Distributif kanan a(b + ¢) = (ab) + (ac).
a(b +c¢) = (ag + a,i + ayj) [(by + byi + byj)
+ (co + c1i + ¢3j)]
= (ap + a1i + azj)[(bo + ¢o) + (by + c1)i
+ (b, + c)jf]
= (aol(bo + co) + (by + )i+ (b + c2)j])
+ (a1i[(bg + co) + (b + c)i + (by + c)j])
+ (azjl(bo + co) + (by + c1)i + (bz + c2)j])
= [(agho) + (aoco) + (agh1)i + (agcy)i
+ (aob2)j + (agc2)jl + [(a1bo)i + (aico)i
+ (a1b1)j + (as¢1)j — (a1b2) — (as¢2)]
+ [(azbo)j + (azco)j — (azby) — (azcq)
— (azb2)i — (azc,)i]
= [((aobo) — (a1b2) — (azb1)) + ((aohy)
+ (a1bo) — (azbz))i + ((aobz) + (a1hy)
+ (azb0))j] + [((aoco) — (aic2) — (azc1))
+ ((agcq) + (a1¢o) — (az¢2))i + ((aocz)
+ (as¢1) + (az¢0))j]
= (ab) + (ac).
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b.  Distributif kiri (a + b)c = (ac) + (bc).
(a+b)c = [(ag + aii+ azj) + (bg + byi + byj)]

(co + cqi + c3))

= [(ap + by) + (a; + by)i + (a; + by)j]
(co + cqi + c3))

= ([(ao + bo) + (ay + byi + (az + by)jlco)
+ ([(ag + bo) + (ay + by)i + (az + by)jled)
+ ([(ag + bo) + (a; + by)i + (ay + by)jlcoj)

= [(aoco) + (boco) + (asco)i+ (byco)i
+ (ayco)j + (byco)j] + [(ager)i + (bycq)i
+ (ayc1)j + (b1c1)j — (azey) — (bzc1)]
+ [(agc2)j + (bocz)j — (ascz) — (bycz)
— (az¢2)i — (bacy)i]

= ([(aoco) — (as¢2) — (azc1)] + [(agcy)
+ (a1¢0) — (azc2)]i + [(aocz) + (ascy)
+ (azco)lj) + ([(boco) — (b1cz) — (b2cy)]
+ [(boc1) + (bico) — (bacz)]i+[(bocy)
+ (bicy) + (bacod]))

= (ac) + (bo).

Karena ketiga syarat diatas terpenuhi, maka dapat disimpulkan bahwa

Trinion merupakan suatu gelanggang.

2.4, Quaternion

Himpunan bilangan quaternion yang disimbolkan oleh H merupakan
bilangan hypercomplex pertama yang ditemukan setelah bilangan kompleks.
Simbol quaternion H diambil dari nama matematikawan yang menemukannya,

yaitu Sir Hamilton.

Definisi 2.4. Himpunan bilangan quaternion didefinisikan sebagai kumpulan
semua kombinasi linear dari satu bagian real dan tiga bagian imajiner yaitu H =
{qo + @18+ 42 + a3k | o, 41, 42,93 € R} yang memenuhi ij = k, jk = i, ki =
j it =j*=k*=-1,
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2.4.1. Operasi Pada Quaternion
Misalkan p dan g merupakan bilangan quaternion dengan
P = Do + p1i+ paj +p3k dan q = g + q1i + q,j + q3k. Operasi penjumlahan
dan perkalian pada Quaternion didefiniskan sebagai berikut :
p+q = (po+pii+paj+p3k) + (qo + g1l + g2 + q3k)
= (Po+q0) + (1 +qi+ (p2 + q2)j + (ps + q3)k
dan,
Pq = (Po + p1i + p2j + p3k)(qo + g1l + q2f + q3k)
=po (qo + g1l + q2j + qzk) + p1i (qo + q1i + g2 + g3k)
+p2J (qo + g1 + G2 + q3k) + p3k (qo + q1i + q2j + q3k).
Diketahui bahwa ij = k, jk = i, ki = j, i* = j> = k* = —1, sehingga
= (Poqo *+ P01l + Doq2J + Poqzk) + (P1qol — 191 + P1G2k — P1953))
+ (P2q0] — P2q1k — P29z + P2q30) + (P3qok + P3q1J — P3q21 — P3q3)
= (Podo — P1G1 — P24z — P393) + (Poq1 + P1do + P23 — P3q2)i
+ (Poq2 — P1G3 + D290 + P3q1)j + (Poqs + P1G2 — P2q1 + P3q0)k-

2.4.2. Gelanggang Quaternion
Untuk menunjukkan bahwa Quaternion merupakan gelanggang
berdasarkan Definisi 2.2., maka dimisalkan a,b,c € H dengan a = ay + a,i +

a2j+a3k, b=b0+b1i+b2j+b3k, C=C0+C1i+C2j+C3k.

(i). Akan ditunjukkan (H, +) adalah grup komutatif.
a+b =(ag+ai+ayj+ aszk)+ (by + byi + byj + bsk)
= (ag + by) + (ay + by)i+ (a, + by)j + (az + b3)k
= (by + ag) + (by + a)i+ (b, + ay)j + (b3 + az)k
= (by + bii + byj + b3k) + (ay + a,i + ayj + azk)
=b+a.
(ii). Akan ditunjukkan (H,-) bersifat asosiatif (ab)c = a(bc).
(ab)c = [(ag + aqi + ayj + azk)(by + byi + byj + bsk)]
(co + c1i+ czj + c3k)
= [ag(by + byi + byj + bsk) + a,i(by + bii + b,j + bsk)
+a,j(by + byi + byj + bsk) + azk(by + byi + byj + bsk)]
(co + cqli + ¢ + c3k)
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= [(aghy + agbyi + agb,j + agbsk)

+ (a1bol — a1by + a1b,k — a,bs3j)

+ (aybgj — ayb k — ay b, + aybsi)

+ (azbok + azbj — azb,i — azbs)] (co + c1i + c5j + c3k)
= [(agby + agbyi + agb,j + agbsk)

+ (a1boi — a1by + a1bk — a,bsj)

+ (ayboj — ayb k — ayb, + a,bsi)

+ (azbok + azbj — azb,i — azbs)] ¢y +

[(aghy + agbyi + agb,j + agbsk)

+ (a1bgi — a1by + ayb,k — a,bsj)

+ (aybgj — ayb k — a; b, + aybsi)

+ (azbok + azbj — azb,i — azbs)] c1i +

[(agby + agbyi + agb,j + agbsk)

+ (a1boi — a1by + a1b,k — a,bs3j)

+ (aybgj — ay,b1k — ayby; + aybsi)

+ (azbok + azbj — az;b,i — azb3)] caj +

[(agby + agbyi + agb,j + agbsk)

+ (a1boi — a1by + a1bk — a,bsj)

+ (ayboj — ay b1k — ayb, + a,bsi)

+ (azbok + azb,j — azb,i — azbz)] c3k
= [(ag + a1i + azj + ask) bycy + (ay + a1i + ayj + azk)b,cyi

+ (ag + a,i + ayj + ask) bycoj

+ (ap + a4l + ayj + azk) bscok] +

[(ag + a i + ayj + azk) bycyi

+ (ay + aqi + ayj + ask)bicqi

+ (ap + aqi + ayj + azk) byjc,i

+ (ag + a1l + ayj + azk) bskcqi] +

[(ag + a i + ayj + azk) bycyj

+ (ap + aqi + ayj + ask)b,ic,j

+ (ay + aqi + ayj + ask) byjc,j

+ (ag + a1l + ayj + azk) bskcyj] +

[(ag + a i + ayj + ask) bycsk
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+ (ap + aqi + ayj + ask)byicsk
+ (ag + aqi + ayj + ask) byjcsk
+ (ag + a1l + ayj + azk) bskcsk]

= [(ag + a1i + azj + ask) bocy + (ag + a,i + ayj + azk)b;cyi
+ (ag + aqi + ayj + ask) bycoj
+ (ag + a1l + ayj + azk) bycok] +
[(ag + a,i + ayj + ask) bycqi
— (ap + aqi+ ayj + ask)b,c,
— (ag + aqi + ayj + ask) byc k
+ (ag + a1l + ayj + azk) bycqj] +
[(ag + a i + ayj + ask) bycyj
+ (ag + ai + ayj + ask)b,c,k
— (ap + aqi + ayj + ask) byc,
— (ag + a4l + ayj + azk) bzcyi] +
[(ag + a i + ayj + ask) bycsk
— (ag + aqi + ayj + azk)b,csj
+ (ag + a,i + ayj + ask) bycsi
—(ap + a4l + ayj + azk) bscs]

= (ag + a;i + ayj + azk)[bycy + bicol + bycoj + bscok]
+ (ag + aqi + ayj + ask)[byc,i — bic; — by k + bscqj]
+ (ap + aqi + ayj + ask)[byc,j + bycy k — by, — bscyi]
+ (ag + aqi + ayj + ask)[bycsk — bycsj + bycsi — bscs]

= (ag + a;i + ayj + azk)[(bycy — bycy — bycy — bscs)
+ (byco + bycy — b3cy + byc3)i+ (bycy + bscqy + bycy
— by¢3)j + (b3co — bycq + bicy + boc3)k]

= (ag + a1i + ayj + azk)[(by + byi + byj + b3k)
(co + c1i + c3j + c3k)]

= a(bc).

(iii). Akan ditunjukkan (H, +,-) memenuhi hukum distributif.
a.  Distributif kanan a(b + ¢) = (ab) + (ac).
a(b+c) = (ag + a;i + ayj + azk)[(by + bii + byj + bsk)
+ (co + c1i + cpf + c3k)]
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= (ag + aqi + ayj + ask)[(by + o) + (by + c1)i
+ (b + ¢3)j + (b3 + c3)k]

= (ag + aqi + ayj + ask)(by + )
+ (ag + aqi + ayj + ask)(by + c1)i
+ (ag + aqi + ayj + azk) (b, + c3)j
+ (ag + aqi + ayj + ask)(b; + c3)k

= [(ag + a1i + a,j + azk)b,
+ (ag + aqi + ayj + ask)b,i
+ (ag + aqi + ayj + ask)b,j
+ (ag + aqi + ayj + ask)bsk] +
[(ag + a i + ayj + ask)c,
+ (ag + aqi + ayj + ask)cyi
+ (ag + aqi + ayj + ask)c,j
+ (ag + aqi + ayj + ask)c;k]

= [(ap + a4i + ayj + azk)(by + byi + byj
+ bsk)] + [(ay + aqi + ayj + azk)
(co + c1i + c3j + c3k)]

= (ab) + (ac).

b.  Distributif kiri (a + b)c = (ac) + (bc).
(a+ b)c = [(ag + aqi + ayj + ask) + (by + bii + byj

+ b3k)] (co + cqi + cpf + c3k)

= [(ag + bo) + (a; + by)i + (a; + by)j
+ (az + b3)k] (co + cqi + cof + c3k)

= (ag + by)(co + c1i + cyj + c3k)
+ (ay + by)i(co + cqi + cyj + c3k)
+ (ay + by)j (co + c1i + c3f + c3k)
+ (as + b3)k (co + c1i + c3j + c3k)

= (ag + aqi + ayj + azk)(cy + c1i + c,j + c3k)
+ (b + byi + byj + bzk)(co + cqi + c2j + c3k)

= (ac) + (bc).

Karena ketiga syarat diatas terpenuhi, maka dapat disimpulkan bahwa

Quaternion merupakan suatu gelanggang.

15



2.5. Modul dan Bimodul
Dalam pembentukan modul perlu melibatkan suatu ring atau gelanggang
dengan elemen satuan. Berikut akan dijelaskan mengenai perbedaan antara modul
dan bimodul.
2.5.1.  Modul
Modul adalah salah satu bentuk struktur aljabar yang melibatkan suatu
gelanggang dengan elemen satuan. Modul terbagi menjadi dua bagian yaitu modul
kiri dan modul kanan.
Definisi 2.5.1.a. Misalkan R adalah gelanggang dan 1 merupakan identitas
perkaliannya. M disebut modul kiri atas R jika memenubhi :
(1). (M, +) merupakan grup komutatif.
(i1). Untuk setiap a,b € R dan x,y € M dengan operasi perkalian
+ :RX M — M, maka berlaku :
1. a-(x+y)=a-x+a-y
2. (a+b)'x=a-x+b-x
3. (ab)x=a-(b-x)

Definisi 2.5.1.b. Misalkan S adalah gelanggang dan 1 merupakan identitas
perkaliannya. M disebut modul kanan atas S jika memenuhi :
(i). (M, +) merupakan grup komutatif.
(i1). Untuk setiap a,b € S dan x,y € M dengan operasi perkalian
+ M X R - M, maka berlaku :
1. x+y)ra=x-a+y-a
2. x-(a+b)=x-a+x-b
3. x-(ab)=(x-a)'b

2.5.2.  Bimodul

Dalam aljabar abstrak, bimodul adalah suatu grup komutatif yang
memiliki modul kiri R dan modul kanan S, sedemikian sehingga perkalian dari
kanan dan kiri memiliki sifat kompatibilitas yaitu untuk setiap r € R,m € M, dan
s € S memenuhi sifat r(ms) = (rm)s. Suatu (R, R)-bimodul juga diketahui

sebagai R-bimodul.
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Definisi 2.5.2. Jika R dan S adalah dua gelanggang, maka (R, S)-bimodul
adalah suatu grup komutatif (M, +) sedemikian sehingga :
1. M adalah modul kiri R dan modul kanan S.

2. Untuk setiapr € R, s € S dan m € M maka (rm)s = r(ms).

2.6. Gelanggang McCoy

Secara umum, Gelanggang polinom R atau biasa disimbolkan sebagai
R[x] disebut gelanggang McCoy, jika terdapat dua polinomial f(x) = X%, fix
dan g(x) = j-”zogjxf € R[x]\{0} sedemikian sehingga f(x) g(x) =0, maka
terdapat » € R\{0} yang memenuhi f(x)r = 0. Dengan aturan perkalian yang

berlaku adalah aturan perkalian secara umum.

2.6.1. Gelanggang McCoy Miring
Gelanggang McCoy miring adalah salah satu bentuk dari gelanggang
polinom miring sehingga aturan perkaliannya juga mengikuti aturan perkalian dari

gelanggang polinom miring yaitu xa = a(a)x + &(a).

Definisi 2.6.1.a. Misalkan R[x; o] adalah suatu gelanggang polinom miring
dengan o adalah endomorfisma gelanggang. Gelanggang R disebut sebagai
o - skew McCoy jika terdapat dua polinomial f(x)=Y",fix' dan
g(x) = X0 9;x € R[x;0]\{0} sedemikian sehingga f(x)g(x) =0, maka
terdapat ¢ € R\{0} yang memenuhi f(x)c = 0.

Contoh 2.6.1.a. Misalkan Z, adalah gelanggang bilangan bulat positif modulo 4

dengan bentuk sebagai berikut :

R={(g Z)Ia,beZ4}

Misalkan ¢ : R — R adalah suatu endomorfisma yang didefinisikan
a b\ _(a —b
U(O a) a (O a )
Misalkan, pilih

f(x)=((2) %)+(8 g)x dang(x)=(g %)x+(8 (Z))XZ

sebagai :
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+

2 1
0 2

dengan R =17,

2
0

)x

)+

merupakan
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Selanjutnya akan dicari semua elemen nilpoten dari Z,. Elemen a € Z,
disebut elemen nilpoten jika terdapat bilangan bulat positif n sedemikian sehingga
a*=ara-a-..-a=0.

Dalam gelanggang bilangan bulat positif modulo 4 (Z,) hanya terdapat

dua elemen nilpoten yang memenuhi syarat yaitu 0 dan 2. Sehingga,

f(x)g(x) € N(R[x; a])
f(x)g(x) €0

berdasarkan Contoh 2.6.1.a. maka dapat disimpulkan bahwa Gelanggang
bilangan bulat positif modulo 4 (Z,) merupakan Gelanggang o - skew m —
McCoy.

2.7. Gelanggang Armendariz

Secara umum, Gelanggang R[x] disebut gelanggang armendariz jika
terdapat dua polinomial f(x) = X%, fix' dan g(x) = X7, g;x7 € R[x]\{0}
sedemikian sehingga f(x)g(x) = 0 maka a;b; = 0 untuk setiap i,j € R. Dengan

aturan perkalian yang berlaku adalah aturan perkalian secara umum.

2.7.1. Gelanggang Armendariz Miring
Gelanggang Armendariz Miring merupakan salah satu bentuk dari
gelanggang polinom miring sehingga aturan perkaliannya juga mengikuti aturan

perkalian gelanggang polinom miring yaitu xa = a(a)x + §(a).

Definisi 2.7.1.a. Suatu gelanggang polinom miring R[x; o] disebut sebagai
gelanggang o - skew Armendariz jika dua polinomial f(x) = Y%, fix! dan
gx) =2, gjxf € R[x; o]\{0} sedemikian sehingga f(x)g(x) =0, maka
figj = 0untuk setiap0 <i<ndan0 <j<m.

a b

Contoh 2.7.1.a. Misalkan, R = {(0 a) |a,b € 26} dengan o : R —» R adalah

suatu endomorfisma yang didefinisikan sebagai:
G D=6 )
Misalkan, pilih
fx) = (3 0) + (3 3)x dan g(x) = (2 2)x+ (4 Z)xz

0 3 0 3 0 2
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Sedemikian sehingga,

s =[G DG PG Per(§ 3
-G 9C Des G OE VoG Dol D
oG Polt e

(o 07 ( 0¥+ 0¥+ 0¥

=0

Dapat dilihat bahwa untuk setiap f; dan g; dimana i =0,1 dan j=0,1
memenuhi syarat f;g; = 0. Maka, dapat disimpulkan bahwa R[x; o] dengan R =

Z¢ merupakan gelanggang o — skew Armendariz.

Definisi 2.7.1.b. Misalkan R[x; g, 8] adalah suatu gelanggang polinom mirng
dengan o adalah endomorfisma gelanggang dan & adalah o - derivatif.
Gelanggang R disebut sebagai Gelanggang o - skew m - Armendariz jika dua
polinomial f(x) dan g(x) € R[x; g, 8]\{0} sedemikian sehingga f(x)g(x) €
N(R[x;0,8]), maka f;g; € N(R) untuk setiap 0 <i <ndan0 <j < m.
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