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Lampiran 1. Hasil Inversi
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Lampiran 2. Pembuktian Rumus Geolistrik

Potensial akibat arus tunggal di dalam bumi
Ditinjau Laplacian dari koordinat bola (Bumi), dimana bumi dalam keadaan statis,
sehingga hanya ditinjau fungsi jari-jari, maka sudut 6 dan @ diabaikan.
v? _9 E+i+;i(sinei +;(a—z)
or r or r%sin@aod 90"  1rZsin20\0p?
d 2d
ar?  rar
V2V = dz_V + Ed_v
dr?  rdr

Persamaan diatas dapat juga ditulis seperti dibawah ini

V2V = ii(7‘2 dv)

V2=

Karena V2V = 0, maka

r? pindah ke ruas kanan, sehingga:

d av
— (rz —) =0.7?

dr dr
d(de)_O
dr r dr)

Kemudian di integralkan

d [ padv\ _ .
f;(r d—r) = [ 0,dimana 0 adalah konstanta

gy (konstanta)
ar
dv _ A
dr  r2
A
dV = —=dr

r2

Kemudian diintegralkan lagi, sehingga

A
de=f—2dr
T

A
V=——+B
T
Memasukkan syarat batas V = 0 ketika r = oo, menjadi:

A
0=-—+B

[0¢]
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0=0+B

B = 0 —ketika syaratbatas V = 0.r = o

A
V=——
T
Karena yang ditinjau rapat arus (J), diketahui J = %. dan yang ditinjau adalah bola maka
luas permukaan (A) adalah 4mr2.
I
4mr?
JERTAUY%
I = 4nr?]

] =

I = 4nr?(—oVV) - VV—dV
- ¢ T dr

g2, WAV A
= — —_—— — = —
nradr dr 1?2
I=—4T[7"20'—2
r

I = —4ncA

1 Ip
V=—-rIN—-——
r( 47r)

Ip\1
V=)

4AnrV
P=7

Potensial akibat arus tunggal di permukaan bumi

Udara di atas permukaan dianggap (¢ = 0) maka garis equipotensial membentuk
setengah bola (4 = 2nr?).



_I
]_A
_ I
]_27'[7‘2
[=2nr?y)

I = 2nr?(—oVV)

dv
_ 2(_
I =2nr ( Udr)

| = =2nr?c—
r2

Substitusi nilai 4 = — £ ke persamaan V = —';

2w
1 Ip
v=-1(-2,)
Ip\1
V={(—)-
<21T>T

_27'[rV
P="7

Potensial Listrik Yang Dipengaruhi oleh dua elektroda arus listrik

Power dimana:
O m,
9 = C,P
=01
Cy P, Py [ Surface

7774 Ol et s 1, = C,P,
" alll |} [ r3 =GPy
r, =GP,

A . Ip

KarenaV = —;dlmana A= -
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2n )
V1_ﬁ r1
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VZZ_E

1 (Ip)
21
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()
272 \5,

i+,
V=

OERECE

Ip 1_1)
“2nlri
V=3n

) < 4)
3

Ip /1 _l)
= 2nles s
Ve=on

1__
L)_io(L
-2)

o (L

AV =

r3
2

r2

r1

- 2

Lol
av=lo(i_t

T4
r3

T2

r1

- 2n
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Lampiran 3. Pemodelan ke depan (Forward Modelling)

Pemodelan ke depan adalah proses untuk memprediksi distribusi potensial listrik pada
setiap titik dipermukaan tanah, berdasarkan persamaan yang menggambarkan aliran
arus listrik melalui tanah dengan distribusi resistivitas yang tidak homogen. Proses ini
penting dalam inversi karena diperlukan untuk menghitung nilai resistivitas semu
teoritis/kalkulasi. Nilai ini kemudian dibandingkan dengan nilai terukur dari data lapangan
untuk mengevaluasi kesesuaian model terhadap kondisi sebenarnya di bawah
permukaan. Metode yang sering digunakan dalam pemodelan ke depan adalah metode
Finite Difference (FD) dan metode Finite Element (FE). Finite Element membagi domain
menjadi elemen-elemen kecil yang lebih fleksibel dalam bentuk seperti rectangular atau
triangular. Setiap elemen memiliki titik-titik simpul (Nodes), dimana potensial dihitung dan
kemudian di interpolasi di seluruh elemen. Metode FE cocok untuk daerah dengan
topografi yang kompleks atau batas yang tidak beraturan (Looke, 2004).

Untuk mendapatkan kesesuaian antara model teoritis (respon model) dan data
lapangan, dilakukan proses coba-coba (frial and error) dengan cara mengubah nilai
parameter modelnya. Istilah “Forward Modeling” tidak hanya mencakup perhitungan
respon model tetapi juga merupakan proses coba-coba secara manual untuk
mendapatkan model yang memberikan respon yang cocok dengan data lapangan.
Penggunaan Forward Modeling dalam kasus ketika terdapat noise yang cukup besar
lebih efektif digunakan (Grandis, 2009).

o Dalam metode geolistrik, penerapan finite element dalam mencari potensial
arus.

Ketika ada sumber arus (I) yang mengalir keluar atau masuk, maka untuk menghitung
distribusi potensial (V) dengan konduktivitas listrik (o) tidak homogen, maka digunakan
persamaan Poisson.

V(o.VV) =1

Pada kenyataannya arus dialirkan melalui probe yang terbatas (arus dialirkan melalui
suatu alat atau antarmuka fisik dengan ukuran dan bentuk tertentu bukan melalui titik
yang benar-benar kecil atau tidak berdimensi). Untuk tujuan pemodelan, arus dianggap
berasal dari sumber titik. Oleh karena itu, sumber arus dapat dijelaskan oleh fungsi delta
Diract (6) dan arus titik (1) (Coggon, 1971). Jika A merupakan titik sumber arus, maka:

V(6.VV) = I5(A)

Dimana (o) merupakan konduktivitas dan VV ialah perubahan potensial. Maka dengan
menerapkan transformasi Fourier Cosinus akan didapatkan nilai potensialnya.

Vieyi = f Viyz Cos (Kz)dz
0

Dengan menggunakan fungsi Bessel dengan pendekatan batas tak hingga, maka variasi
potensial listrik pada penampang geolistrik 2D diberikan oleh:
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F(v) =f EJ(W)Z +%ak2V2—I6(A)V a0
n

Daerah domain Q di diskritisasi menjadi beberapa elemen berbentuk segiempat seperti
pada gambar. Jumlah node total adalah n, maka integral domain Q didekomposisi
menjadi integral untuk setiap elemen e (Cai dkk., 2007).

F(v) = Zn f%a(vmzcm+ ZQ f%asz do _ZQ JI(S‘(A)VdQ

¥

3 T
A B surface I,

HE
a rock

Fig.1 Division of region 2
Jika persamaan diatas diselesaikan pada setiap suku masing-masing maka;

1. Suku pertama

> fl (wrde=> - (av+av)2dd
Q 920 - Q 20- ox ay xey
e

¢ Apabila potensial (V) terhadap x diturunkan secara parsial maka

NN,
ax  Luox b mTnode
i—-1
_ (6N1>TV
~\ox €
aN ON; AN, 8Nz aNg\T
Dengan V, = (V,V,, V3, V) dan 1=(a—;,a—:,a—:,a—:) ,maka

aV\ > Ny /ON\T
(a0) =" (5x) &) ¥
ox €\ox/ \9x €

AV\? ON,; 0N, ON; ON,\ /ON; ON, 0N, ON
( ) (V1'V2’V3'V4)T( 1 0Nz ONg 4)( 1 0Nz ON3 4

x "ox ' ox  dx/)\ox ax ’ ox’ 6x) V1, Vo, V3, V)

e Apabila potensial (V) terhadap y diturunkan secara parsial maka
WO
dy L dy

-1

N\
= (%) %
ay

Vi ;n =node
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aN ON; AN, 8Nz aNg\T
Dengan V, = (V;,V,, Vs, V,)Tdan 1=(—1,—2 —3,—4) ,maka
g = V1, V2, V3, V) oy oy ' oy ' ay ' dy

av\? 8Ny dNy\"
&) =" G)G) v
oy dy/ \dy

AV\? ON,; 0N, 0N, dN,\ /ON; ON, 0N, ON
( ) (Vl,VZ,V3,V4)T( 1 0Nz ONg 4)( 1 2 3 4

9V Vi, Vo, Vs, V.,
dy dy dy ' dy ' dy ayayaya)(1234)

Dengan mensubstitusikan ke dalam persamaan awal pada suku pertama maka;

%, Jaemtan= [Gelr (GG v (G5
siao () ()

V.|dxdy

+ (?T:) (%)Tmerupakan matriks maka [K,]

1 1
> [ 3o @ de=urik
0l2 2

o= el aﬂmmm
S Ll GG Gl
<[l nmw

1 1
_ T
Ky =0 f 1 f_l[B] [B] dédn

Untuk mendapatkan matriks [B] atau shape function maka terlebih dahulu membuat
fungsi uji linear menggunakan persamaan Polinomial Lagrange lalu menurunkan fungsi
uji tersebut terhadap arah ¢ dan 7.

Langkah-langkah dalam menyelesaikan pemodelan ke depan menggunakan
finite element adalah melakukan diskritisasi atau meshing, dalam satu domain dibagi
menjadi beberapa elemen. Kemudian mencari pola dan bentuk distribusi menggunakan
polinomial atau perpindahan dan turunannya pada setiap mesh untuk melihat
perpindahan dari arah x dan y. Desain mesh yang digunakan untuk komputasi sangatlah
penting. Jumlah node menentukan tingkat resolusi spasial, karena itu pemilihan node
memiliki dampak yang signifikan terhadap akurasi.

Arah koordinat horizontal diwakili oleh &(xi) dan arah koordinat vertikal diwakili
oleh n(eta). Setiap node memiliki 2 DOF (Degree of freedom/derajat kebebasan) yaitu
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node dapat mengalami perpindahan ke arah x atau vertikal yang dinyatakan dalam (u)
dan perpindahan ke arah y atau horizontal dinyatakan dalam (v) seperti pada gambar.
Dalam pendekatan linear 2D untuk perpindahan node (u dan v) dan shape function (N)
dinyatakan sebagai berikut:

_al_
by
a;

[u]z[Nl 0O N, O N; O N, 0]]b,
vl [0 NN O N, O N; 0O N,J|G3

bs

ay

LD,

a. Shape function (Fungsi Bentuk)

Setiap node memiliki fungsi bentuk yang berbeda-beda, sehingga pada elemen dengan
4 node akan diperoleh 4 shape function juga. Untuk menghitung shape function setiap
node dapat digunakan polinomial Lagrange 2D (Xiong, 2022):

_f_fm =1
= x

N,
. Sk—%m Mk —Mim

Dengan k adalah titik node, dan m adalah titik node yang terhubung dengan node yang
dicari.

e Shape function Node 1
Pada node 1 memiliki DOF ke arah x menuju node 2 dan ke arah y menuju node

4
A ) 2% X%l
(-1.1) 9z 51 (11) M= x—n1 1
N, =09, 20—
o) . v =00
(118 >2(1,1) '
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e Shape function Node 2
Pada node 2 memiliki DOF ke arah x menuju node 1 dan ke arah y menuju node

3
_$=%  n—n3
/fl\ Nz_fz_fl x772_773
N, = §—(-1) . n—1
(‘1’1) a4 3 (l’l) 2_—1—(—1) -1-1
e | bt —a-m
- 2=y T
00 g _a+9U-n
(0.0) Cha )
(-1,-1)dk¢ &)1,)

e Shape function Node 3
Pada node 3 memiliki DOF ke arah x menuju node 4 dan ke arah y menuju node

2
7
N Na = € =< —1n2)
(-1.1) g€ @1,1) RGN ICIED)
b Em D n-(
o > ¢ 371 -(-1)"1-(-1
(0.0) Jr FECET BNCEL)
(-1,-1) 1 E0(1 -1) T2 2
’ ’ _@+H0a+n
A S—

e Shape function Node 4
Pada node 4 memiliki DOF ke arah x menuju node 4 dan ke arah y menuju node
(§=$3)(n-1n1)

A Ne = ey
1,13 N §—=(1D n-(1
(ll 4 7-3(1’1) N4=1_(_1)x1_(_1)
o > & N4=(1+f)x(1+77)
(5.0) 2 2
v, 2 @O0+

2 4 4

(-1,-1) : (1,-1)
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Jika dituliskan dalam bentuk matriks maka shape function pada setiap nodenya yaitu
[m_wm 0 N, O N, O N, O
- 0 Nl O N2 0 N3 0 N4.

Dari shape function dapat dihitung matriks [B] dengan mensubstitusi shape function
setiap node.
1. Dalam arah horizontal ()
e Untuk N;
aN, %(1—€X1—n)
N
30—+
= ot
1
=70-0-1+p)
1

=701+

e Untuk N,
oN, 7A+HA-1)
0
Ga-n+E-g
_ %
=20-0+1-7)

1 L
= 1( m)
e Untuk N

R
CgentEta
_ .

1
=2 +0+1+7)

oN, A+ -+

_Z( +1)

e Untuk N,
oN, 7A-HA+n)
T
G —E-gy
-




113

1

=Zm+o—1—m
1o
—4( m)

2. Dalam arah vertikal (1)
[ ) Untuk N1

oN, A=A

o

_%ﬂ—n—$+&

e .

—10 1-0

_Z( -1-0+¢)
1

=501+

[ ] Untusz
1
oN, 71 +HA-n)
on an
1
_zA-nt+s—4m
= o
—10 140
—Z( -14+0-9%)

=;(1-9

e Untuk N
1
aN; 71+ +n)
am on
1
@ +n+E+én
= o

1
=Zm+1+0+a

1
=21+9)
° Untuk N4
oN, 7A-OUA+n)
o o
%U+n—f—&
1
=2 0+1-0-9)
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1

=20-9

Substitusi ke dalam matriks [B], sehingga diperoleh matriks [B] sebagai berikut:

1[1+m 0 a-m 0 a+m 0 (=1-m) 0
Bl=2] © (-1+9) 0 1= 0 1+ 0 1-9
-1+ (1+m) 1= A-m @A+ (A+m A= (-1-m)

Kemudian matriks [B]” ditranspose kan, sehingga diperoleh:

(—14+m) 0 (~1+9)
0 (-1+§) (-1+m)
(t-m 0 (-1-9
Erol 0 1-9 a-wm
41 1 +n) 0 a1+
0 A+  (+n)
-1-m 0 (1-9
0 (1-9 (-1-m

[(=1+8)
(=1+mn)
. (=1-%)
T _ 1-mn
=2l a+9
(1+mn)
1-%)
(=1 —n)
Dengan mensubstitusikan ke dalam persamaan, maka didapatkan matriks K.

K=o | 11[BF[B] dédy

(-1+n) 0

0 (=148
11(15n)(10§)(1+) 0 1-n 0 1+7) 0 (-1-1n) 0
—1- - n -n n —1—=7
K“‘:“LL a+m 0 0 (148 0 (-1-8 0 A+ 0 (1—5)]"””
0 1+é
(-1-m) 0
o 1-9

Nilai konduktivitas dalam persamaan didapatkan dari nilai konduktivitas titik datum untuk
mendapatkan nilai pada setiap node nya. Jika mensubstitusikan semua persamaan ke
dalam persamaan di suku pertama, maka akan menjadi :
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roN,
— 0
0§
aN,
0 —
on
A oN, ON;, oN, oN, 0
1 1xy[¥ ¥06—50¥0¥6N2
— 2 —_yT =
anzo(vv) =3V, f_f_a o, o, on, an,|| 0 o ||dEdn |V
e x /-y 0 = 0 an 0 . ¥y dN; 0
n n n y ? %
0 dn
aN, 0
og 9MNa
Lo Oy

Perkalian matriks suku pertama ini akan menghasilkan matriks 8x8 yang mewakili luasan
area elemen

.................................................

S b q
)
£

K] 4

==

..............................................................................

>
>
>~

2. Suku kedua

4
1 1 1
Z f —ok*V?dQ ==V! ZNjaj(kzNTN)dxdy V.==-VIK,V,
aJe2 2 = 2
=
-1+9
(=1+m)
A SR )
Kez=f_1f_l 8;'3 (149 (-1+m) (1= A-m) A+ A+m) (A-§ (-1-nldédn
1 +n)
1-9
(=1-m

4
e Jj=1
1 1
Ko = [ 1cricrdsan
-1J-1

Perkalian matriks suku kedua akan menghasilkan matriks 8x8 yang mewakili luasan area
elemen

= o~
w1
> ia

44

[KZe]

S o o
2 oy 3y
-

b
> x e )
=~
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3. Suku ketiga
Z fIS(A)VdQ = 11 Va=VTP
o Je 2

Pada persamaan ini dapat menghitung kontribusi batas antar elemen lainnya ketika
medan listriknya mengalami perubahan secara signifikan. Pada persamaan ini pula
diterapkan kondisi batas (boundary condition).

Setelah didapatkan persamaan di setiap suku maka disubstitusikan ke dalam persamaan
4. dengan F(V) = 0, maka

1 t 1 t T
FV) = S ViRV + 5 VKooV = VTP

=VT'KV -VvTp

=KV -—-P
Dengan K adalah matriks ordo 8x8 yang merupakan penjumlahan dari (K;, + K,.), V
adalah vektor kolom yang merupakan potensial listrik dari semua titik elemen dalam
domain wave number. Dengan F(V)= 0, maka

KV =P
V=Ktp
{V} = [Ki + Kpe]7H{P}

W)= [(a | f_ll[B]T (8] dfdn> + ( | | ll[cF[C] dsdn)]_l (P}

Persamaan linear (KV = P) diselesaikan untuk memperoleh potensial listrik (V) dari
setiap elemen dalam domain.



Lampiran 4. Faktor Geometri Konfigurasi Gradient

v

K =2m
K =2m
K =2nm
K =2m
K =2m
K =2m

G262
(e o7 5m0) ~ G 5)|
((s + 1)na) (Zs_nz )J_

s2—2+s-2\|"
(2(5 + 1)sna> < 2(s + 1)sna )
22— (s2+s—2)|"
2(s + 1)sna

st+s-2 ]_1
|2(s + 1)sna
2(s + 1)sna

T
s2+s—2

B 4n(s + 1)sna
T os24s5-2
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n =AM =na
r, =MB = (s+ na
3 = AN = 2na

1, = NB = sna



