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ABSTRAK 

 
LENNY CHEN. Basis ruang eigen matriks ketetanggaan graf teratai 
termodifikasi (dibimbing oleh Amir Kamal Amir dan Nurdin). 
 

Latar belakang. Nilai eigen dan basis ruang eigen adalah dua hal yang saling 

berkaitan dan merupakan konsep penting dalam aljabar linear. Basis ruang eigen 

dapat digunakan untuk menghitung nilai eigen dari matriks yang merepresentasikan 

graf. Tujuan. Menentukan bentuk umum basis dari ruang eigen pada matriks 

ketetanggaan graf teratai termodifikasi, terkhususnya graf teratai termodifikasi 

terhubung 𝑇𝑟ℎ2𝑛+1 dan graf teratai termodifikasi bermahkota 𝑇𝑟𝑚2𝑛+5. Metode. 

Penelitian dibagi ke dalam lima tahap, yakni: 1) mengonstruksi graf teratai 

termodifikasi; 2) menyusun matriks ketetanggaan graf teratai termodifikasi; 3) 

menentukan nilai eigen matriks ketetanggaan graf teratai termodifikasi; 4) 

menentukan basis ruang eigen matriks ketetanggaan graf teratai termodifikasi; 5) 

menentukan bentuk umum basis ruang eigen matriks ketetanggaan graf teratai 

termodifikasi. Hasil. Basis ruang eigen graf teratai termodifikasi terhubung 𝑇𝑟ℎ2𝑛+1 

untuk 𝜆 = −1 terdiri dari 𝑚(𝜆 = −1) = 2𝑛 − 1 elemen vektor eigen yang berbeda. 

Basis ruang eigen graf teratai termodifikasi terhubung 𝑇𝑟ℎ2𝑛+1 untuk 𝜆 = 1 terdiri dari 

𝑚(𝜆 = 1) = 2𝑛 − 1 elemen vektor eigen yang berbeda. Basis ruang eigen graf teratai 

termodifikasi bermahkota 𝑇𝑟𝑚2𝑛+5 untuk 𝜆 = −2 terdiri dari 𝑚(𝜆 = −2) = 2𝑛 + 3 

elemen vektor eigen yang berbeda. Basis ruang eigen graf teratai termodifikasi 

bermahkota 𝑇𝑟𝑚2𝑛+5 untuk 𝜆 = 2 terdiri dari 𝑚(𝜆 = 2) = 2𝑛 + 3 elemen vektor eigen 

yang berbeda. Kesimpulan. Karena banyaknya jumlah nilai eigen yang kembar 

sama dengan banyaknya jumlah vektor eigen yang bersesuaian dengan setiap nilai 

eigen maka dapat disimpulkan multiplisitas aljabar sama dengan multiplisitas 

geometri (𝛼(𝜆) = 𝛽(𝐵𝑅𝐸𝜆)). 

Kata kunci: graf teratai termodifikasi; matriks ketetanggaan; nilai eigen; basis ruang 

eigen 
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ABSTRACT 
 

Lenny Chen. Eigen basis of the adjacency matrix of the modified lotus graph. 

(supervised by Amir Kamal Amir and Nurdin). 

Background. Eigenvalues and eigenvectors are interrelated and fundamental 
concepts in linear algebra. Eigenvector bases can be used to calculate the 
eigenvalues of matrices representing graphs. Aim. To determine the general form of 
the basis of the eigenspace for the adjacency matrix of modified lotus graph, 
specifically the connected modified lotus graph 𝑇𝑟ℎ2𝑛+1 and the crowned modified 

lotus graph 𝑇𝑟𝑚2𝑛+5. Method. The research is divided into five stages: 1) 
constructing the modified lotus graph; 2) formulating the adjacency matrix of the 
modified lotus graph; 3) determining the eigenvalues of the adjacency matrix of the 
modified lotus graph; 4) determining the eigen basis of the adjacency matrix of the 
modified lotus graph; 5) determining the general form of the basis of the eigenspace 
for the adjacency matrix of the modified lotus graph. Results. The eigen basis of the 

connected modified lotus graph 𝑇𝑟ℎ2𝑛+1 for 𝜆 = −1 consists of 𝑚(𝜆 = −1) = 2𝑛 − 1 
distinct eigenvectors. The eigen basis of the connected modified lotus graph 𝑇𝑟ℎ2𝑛+1 
for 𝜆 = 1 consists of 𝑚(𝜆 = 1) = 2𝑛 − 1 distinct eigenvectors. The eigenvector basis 

of the crowned modified lotus graph 𝑇𝑟𝑚2𝑛+5 for 𝜆 = −2 consists of 𝑚(𝜆 = −2) =
2𝑛 + 3 distinct eigenvectors. The eigenvector basis of the crowned modified lotus 

graph 𝑇𝑟𝑚2𝑛+5 for 𝜆 = 2 consists of 𝑚(𝜆 = 2) = 2𝑛 + 3 distinct eigenvectors. 
Conclusion. Since the number of repeated eigenvalues is equal to the number of 
corresponding eigenvectors for each eigenvalue,  it can be concluded that the 
algebraic multiplicity equals the geometric multiplicity (𝛼(𝜆) = 𝛽(𝐵𝑅𝐸𝜆)).  
 
Keywords: modified lotus graph; adjacency matrix; eigenvalues; eigen basis 
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BAB I  
PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Salah satu cabang ilmu matematika adalah aljabar linear. Aljabar linear adalah 

bidang studi matematika yang mempelajari system persamaan linear, matriks, 

vektor, dan transformasi linear. Graf juga merupakan salah satu aplikasi dari aljabar 

linear. Teori graf merupakan pokok bahasan yang sudah tua usianya namum 

memiliki banyak terapan sampai saat ini. Graf digunakan untuk merepresentasikan 

objek-objek diskrit dan hubungan antara objek-objek tersebut. 

 Namun graf tidak hanya direpresentasikan dalam bentuk gambar tetapi 

dapat juga direpresentasikan dalam bentuk matriks. Matriks pertama kali ditemukan 

oleh Arthur Cayley (1821-1895), pada awalnya matriks hanya dianggap permainan 

karena tidak bisa diaplikasikan. Barulah pada tahun 1925 matriks digunakan pada 

mekanika kuantum. Selanjutnya matriks mengalami perkembangan yang pesat dan 

digunakan dalam berbagai bidang. 

 Matriks dapat digunakan untuk merepresentasikan graf dalam beberapa 

bentuk, seperti matriks ketetanggaan, matriks kebersisian, dan matriks hubung. 

Matriks ketetanggaan merepresentasikan hubungan antara simpul-simpul pada graf, 

di mana elemen pada baris ke-𝑖 dan kolom ke-𝑗 menunjukkan apakah simpul 𝑖 dan 𝑗 

terhubung atau tidak. Selain itu, matriks ketetanggaan juga dapat digunakan untuk 

menentukan nilai eigen dan derajat titik pada graf sederhana. (Saputri, Kiftiah, & 

Fran, 2020) 

  Nilai eigen dan basis ruang eigen adalah dua hal yang saling berkaitan dan 

merupakan konsep penting dalam aljabar linear. Basis ruang eigen dapat digunakan 

untuk menghitung nilai eigen dari matriks yang merepresentasikan graf. Berdasarkan 

beberapa uraian di atas, penulis tertarik untuk menemukan basis ruang eigen pada 

matriks ketetanggaan graf serta menuangkan hasilnya dalam bentuk skripsi dengan 

rencana judul “Basis Ruang Eigen Matriks Ketetanggaan Graf Teratai 

Termodifikasi” 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah yang akan 

dibahas dalam penelitian ini adalah “Bagaimana menentukan bentuk umum basis 

dari ruang eigen pada matriks ketetanggaan graf teratai termodifikasi?” 

1.3 Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan penelitian ini adalah menentukan bentuk umum basis dari 

ruang eigen pada matriks ketetanggaan graf teratai termodifikasi. 
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1.4 Batasan Masalah 

Agar pembahasan tidak menyimpang dari tujuan penelitian, maka perlu 

adanya batasan yaitu untuk graf teratai termodifikasi terhubung 𝑇𝑟ℎ2𝑛+1 dengan 𝑛 ≥

1 dan graf teratai termodifikasi bermahkota 𝑇𝑟𝑚2𝑛+5 dengan 𝑛 ≥ 1 dengan 

menggunakan nilai eigen bulat yang muncul berulang pada setiap graf. 

1.5 Landasan Teori 

Berikut ini adalah beberapa landasan teori yang digunakan dalam tugas akhir 
ini diantaranya: 

1.5.1. Graf 
Suatu graf 𝐺 didefinisikan sebagai pasangan himpunan (𝑉, 𝐸), ditulis dengan 

notasi 𝐺 =  (𝑉, 𝐸), yang dalam hal ini 𝑉 adalah himpunan tidak kosong dari simpul-

simpul (vertices) dan 𝐸 adalah himpunan sisi (edges) yang menghubungkan 

sepasang simpul. (Munir, 2010) 

Himpunan titik di 𝐺 dinotasikan dengan 𝑉(𝐺) dan himpunan sisi dinotasikan 

dengan 𝐸(𝐺). Sedangkan banyaknya unsur di 𝑉(𝐺) disebut order dari 𝐺 dan 

dilambangkan dengan 𝑝(𝐺) dan banyaknya unsur di 𝐸(𝐺) disebut ukuran dari 𝐺 dan 

dilambangkan dengan 𝑞(𝐺). 

Contoh : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dari Gambar 1.1 Graf 𝐺 mempunyai 5 titik sehingga order 𝐺 adalah 𝑝 = 5 dan 

mempunyai 7 sisi sehingga ukuran graf 𝐺 adalah 𝑞 = 7, dimana 𝑉(𝐺) = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} 

dan 𝐸(𝐺) = {(𝑎, 𝑏), (𝑎, 𝑐), (𝑏, 𝑐), (𝑏, 𝑑), (𝑏, 𝑒), (𝑐, 𝑒), (𝑑, 𝑒)}. Graf 𝐺 dapat pula ditulis 

sebagai 𝑉(𝐺) = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} dan 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6, 𝑒7} dimana 𝑒1 = (𝑎, 𝑏),

𝑒2 = (𝑎, 𝑐), 𝑒3 = (𝑏, 𝑐), 𝑒4 = (𝑏, 𝑑), 𝑒5 = (𝑏, 𝑒), 𝑒6 = (𝑐, 𝑒), 𝑒7 = (𝑑, 𝑒). 

 

1.5.2. Graf Teratai 

Graf teratai dibentuk dari graf lengkap 𝐾1 korona graf bintang 𝑆𝑛. Sebanyak 

𝑛 − 1 titik pada graf bintang menghasilkan satu titik baru dan titik baru tersebut 

terhubung pada titik pusat graf bintang.  

 

 

 

 

𝒂 

𝒃 𝒄 

𝒅 𝒆 

𝑒1                  𝑒2 
𝑒3 

𝑒4 
𝑒5 

𝑒6 

𝑒7 

Gambar 1. 1 Graf G 
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Graf teratai mempunyai 𝑛 − 1 titik berderajat dua, 𝑛 − 1 titik berderajat satu, 

satu titik berderajat 2𝑛 − 1, dan satu titik berderajat 𝑛. Graf teratai berorde 2𝑛 

dinotasikan 𝑇𝑟𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3 dengan label titik dan sisi sebagai berikut : 𝑉(𝑇𝑟𝑛)  =

 {𝑣𝑖  | 0 ≤  𝑖 ≤  𝑛}  ∪  {𝑣’𝑖  | 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}. 

𝐸(𝑇𝑟𝑛) = {𝑒𝑗 , 𝑒𝑖  |1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dengan 𝑒𝑖 = 𝑣0𝑣’𝑖 ;  0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑒𝑖 = 𝑣0𝑣𝑗 ;  1 ≤

𝑗 ≤ 𝑛 , dan 𝑒𝑖 = 𝑣’0𝑣𝑖 ;  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 . (Hasmawati, 2020) 

 

1.5.3. Graf Teratai Termodifikasi Terhubung 

Graf teratai termodifikasi terhubung adalah graf yang mempunyai 2𝑛 titik 

berderajat tiga, 2𝑛 titik berderajat dua, satu titik berderajat 2𝑛 − 1, dan satu titik 

berderajat 4𝑛 + 1. Graf teratai termodifikasi terhubung berorde 4𝑛 + 2 dinotasikan 

𝑇𝑟ℎ2𝑛+1 untuk 𝑛 ≥ 1. 

 

 
Gambar 1. 3 Graf Teratai Termodifikasi Terhubung 𝑇𝑟ℎ7 

 

1.5.4. Graf Teratai Termodifikasi Bermahkota 

Graf teratai termodifikasi bermahkota adalah graf yang mempunyai 2𝑛 titik 

berderajat tiga, 8𝑛 titik berderajat dua, satu titik berderajat 2𝑛 + 1, dan satu titik 

berderajat 4𝑛 + 1. Graf teratai termodifikasi bermahkota berorde 10𝑛 + 2 dinotasikan 

𝑇𝑟𝑚2𝑛+5 untuk 𝑛 ≥ 1. 

 

Gambar 1. 2 Graf Teratai 𝑇𝑟7 
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Gambar 1. 4 Graf Teratai Termodifikasi Bermahkota 𝑇𝑟𝑚7 

 

1.5.5. Matriks Ketetanggaan (Adjacent) 

Matriks ketetanggan merupakan salah satu matriks yang diperoleh dari 

merepresentasikan suatu graf dengan cara melihat hubungan antar simpul yang ada 

pada suatu graf tersebut. (Saputri, Kiftiah, & Fran, 2020) 

 

Definisi 1.5.5.1 Misalkan 𝐺 adalah sebuah graf (sederhana dan tak berarah) dengan 

himpunan simpul 𝑉(𝐺)  =  {1, … , 𝑛}. Matriks adjacent dari 𝐺 ditunjukkan sebagai 

matriks 𝑛 × 𝑛, 𝐴𝐺 = (𝐴𝑖𝑗), dimana 

𝐴𝑖𝑗 = {
1,  jika vi dan vj bertetangga

0, untuk hal yang lain
    

 

Contoh 1.5.5.1 Bentuk matriks ketetanggan dari graf di bawah adalah 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     𝒂 𝒃 𝒄 𝒅 𝒆 

𝒂
𝒃
𝒄
𝒅
𝒆

  

(

 
 

0 1 1 0 0
1 0 1 1 1
1 1 0 0 1
0 1 0 0 1
0 1 1 1 0)

 
 

 

 

𝒂 

𝒃 𝒄 

𝒅 𝒆 
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1.5.6. Nilai Eigen dan Vektor Eigen 
Definisi 1.5.6.1 Jika 𝐴 merupakan matriks berordo 𝑛 × 𝑛, maka vektor taknol 𝑥 pada 

𝑅𝑛 disebut vektor eigen dari 𝐴 (atau dari operator matriks 𝑇𝐴) jika 𝐴𝑥 merupakan 

perkalian skalar dari 𝑥, yang memenuhi persamaan 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥. Untuk sembarang 

skalar 𝜆, skalar 𝜆 disebut nilai eigen dari 𝐴 (atau dari 𝑇𝐴). Dan 𝑥 disebut sebagai 

vektor eigen yang bersesuaian dengan 𝜆. (Howard Anton, 2010) 

 

Definisi 1.5.6.2 Jika 𝐴 adalah matriks berordo 𝑛 × 𝑛, maka 𝜆 adalah nilai eigen dari 

𝐴 jika dan hanya jika memenuhi persamaan det (𝜆𝐼 − 𝐴) = 0. Agar 𝜆 menjadi nilai 

eigen dari 𝐴, persamaan ini harus memiliki solusi taknol untuk 𝑥.  

 

Definisi 1.5.6.3 Perhatikan bahwa persamaan 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 dapat pula ditulis sebagai 

𝐴𝑥 = 𝜆𝐼𝑥 atau sama dengan berikut (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0, dimana 𝑥 = [

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

] merupakan 

vektor eigen dari 𝐴 yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆 jika hanya jika 𝑥 

merupakan solusi nontrivial dari (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0 

 

Contoh 1.5.6.1 Tentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks berordo 2 × 2 di 

bawah ini. 

𝐴 = [
3 0
8 −1

] 

 

Berdasarkan Definisi 1.5.6.2 bahwa nilai eigen dari 𝐴 adalah solusi dari persamaan 

𝑑𝑒𝑡 (𝜆𝐼 − 𝐴) = 0 sehingga dapat ditulis sebagai : 

det (
𝜆 − 3 0
−8 𝜆 + 1

) = 0 

Diperoleh 

(𝜆 − 3)(𝜆 + 1) = 0 

Maka dapat dilihat bahwa nilai eigen dari 𝐴 adalah 𝜆 = 3 dan 𝜆 = −1. 

Selanjutnya berdasarkan definisi 1.5.6.3, 𝑥 = [
𝑥1
𝑥2
] merupakan vektor eigen dari A 

yang bersesuaian dengan 2 nilai eigen di atas jika dan hanya jika 𝑥 merupakan solusi 

nontrivial dari (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0, sehingga 

[
𝜆 − 3 0
−8 𝜆 + 1

] [
𝑥1
𝑥2
] = [

0
0
] 

Untuk 𝜆 = 3, persamaannya adalah 

[
0 0
−8 4

] [
𝑥1
𝑥2
] = [

0
0
] 

Solusinya adalah 𝑥1 =
1

2
𝑡 dan 𝑥2 = 𝑡, sehingga vektor eigennya adalah 

[
𝑥1
𝑥2
] = [

1

2
𝑡

𝑡
] 
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1.5.7. Spektrum Graf 
Spektrum graf adalah kumpulan nilai eigen berbeda dan multiplisitasnya. 

Spektrum graf berupa matriks yang memuat nilai eigen pada baris pertama dan 

multiplisitas pada baris kedua. (Agustina, Kusumastuti, & Fran, 2022) 

Definisi 1.5.7.1 Misalkan 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 adalah nilai-nilai eigen berbeda dari sebuah 

matriks G dan 𝑚(𝜆1), 𝑚(𝜆2), … , 𝑚(𝜆𝑛), maka spektrum dapat dinyatakan dengan 

matriks berordo 2 × 𝑛 yang memuat 𝜆1 > 𝜆2 > ⋯ > 𝜆𝑛 pada baris pertama dan 

𝑚(𝜆1), 𝑚(𝜆2), … , 𝑚(𝜆𝑛) pada baris kedua. Jadi spektrum graf dinotasikan sebagai 

𝑆𝑝𝑒𝑐 (𝐺) = [
𝜆1 𝜆2 … 𝜆𝑛

𝑚(𝜆1) 𝑚(𝜆2) … 𝑚(𝜆𝑛)
] (Biggs, 1993). 

 

Contoh 1.5.7.1 Tentukan spektrum dari graf di bawah ini 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Berdasarkan Definisi 1.5.5.1 maka diperoleh matriks ketetanggaan graf teratai 

termodifikasi terhubung sebagai berikut : 

 

𝒂 𝒃 𝒄 𝒅 𝒆 𝒇 𝒈 𝒉 𝒊 𝒋 𝒌 𝒍 𝒎 𝒏 

𝐴 =  

𝒂
𝒃
𝒄
𝒅
𝒆
𝒇
𝒈
𝒉
𝒊
𝒋
𝒌
𝒍
𝒎
𝒏

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Gambar 1. 5 Graf Teratai Termodifikasi Terhubung 𝑇𝑟ℎ7 
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det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 

det

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

−𝜆 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 −𝜆 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
1 1 −𝜆 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 −𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 −𝜆 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 −𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 −𝜆 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 −𝜆 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 −𝜆 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 −𝜆 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 −𝜆 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −𝜆 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −𝜆 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −𝜆)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

= 0 

 

Dengan menggunakan software MATLAB diperoleh persamaan karakteristiknya 

sebagai berikut : 

𝜆14 − 25𝜆12 − 24𝜆11 + 135𝜆10 + 120𝜆9 − 335𝜆8 − 240𝜆7 + 455𝜆6 + 240𝜆5 − 351𝜆4

− 120𝜆3 + 145𝜆2 + 24𝜆 − 25 = 0 

Diperoleh solusi nilai eigen sebagai berikut : 

𝜆1 = −3,1224, 𝜆2 = −2,4357, 𝜆3 = −1, 𝜆4 = −1, 𝜆5 = −1, 𝜆6 = −1, 𝜆7 = −1,  

𝜆8 = 0,6729, 𝜆9 = 1, 𝜆10 = 1, 𝜆11 = 1, 𝜆12 = 1, 𝜆13 = 1, 𝜆14 = 4,8852 

 

Sehingga spektrum dari graf teratai termodifikasi terhubung 𝑇𝑟ℎ7 adalah sebagai 

berikut : 

𝑆𝑝𝑒𝑐(𝐺) = [
4,8852 1 0,6729 −1 −2,4357 −3,1224
1 5 1 5 1 1

] 

 

1.5.8. Ruang Eigen dan Basis 
Definisi 1.5.8.1 Vektor eigen dari 𝐴 yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆 adalah 

vektor taknol 𝑥 yang memenuhi 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥. Jadi vektor eigen yang bersesuaian dengan 

𝜆 merupakan vektor taknol di ruang penyelesaian dari (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0. Ruang 

penyelesaian ini disebut ruang eigen dari 𝐴 yang bersesuaian dengan 𝜆. 

 

Contoh 1.5.8.1 Berdasarkan contoh 1.5.7.1 telah diperoleh solusi nilai eigennya 

yaitu sebagai berikut. 

𝜆1 = −3,1224, 𝜆2 = −2,4357, 𝜆3 = −1, 𝜆4 = −1, 𝜆5 = −1, 𝜆6 = −1, 𝜆7 = −1,  

𝜆8 = 0,6729, 𝜆9 = 1, 𝜆10 = 1, 𝜆11 = 1, 𝜆12 = 1, 𝜆13 = 1, 𝜆14 = 4,8852 

 

Berdasarkan Definisi 1.5.8.1 akan dicari basis ruang vektor eigen yang bersesuaian 

dengan nilai eigen 𝜆 = −1. 
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(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

   

1
1
1
0
1
0
1
0
1
0
1
0
1
0

   

1
1
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

   

1
0
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

   

1
1
0
0
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0

   

1
0
0
0
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0

   

1
1
0
0
0
0
1
1
0
0
0
0
0
0

   

1
0
0
0
0
0
1
1
0
0
0
0
0
0

   

1
1
0
0
0
0
0
0
1
1
0
0
0
0

   

1
0
0
0
0
0
0
0
1
1
0
0
0
0

   

1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
1
1
0
0

   

1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
1
0
0

   

1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
1

   

1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
1

 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8
𝑥9
𝑥10
𝑥11
𝑥12
𝑥13
𝑥14]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Dengan menggunakan metode Gauss-Jordan pada software MATLAB diperoleh 

matriks sebagai berikut. 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 −1 0 −1 0 −1 0 −1 0 −1
0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8
𝑥9
𝑥10
𝑥11
𝑥12
𝑥13
𝑥14]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Selanjutnya dimisalkan 𝑥14 = 𝑡, 𝑥12 = 𝑠, 𝑥10 = 𝑟, 𝑥8 = 𝑞, 𝑥6 = 𝑝, diperoleh 

𝑥13 + 𝑥14 = 0, 𝑥13 = −𝑡 

𝑥11 + 𝑥12 = 0, 𝑥11 = −𝑠 

𝑥9 + 𝑥10 = 0, 𝑥9 = −𝑟 

𝑥7 + 𝑥8 = 0, 𝑥7 = −𝑞 

𝑥5 + 𝑥6 = 0, 𝑥5 = −𝑝 

𝑥4 + 𝑥6 + 𝑥8 + 𝑥10 + 𝑥12 + 𝑥14 = 0, 𝑥4 = −𝑝 − 𝑞 − 𝑟 − 𝑠 − 𝑡 

𝑥3 − 𝑥6 − 𝑥8 − 𝑥10 − 𝑥12 − 𝑥14 = 0, 𝑥3 = 𝑝 + 𝑞 + 𝑟 + 𝑠 + 𝑡 

𝑥2 = 0, 𝑥1 = 0 

 

  



Universitas Hasanuddin 

9 
 

Maka vektor eigen yang bersesuaian dengan 𝜆 = −1 dapat dituliskan sebagai 

berikut. 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8
𝑥9
𝑥10
𝑥11
𝑥12
𝑥13
𝑥14]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
𝑝
−𝑝
−𝑝
𝑝
0
0
0
0
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
𝑞
−𝑞
0
0
−𝑞
𝑞
0
0
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
𝑟
−𝑟
0
0
0
0
−𝑟
𝑟
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
𝑠
−𝑠
0
0
0
0
0
0
−𝑠
𝑠
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
𝑡
−𝑡
0
0
0
0
0
0
0
0
−𝑡
𝑡 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8
𝑥9
𝑥10
𝑥11
𝑥12
𝑥13
𝑥14]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

= 𝑝

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
1
−1
−1
1
0
0
0
0
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+ 𝑞

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
1
−1
0
0
−1
1
0
0
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+ 𝑟

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
1
−1
0
0
0
0
−1
1
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+ 𝑠

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
1
−1
0
0
0
0
0
0
−1
1
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+ 𝑡

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
1
−1
0
0
0
0
0
0
0
0
−1
1 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠, 𝑡 ∈ ℝ 

 

Sehingga vektor eigennya adalah 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
1
−1
−1
1
0
0
0
0
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
1
−1
0
0
−1
1
0
0
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
1
−1
0
0
0
0
−1
1
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
1
−1
0
0
0
0
0
0
−1
1
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
1
−1
0
0
0
0
0
0
0
0
−1
1 ]
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Berdasarkan vektor eigen di atas, maka basis ruang eigen dapat dinotasikan sebagai 

berikut. 

𝐵𝑅𝐸𝜆=−1 =

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
1
−1
−1
1
0
0
0
0
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
1
−1
0
0
−1
1
0
0
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
1
−1
0
0
0
0
−1
1
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
1
−1
0
0
0
0
0
0
−1
1
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
1
−1
0
0
0
0
0
0
0
0
−1
1 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

}
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

Selanjutnya akan dicari basis ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai 

eigen 𝜆 = 1. 

(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
−1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

 

1
−1
1
0
1
0
1
0
1
0
1
0
1
0

 

1
1
−1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

 

1
0
1
−1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

 

1
1
0
0
−1
1
0
0
0
0
0
0
0
0

 

1
0
0
0
1
−1
0
0
0
0
0
0
0
0

 

1
1
0
0
0
0
−1
1
0
0
0
0
0
0

 

1
0
0
0
0
0
1
−1
0
0
0
0
0
0

 

1
1
0
0
0
0
0
0
−1
1
0
0
0
0

 

1
0
0
0
0
0
0
0
1
−1
0
0
0
0

 

1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
−1
1
0
0

 

1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
−1
0
0

 

1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
−1
1

 

1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
−1]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8
𝑥9
𝑥10
𝑥11
𝑥12
𝑥13
𝑥14]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Dengan menggunakan metode Gauss-Jordan pada software MATLAB diperoleh 

matriks sebagai berikut. 
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[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8
𝑥9
𝑥10
𝑥11
𝑥12
𝑥13
𝑥14]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Selanjutnya dimisalkan 𝑥14 = 𝑡, 𝑥12 = 𝑠, 𝑥10 = 𝑟, 𝑥8 = 𝑞, 𝑥6 = 𝑝, diperoleh 

𝑥13 + 𝑥14 = 0, 𝑥13 = 𝑡 

𝑥11 + 𝑥12 = 0, 𝑥11 = 𝑠 

𝑥9 + 𝑥10 = 0, 𝑥9 = 𝑟 

𝑥7 + 𝑥8 = 0, 𝑥7 = 𝑞 

𝑥5 + 𝑥6 = 0, 𝑥5 = 𝑝 

𝑥4 + 𝑥6 + 𝑥8 + 𝑥10 + 𝑥12 + 𝑥14 = 0, 𝑥4 = −𝑝 − 𝑞 − 𝑟 − 𝑠 − 𝑡 

𝑥3 + 𝑥6 + 𝑥8 + 𝑥10 + 𝑥12 + 𝑥14 = 0, 𝑥3 = −𝑝 − 𝑞 − 𝑟 − 𝑠 − 𝑡 

𝑥2 = 0, 𝑥1 = 0 

 

Maka vektor eigen yang bersesuaian dengan 𝜆 = −1 dapat dituliskan sebagai 

berikut. 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8
𝑥9
𝑥10
𝑥11
𝑥12
𝑥13
𝑥14]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
−𝑝
−𝑝
𝑝
𝑝
0
0
0
0
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
−𝑞
−𝑞
0
0
𝑞
𝑞
0
0
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
−𝑟
−𝑟
0
0
0
0
𝑟
𝑟
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
−𝑠
−𝑠
0
0
0
0
0
0
𝑠
𝑠
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
−𝑡
−𝑡
0
0
0
0
0
0
0
0
𝑡
𝑡 ]
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[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8
𝑥9
𝑥10
𝑥11
𝑥12
𝑥13
𝑥14]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

= 𝑝

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
−1
−1
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+ 𝑞

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
−1
−1
0
0
1
1
0
0
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+ 𝑟

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
−1
−1
0
0
0
0
1
1
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+ 𝑠

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
−1
−1
0
0
0
0
0
0
1
1
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+ 𝑡

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
−1
−1
0
0
0
0
0
0
0
0
1
1 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠, 𝑡 ∈ ℝ 

 

Sehingga vektor eigennya adalah 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
−1
−1
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
−1
−1
0
0
1
1
0
0
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
−1
−1
0
0
0
0
1
1
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
−1
−1
0
0
0
0
0
0
1
1
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
−1
−1
0
0
0
0
0
0
0
0
1
1 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Berdasarkan vektor eigen di atas, maka basis ruang eigen dapat dinotasikan sebagai 

berikut. 

𝐵𝑅𝐸𝜆=−1 =

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
−1
−1
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
−1
−1
0
0
1
1
0
0
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
−1
−1
0
0
0
0
1
1
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
−1
−1
0
0
0
0
0
0
1
1
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
−1
−1
0
0
0
0
0
0
0
0
1
1 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

}
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BAB II  
METODE PENELITIAN 

 

2.1. Jenis Penelitian 

Metode yang digunakan dalam tugas akhir ini adalah studi pustaka, yakni 

metode penelitian yang menggunakan sumber data pustaka sebagai objek 

penelitian. Dalam metode ini, peneliti melakukan pengumpulan data dari berbagai 

sumber pustaka seperti buku, jurnal, artikel, dan lainnya yang berkaitan dengan topik 

penelitian. 

 

2.2. Lokasi dan Waktu Penelitian 

Penelitian ini dilakukan di Perpustakaan dan Laboratorium Aljabar Jurusan 

Matematika FMIPA Universitas Hasanuddin dimulai sejak bulan Januari tahun 2023. 

 

2.3. Tahapan Penelitian 

1. Melakukan studi pustaka terkait dengan basis ruang eigen matriks 

ketetanggaan graf teratai termodifikasi. 

2. Menentukan basis ruang eigen matriks ketetanggaan graf teratai 

termodifikasi dengan alur sebagai berikut 
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Mulai 

Mengonstruksi graf teratai termodifikasi 

Menyusun matriks ketetanggaan graf teratai 

termodifikasi 

Menentukan nilai eigen matriks ketetanggaan graf 

teratai termodifikasi 

Menentukan basis ruang eigen matriks 

ketetanggaan graf teratai termodifikasi 

Menentukan bentuk umum basis ruang eigen matriks 

ketetanggaan graf teratai termodifikasi 

Selesai 


