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Lampiran 1 Hasil Inversi Data ERT di East Block 
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Lampiran 2 Hasil Inversi Data ERT di West Block 
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Lampiran 3 Pemodelan ke Depan (Forward modeling) 

Pemodelan ke depan adalah proses untuk memprediksi distribusi potensial listrik 

pada setiap titik dipermukaan tanah, berdasarkan persamaan yang menggambarkan 

aliran arus listrik melalui tanah dengan distribusi resistivitas yang tidak homogen. 

Proses ini penting dalam inversi karena diperlukan untuk menghitung nilai resistivitas 

semu teoritis/kalkulasi. Nilai ini kemudian dibandingan dengan nilai terukur dari data 

lapangan untuk mengevaluasi kesesuaian model terhadap kondisi sebenarnya di 

bawah permukaan. Metode yang sering digunakan dalam pemodelan kedepan 

adalah metode Finite Difference (FD) dan metode Finite Element (FE). Finite Element 

membagi domain menjadi elemen-elemen kecil yang lebih fleksibel dalam bentuk 

seperti rectangular atau triangular. Setiap elemen memiliki titik-titik simpul (Nodes), 

dimana potensial dihitung dan kemudian di interpolasi di seluruh elemen.  Metode 

FE cocok untuk daerah dengan topografi yang kompleks atau batas yang tidak 

beraturan (Looke, 2004). 

Untuk mendapatkan kesesuaian antara model teoritis (respon model) dan 

data lapangan, dilakukan proses coba-coba (trial and error) dengan cara mengubah 

nilai parameter modelnya. Istilah “Forward Modeling” tidak hanya mencakup 

perhitungan respon model tetapi juga merupakan proses coba-coba secara manual 

untuk mendapatkan model yang memberikan respon yang cocok dengan data 

lapangan. Penggunaan Forward Modeling dalam kasus ketika terdapat noise yang 

cukup besar lebih efektif digunakan (Grandis, 2009).  

 

• Dalam metode geolistrik, penerapan finite element dalam mencari potensial 

arus. 

Ketika ada sumber arus (𝐼) yang mengalir keluar atau masuk, maka untuk 

menghitung distribusi potensial (𝑉) dengan konduktivitas listrik (𝜎) tidak homogen, 

maka digunakan persamaan Poisson.  

∇(𝜎. ∇𝑉) = 𝐼 

Pada kenyataannya arus dialirkan melalui probe yang terbatas (arus dialirkan melalui 

suatu alat atau antarmuka fisik dengan ukuran dan bentuk tertentu bukan melalui titik 

yang benar-benar kecil atau tidak berdimensi). Untuk tujuan pemodelan, arus 

dianggap berasal dari sumber titik. Oleh karena itu, sumber arus dapat di jelaskan 

oleh fungsi delta Diract (𝛿) dan arus titik (𝐼) (Coggon, 1971). Jika A merupakan titik 

sumber arus, maka: 

∇(𝜎. ∇𝑉) = 𝐼𝛿(𝐴) 

Dimana (𝜎) merupakan konduktivitas dan ∇𝑉 ialah perubahan potensial. Maka 

dengan menerapkan transformasi Fourier Cosinus akan didapatkan nilai 

potensialnya. 
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𝑉(𝑥,𝑦,𝑘) = ∫ 𝑉𝑥,𝑦,𝑧  𝐶𝑜𝑠 (𝐾𝑧)𝑑𝑧
∞

0

 

Dengan menggunakan fungsi Bessel dengan pendekatan batas tak hingga, maka 

variasi potensial listrik pada penampang geolistrik 2D diberikan oleh: 

𝐹(𝑣) = ∫ [
1

2
𝜎 (∇𝑉)2 +

1

2
𝜎𝑘2𝑉2 − 𝐼𝛿(𝐴)𝑉 ]

Ω

𝑑Ω 

Daerah domain Ω didiskritisasi menjadi beberapa elemen berbentuk segiempat 

seperti pada gambar. Jumlah node total adalah 𝑛, maka integral domain 

Ω didekomposisi menjadi integral untuk setiap elemen 𝑒 (Cai dkk., 2007). 

𝐹(𝑣) = ∑ ∫
𝟏

𝟐
𝝈 (𝛁𝑽)𝟐

𝒆𝛀 
𝒅𝛀 + ∑ ∫

𝟏

𝟐
𝝈𝒌𝟐𝑽𝟐

𝒆𝛀 
𝒅𝛀 − ∑ ∫ 𝑰𝜹(𝑨)𝑽

𝒆𝛀 
𝒅𝛀 

 

Jika persamaan diatas diselesaikan pada setiap suku masing-masing maka; 

1. Suku pertama 

∑ ∫
𝟏

𝟐
𝝈 (𝛁𝑽)𝟐

𝒆𝛀 
𝒅𝛀 = ∑ ∫

1

2
𝜎 (

∂V

∂x
+

∂V

∂y
)

2

𝑒Ω 
𝑑𝑥𝑑𝑦 

• Apabila potensial (V) terhadap x diturunkan secara parsial maka 

∂V

∂x
= ∑

∂N1

∂x
𝑉1

𝑛

𝑖−1

   ; 𝑛 = 𝑛𝑜𝑑𝑒 

= (
∂N1

∂x
)

𝑇

𝑉𝑒 

Dengan 𝑉𝑒 = (𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4)
𝑇𝑑𝑎𝑛

∂N1

∂x
= (

∂N1

∂x
,
∂N2

∂x
,
∂N3

∂x
,
∂N4

∂x
)

𝑇

, 𝑚𝑎𝑘𝑎  

(
𝛛𝐕

𝛛𝐱
)

𝟐

= 𝑽𝒆
𝑻 (

𝛛𝐍

𝛛𝐱
)(

𝛛𝐍

𝛛𝐱
)

𝑻

𝑽𝒆 

(
∂V

∂x
)

2

= (𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4)
𝑇 (

∂N1

∂x
,
∂N2

∂x
,
∂N3

∂x
,
∂N4

∂x
) (

∂N1

∂x
,
∂N2

∂x
,
∂N3

∂x
,
∂N4

∂x
)

𝑇

(𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4)  
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• Apabila potensial (V) terhadap y diturunkan secara parsial maka 

∂V

∂y
= ∑

∂N1

∂y
𝑉1

𝑛

𝑖−1

   ; 𝑛 = 𝑛𝑜𝑑𝑒 

= (
∂N1

∂y
)

𝑇

𝑉𝑒 

Dengan 𝑉𝑒 = (𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4)
𝑇𝑑𝑎𝑛

∂N1

∂y
= (

∂N1

∂y
,
∂N2

∂y
,
∂N3

∂y
,
∂N4

∂y
)

𝑇

, 𝑚𝑎𝑘𝑎  

(
𝛛𝐕

𝛛𝐲
)

𝟐

= 𝑽𝒆
𝑻 (

𝛛𝐍

𝛛𝐲
)(

𝛛𝐍

𝛛𝐲
)

𝑻

𝑽𝒆 

(
∂V

∂y
)

2

= (𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4)
𝑇 (

∂N1

∂y
,
∂N2

∂y
,
∂N3

∂y
,
∂N4

∂y
) (

∂N1

∂y
,
∂N2

∂y
,
∂N3

∂y
,
∂N4

∂y
)

𝑇

(𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4)  

Dengan mensubtitusikan ke dalam persamaan awal pada suku pertama maka; 

 ∑ ∫
𝟏

𝟐
𝝈 (𝛁𝑽)𝟐

𝒆𝛀 
𝒅𝛀

= ∫
𝟏

𝟐
𝝈[𝑽𝒆

𝑻 (
𝛛𝐍

𝛛𝐱
) (

𝛛𝐍

𝛛𝐱
)

𝑻

𝑽𝒆 + 𝑽𝒆
𝑻 (

𝛛𝐍

𝛛𝐲
)(

𝛛𝐍

𝛛𝐲
)

𝑻

𝑽𝒆]
𝒆

𝒅𝒙𝒅𝒚 

Jika 𝝈 (
𝛛𝐍

𝛛𝐱
) (

𝛛𝐍

𝛛𝐱
)

𝑻

+ (
𝛛𝐍

𝛛𝐲
) (

𝛛𝐍

𝛛𝐲
)

𝑻

merupakan matriks maka [𝐾1𝑒] 

∑ ∫
1

2
𝜎 (∇𝑉)2

𝑒Ω 
𝑑Ω =

1

2
𝑉𝑒

𝑇[𝐾1𝑒]𝑉𝑒 

Dimana 

𝐾1𝑒 = ∫ ∑𝜎 [(
∂N

∂x
) (

∂N

∂x
)

𝑇

(
∂N

∂y
) (

∂N

∂y
)

𝑇

]

4

𝑖=1𝑒

𝑑𝑥𝑑𝑦 

= ∑{∫ ∫ 𝜎 [(
∂N

∂ξ
)

𝑇

(
∂N

∂ξ
) (

∂N

∂η
)

𝑇

(
∂N

∂η
)]

1

−1

1

−1

𝑑𝜉𝑑𝜂}

4

𝑖=1

 

= ∫ ∫ 𝜎 [(
∂N

∂ξ
)

𝑇

(
∂N

∂ξ
) (

∂N

∂η
)

𝑇

(
∂N

∂η
)]

1

−1

1

−1

𝑑𝜉𝑑𝜂 

𝑲𝟏𝒆 = 𝝈∫ ∫ [𝐁]𝐓[𝑩]
𝟏

−𝟏

𝟏

−𝟏

𝒅𝝃𝒅𝜼 

Untuk mendapatkan matriks [𝐵] atau shape funcation maka terlebih dahulu membuat 

fungsi uji linear menggunakan persamaan Polinomial Langrange lalu menurunkan 

fungsi uji tersebut terhadap arah 𝜉 dan 𝜂. 
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Langkah-langkah dalam menyelesaikan pemodelan kedepan menggunakan 

finite element adalah melakukan diskritisasi atau meshing, dalam satu domain dibagi 

menjadi beberapa elemen. Kemudian mencari pola dan bentuk distribusi 

menggunakan polynomial atau perpindahan dan turunannya pada setiap mesh untuk 

melihat perpindahan dari arah x dan y. Desain mesh yang digunkaan untuk 

komputasi sangatlah penting. Jumlah node menentukan tingkat resolusi spasial, 

karena itu pemilihan node memiliki dampak yang signifikan terhadap akurasi.  

Arah koordinat horizontal diwakili oleh 𝜉(𝑥𝑖) dan arah koordinat vertikal 

diwakili oleh 𝜂(𝑒𝑡𝑎). Setiap node memiliki 2 DOF (Degree of freedom/derajat 

kebebasan) yaitu node dapat mengalami perpindahan kearah x atau vertikal yang 

dinyatakan dalam (𝑢) dan perpindahan kearah y atau horizontal dinyatakan dalam 

(𝑣) seperti pada gambar. Dalam pendekatan linear 2D untuk perpindahan node 

(𝑢 𝑑𝑎𝑛 𝑣) dan shape function (𝑁) dinyatakan sebagai berikut: 

[
𝑢
𝑣
] = [

𝑁1 0 𝑁2

0 𝑁1 0
     

0 𝑁3 0
𝑁2 0 𝑁3

    
𝑁4 0
0 𝑁4

]

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑎1

𝑏1
𝑎2

𝑏2
𝑎3

𝑏3
𝑎4

𝑏4]
 
 
 
 
 
 
 

 

a. Shape Function (Fungsi Bentuk) 

Setiap node memiliki fungsi bentuk yang berbeda-beda, sehingga pada elemen 

dengan 4 node akan diperoleh 4 shape function juga. Untuk menghitung shape 

function setiap node dapat digunakan polynomial Langrange 2D (Xiong, 2022): 

𝑁𝑘 =
𝜉 − 𝜉𝑚

𝜉𝑘 − 𝜉𝑚
 𝑥

𝜂 − 𝜂𝑚

𝜂𝑘 − 𝜂𝑚
   

Dengan 𝑘 adalah titik node, dan 𝑚 adalah titik node yang terhubung dengan node 

yang dicari. 

• Shape function Node 1 

Pada node 1 memiliki DOF kearah x menuju node 2 dan kearah y menuju 

node 4 

𝑁1 =
𝜉−𝜉2

𝜉1−𝜉2
 𝑥

𝜂−𝜂4

𝜂1−𝜂4
 

𝑁1 =
𝜉 − 1

−1 − 1
 𝑥

𝜂 − 1

−1 − 1
 

𝑁1 =
−(1 − 𝜉)

−2
 𝑥

−(1 − 𝜂)

−2
 

𝑁1 =
(1 − 𝜉)(1 − 𝜂)

4
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• Shape function Node 2 

 Pada node 2 memiliki DOF kearah x menuju node 1 dan kearah y menuju 

node 3 

𝑁2 =
𝜉 − 𝜉1

𝜉2 − 𝜉1
 𝑥

𝜂 − 𝜂3

𝜂2 − 𝜂3
 

𝑁2 =
𝜉 − (−1)

−1 − (−1)
 𝑥

𝜂 − 1

−1 − 1
 

𝑁2 =
(1 + 𝜉)

2
 𝑥

−(1 − 𝜂)

−2
 

𝑁2 =
(1 + 𝜉)(1 − 𝜂)

4
 

 

 

 

• Shape function Node 3 

Pada node 3 memiliki DOF kearah x menuju node 4 dan kearah y menuju 

node 2 

 

𝑁3 =
(𝜉 − 𝜉4)(𝜂 − 𝜂2)

(𝜉3 − 𝜉4)(𝜂3 − 𝜂2)
 

𝑁3 =
𝜉 − (−1)

1 − (−1)
 𝑥

𝜂 − (−1)

1 − (−1)
 

𝑁3 =
(1 + 𝜉)

2
 𝑥

(1 + 𝜂)

2
 

𝑁3 =
(1 + 𝜉)(1 + 𝜂)

4
 

• Shape function Node 4 

Pada node 4 memiliki DOF kearah x menuju node 4 dan kearah y menuju 

node 

𝑁4 =
(𝜉−𝜉3)(𝜂−𝜂1)

(𝜉4−𝜉3)(𝜂4−𝜂1)
 

𝑁4 =
𝜉 − (−1)

1 − (−1)
 𝑥

𝜂 − (−1)

1 − (−1)
 

𝑁4 =
(1 + 𝜉)

2
 𝑥

(1 + 𝜂)

2
 

𝑁4 =
(1 + 𝜉)(1 + 𝜂)

4
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Jika dituliskan dalam bentuk matriks maka shape funcation pada setiap nodenya 

yaitu 

[𝑁] = [
𝑁1 0 𝑁2

0 𝑁1 0
     

0 𝑁3 0
𝑁2 0 𝑁3

    
𝑁4 0
0 𝑁4

] 

Dari shape function dapat dihitung matriks [𝐵] dengan mensubstitusi shape function 

setiap node.  

1. Dalam arah horizontal (𝜉) 

• Untuk 𝑁1 

𝜕𝑁1

𝜕𝜉
=

1
4

(1 − 𝜉)(1 − 𝜂)

𝜕𝜉
 

= 

1
4 (1 − 𝜂 − 𝜉 + 𝜉𝜂

𝜕𝜉
 

=
1

4
(0 − 0 − 1 + 𝜂) 

=
1

4
(−1 + 𝜂) 

• Untuk 𝑁2 

𝜕𝑁2

𝜕𝜉
=

1
4

(1 + 𝜉)(1 − 𝜂)

𝜕𝜉
 

= 

1
4 (1 − 𝜂 + 𝜉 − 𝜉𝜂

𝜕𝜉
 

=
1

4
(0 − 0 + 1 − 𝜂) 

=
1

4
(1 − 𝜂) 

• Untuk 𝑁3 

𝜕𝑁3

𝜕𝜉
=

1
4

(1 + 𝜉)(1 + 𝜂)

𝜕𝜉
 

= 

1
4 (1 + 𝜂 + 𝜉 + 𝜉𝜂

𝜕𝜉
 

=
1

4
(0 + 0 + 1 + 𝜂) 

=
1

4
(1 + 𝜂) 

 

• Untuk 𝑁4 

𝜕𝑁4

𝜕𝜉
=

1
4

(1 − 𝜉)(1 + 𝜂)

𝜕𝜉
 

= 

1
4 (1 + 𝜂 − 𝜉 − 𝜉𝜂

𝜕𝜉
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=
1

4
(0 + 0 − 1 − 𝜂) 

=
1

4
(−1 − 𝜂) 

 

2. Dalam arah vertikal (𝜂) 

• Untuk 𝑁1 

𝜕𝑁1

𝜕𝜂
=

1
4

(1 − 𝜉)(1 − 𝜂)

𝜕𝜂
 

= 

1
4 (1 − 𝜂 − 𝜉 + 𝜉𝜂

𝜕𝜂
 

=
1

4
(0 − 1 − 0 + 𝜉) 

=
1

4
(−1 + 𝜉) 

• Untuk 𝑁2 

𝜕𝑁2

𝜕𝜂
=

1
4

(1 + 𝜉)(1 − 𝜂)

𝜕𝜂
 

= 

1
4 (1 − 𝜂 + 𝜉 − 𝜉𝜂

𝜕𝜂
 

=
1

4
(0 − 1 + 0 − 𝜉) 

=
1

4
(−1 − 𝜉) 

 

• Untuk 𝑁3 

𝜕𝑁3

𝜕𝜂
=

1
4

(1 + 𝜉)(1 + 𝜂)

𝜕𝜂
 

= 

1
4 (1 + 𝜂 + 𝜉 + 𝜉𝜂

𝜕𝜂
 

=
1

4
(0 + 1 + 0 + 𝜉) 

=
1

4
(1 + 𝜉) 

• Untuk 𝑁4 

𝜕𝑁4

𝜕𝜂
=

1
4

(1 − 𝜉)(1 + 𝜂)

𝜕𝜂
 

= 

1
4 (1 + 𝜂 − 𝜉 − 𝜉𝜂

𝜕𝜂
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=
1

4
(0 + 1 − 0 − 𝜉) 

=
1

4
(1 − 𝜉) 

Substitusi ke dalam matriks [𝐵], sehingga diperoleh matriks [𝐵] sebagai berikut:  

[𝐵] =
1

4
[

(−1 + 𝜂) 0 (1 − 𝜂)
0 (−1 + 𝜉) 0

(−1 + 𝜉) (−1 + 𝜂) (−1 − 𝜉)
    

0 (1 + 𝜂) 0
(−1 − 𝜉) 0 (1 + 𝜉)
(1 − 𝜂) (1 + 𝜉) (1 + 𝜂)

    

(−1 − 𝜂) 0
0 (1 − 𝜉)

(1 − 𝜉) (−1 − 𝜂)
] 

Kemudian matriks [𝐵]𝑇 ditranspose kan, sehingga diperoleh:  

[𝐵]𝑇 =
1

4

[
 
 
 
 
 
 
 
 
(−1 + 𝜂) 0 (−1 + 𝜉)

0 (−1 + 𝜉) (−1 + 𝜂)
(1 − 𝜂) 0 (−1 − 𝜉)

0 (−1 − 𝜉) (1 − 𝜂)
(1 + 𝜂) 0 (1 + 𝜉)

0 (1 + 𝜉) (1 + 𝜂)
(−1 − 𝜂) 0 (1 − 𝜉)

0 (1 − 𝜉) (−1 − 𝜂)]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[𝐶]𝑇 =
1

4

[
 
 
 
 
 
 
 
 
(−1 + 𝜉)
(−1 + 𝜂)
(−1 − 𝜉)

(1 − 𝜂)
(1 + 𝜉)
(1 + 𝜂)
(1 − 𝜉)

(−1 − 𝜂)]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Dengan mensubtitusikannya ke dalam persamaan, maka didapatkan matriks 𝐾1𝑒. 

𝐾1𝑒 = 𝜎 ∫ ∫ [B]T[𝐵]
1

−1

1

−1

𝑑𝜉𝑑𝜂 

𝐾1𝑒 = 𝜎 ∫ ∫   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
(−1 + 𝜂) 0

0 (−1 + 𝜉)

(1 − 𝜂) 0

0 (−1 − 𝜉)

(1 + 𝜂) 0

0 (1 + 𝜉)

(−1 − 𝜂) 0

0 (1 − 𝜉) ]
 
 
 
 
 
 
 
 

1

−1

 [
(−1 + 𝜂) 0 (1 − 𝜂) 0 (1 + 𝜂) 0 (−1 − 𝜂) 0

0 (−1 + 𝜉) 0 (−1 − 𝜉) 0 (1 + 𝜉) 0 (1 − 𝜉)
] 

1

−1

𝑑𝜉𝑑𝜂 

Nilai konduktivitas dalam persamaan di dapatkan dari nilai konduktivitas titik datum 

untuk mendapatkan nilai pada setiap node nya. Jika mensubtitusikan semua 

persamaan ke dalam persamaan di suku pertama, maka akan menjadi : 

∑ ∫
1

2
𝜎 (∇𝑉)2

𝑒Ω 
𝑑Ω =

1

2
𝑉𝑒

𝑇

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫ ∫ 𝜎

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
𝜕𝑁1

𝜕𝜉
0

𝜕𝑁2

𝜕𝜉

0
𝜕𝑁1

𝜕𝜁
0

    

0
𝜕𝑁3

𝜕𝜉
0

𝜕𝑁2

𝜕𝜁
0

𝜕𝑁3

𝜕𝜁

    

𝜕𝑁4

𝜕𝜉
0

0
𝜕𝑁4

𝜕𝜁 ]
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑁1

𝜕𝜉
0

0
𝜕𝑁1

𝜕𝜁

𝜕𝑁2

𝜕𝜉
0

𝜕𝑁3

𝜕𝜉
0

𝜕𝑁4

𝜕𝜉
0

0
𝜕𝑁2

𝜕𝜁
0

𝜕𝑁3

𝜕𝜁
0

𝜕𝑁4

𝜕𝜁 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑦

−𝑦

𝑥

−𝑥

𝑑𝜉𝑑𝜁

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑉𝑒 
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Perkalian matriks suku pertama ini akan menghasilkan matriks 8x8 yang mewakili 

luasan area elemen 

 
2. Suku kedua 

∑ ∫
𝟏

𝟐
𝝈𝒌𝟐𝑽𝟐

𝒆𝛀 
𝒅𝛀 =

𝟏

𝟐
𝑽𝒆

𝑻 {∫ ∑𝑵𝒋𝝈𝒋(𝒌
𝟐𝑵𝑻𝑵)

𝟒

𝒋=𝟏𝒆

𝒅𝒙𝒅𝒚}𝑽𝒆 =
𝟏

𝟐
𝑽𝒆

𝑻𝑲𝒆𝟐𝑽𝒆 

𝑲𝒆𝟐 = ∫ ∑𝑵𝒋𝝈𝒋(𝒌
𝟐𝑵𝑻𝑵)𝒅𝒙𝒅𝒚

𝟒

𝒋=𝟏𝟐

 

𝑲𝒆𝟐 = ∫ ∫ [C]T[𝐶]
1

−1

1

−1

𝑑𝜉𝑑𝜂 

𝐾𝑒2

= ∫ ∫

[
 
 
 
 
 
 
 
 
(−1 + 𝜉)
(−1 + 𝜂)
(−1 − 𝜉)

(1 − 𝜂)
(1 + 𝜉)
(1 + 𝜂)
(1 − 𝜉)

(−1 − 𝜂)]
 
 
 
 
 
 
 
 

1

−1

1

−1

[(−1 + 𝜉) (−1 + 𝜂) (−1 − 𝜉) (1 − 𝜂) (1 + 𝜉) (1 + 𝜂) (1 − 𝜉) (−1 − 𝜂)]𝒅𝝃𝒅𝜻 

Perkalian matriks suku kedua akan menghasilkan matriks 8x8 yang mewakili luasan 

area elemen 

 
3. Suku ketiga 

∑ ∫ 𝑰𝜹(𝑨)𝑽
𝒆𝛀 

𝒅𝛀 =
𝟏

𝟐
𝑰 𝑽𝑨 = 𝑽𝑻𝑷 
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Pada persamaan ini dapat menghitung kontribusi batas antar elemen lainnya ketika 

medan listriknya mengalami perubahan secara signifikan. Pada persamaan ini pula 

diterapkan kondisi batas (boundry condition). 

Setelah didapatkan persamaan di setiap suku maka disubtitusikan ke dalam 

persamaan 4. dengan 𝐹(𝑉) = 0, maka  

𝐹(𝑉) =
1

2
𝑉𝑒

𝑡𝐾1𝑒𝑉𝑒 +
1

2
𝑉𝑒

𝑡𝐾2𝑒𝑉𝑒 − 𝑉𝑇𝑃 

= 𝑉𝑇𝐾 𝑉 − 𝑉𝑇𝑃 

= 𝐾𝑉 − 𝑃 

Dengan K adalah matriks orde 8x8 yang merupakan penjumlahan dari (𝐾1𝑒 + 𝐾2𝑒), 

V adalah vektor kolom yang merupakan potensial listrik dari semua titik elemen 

dalam domain wave number. Dengan F(V)= 0, maka  

𝐾𝑉 = 𝑃 

𝑉 = 𝐾−1𝑃 

{𝑉} = [𝐾1𝑒 + 𝐾2𝑒]
−1{𝑃} 

{𝑉} = [(𝜎∫ ∫ [𝐵]𝑇 [𝐵]
1

−1

1

−1

𝑑𝜉𝑑𝜂) + (∫ ∫ [C]T[𝐶]
1

−1

1

−1

𝑑𝜉𝑑𝜂)]

−1

{𝑃} 

Persamaan linear (𝐾𝑉 = 𝑃) diselesaikan untuk memperoleh potensial listrik (𝑉) dari 

setiap elemen dalam domain. 
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Lampiran 4 Faktor Geometeri Konfigurasi Gradient  

 

𝑟1 = 𝐴𝑀 = 𝑛𝑎 

𝑟2 = 𝑀𝐵 = (𝑠 + 1)𝑛𝑎 

𝑟3 = 𝐴𝑁 = 2𝑛𝑎 

𝑟4 = 𝑁𝐵 = 𝑠𝑛𝑎 

 

𝐾 = 2𝜋 ⌊(
1

𝑟1
−

1

𝑟2
) − (

1

𝑟3
−

1

𝑟4
)⌋

−1

 

𝐾 = 2𝜋 ⌊(
1

𝑛𝑎
−

1

(𝑠 + 1)𝑛𝑎
) − (

1

2𝑛𝑎
−

1

𝑠𝑛𝑎
)⌋

−1

 

𝐾 = 2𝜋 ⌊(
𝑠

(𝑠 + 1)𝑛𝑎
) − (

𝑠 − 2

2𝑠𝑛𝑎
 )⌋

−1

 

𝐾 = 2𝜋 ⌊(
2𝑠2

2(𝑠 + 1)𝑠𝑛𝑎
) − (

𝑠2 − 2 + 𝑠 − 2

2(𝑠 + 1)𝑠𝑛𝑎
)⌋

−1

 

𝐾 = 2𝜋 ⌊
2𝑠2 − (𝑠2 + 𝑠 − 2)

2(𝑠 + 1)𝑠𝑛𝑎
⌋

−1

 

𝐾 = 2𝜋 ⌊
𝑠2 + 𝑠 − 2

2(𝑠 + 1)𝑠𝑛𝑎
 ⌋

−1

 

𝐾 = 2𝜋 
2(𝑠 + 1)𝑠𝑛𝑎

𝑠2 + 𝑠 − 2
 

𝐾 =
4𝜋(𝑠 + 1)𝑠𝑛𝑎

𝑠2 + 𝑠 − 2
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Lampiran 5 Fotocore & Data Assay sebagai data pendukung dalam interpretasi  
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Lampiran 6 Pembuktian Rumus Geolistrik 
 
Potensial akibat arus tunggal di dalam bumi 
Ditinjau Laplacian dari koordinat bola (Bumi), dimana bumi dalam keadaan statis, 

sehingga hanya ditinjau fungsi jari-jari, maka sudut 𝜃 dan ∅ diabaikan. 

𝛁𝟐 =
𝝏

𝝏𝒓
+

𝟐

𝒓
+

𝝏

𝝏𝒓
+

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
) +

1

𝑟2 sin2 𝜃
(

𝜕2

𝜕∅2
) 

∇2=
𝑑

𝑑𝑟2
+

2

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
 

∇2𝑉 =
𝑑2𝑉

𝑑𝑟2
+

2

𝑟

𝑑𝑉

𝑑𝑟
 

Persamaan diatas dapat juga ditulis seperti dibawah ini 

∇2𝑉 =
1

𝑟2

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟2

𝑑𝑣

𝑑𝑟
) 

Karena ∇2𝑉 = 0, maka 

1

𝑟2

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟2

𝑑𝑉

𝑑𝑟
) = 0 

𝑟2 pindah ke ruas kanan, sehingga: 

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟2

𝑑𝑉

𝑑𝑟
) = 0. 𝑟2 

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟2

𝑑𝑉

𝑑𝑟
) = 0 

Kemudian di integralkan  

∫
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟2 𝑑𝑉

𝑑𝑟
) = ∫ 0, dimana 0 adalah konstanta 

𝑟2 𝑑𝑉

𝑑𝑟
= 𝐴 (konstanta) 

𝒅𝑽

𝒅𝒓
=

𝑨

𝒓𝟐
 

𝑑𝑉 =
𝐴

𝑟2
𝑑𝑟 

Kemudian diintegralkan lagi, sehingga 

∫𝑑𝑉 = ∫
𝐴

𝑟2
𝑑𝑟 

𝑉 = −
𝐴

𝑟
+ 𝐵 

Memasukkan syarat batas 𝑉 = 0 𝑘𝑒𝑡𝑖𝑘𝑎 𝑟 = ∞ , menjadi: 

0 = −
𝐴

 ∞ 
+ 𝐵 
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0 = 0 + 𝐵 

𝐵 = 0 →ketika syarat batas 𝑉 = 0. 𝑟 = ∞  

𝑽 = −
𝑨

𝒓
 

Karane yang ditinjau rapat arus (𝐽), diketahui  𝐽 =
𝐼

𝐴
. Karena yang ditinjau bola 

maka luas permukaan (𝐴) adalah 4𝜋𝑟2.  

𝐽 =
𝐼

4𝜋𝑟2
 

𝐽 = −𝜎∇𝑉 

𝐼 = 4𝜋𝑟2𝐽 

𝐼 = 4𝜋𝑟2(−𝜎∇𝑉) →   ∇𝑉 =
𝑑𝑉

𝑑𝑟
 

𝐼 = −4𝜋𝑟2𝜎
𝑑𝑉

𝑑𝑟
→   

𝑑𝑉

𝑑𝑟
=

𝐴

𝑟2
 

𝐼 = −4𝜋𝑟2𝜎
𝐴

𝑟2
 

𝐼 = −4𝜋𝜎𝐴 

𝐴 = −
𝐼

4𝜋𝜎
 

𝐴 = −
𝐼

4𝜋 (
1
𝜌) 

 

𝑨 = −
𝑰𝝆

𝟒𝝅
 

𝑉 = −
1

𝑟
(−

𝐼𝜌

4𝜋
) 

𝑽 = (
𝑰𝝆

𝟒𝝅
)
𝟏

𝒓
  

𝜌 =
4𝜋𝑟𝑉

𝐼
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Potensial akibat arus tunggal di permukaan bumi 

Udara di atas permukaan dianggap (𝜎 = 0) maka garis equipotensial membentuk 

setengah bola (𝐴 = 2𝜋𝑟2). 

𝐽 =
𝐼

𝐴
 

𝐽 =
𝐼

2𝜋𝑟2
 

𝐼 = 2𝜋𝑟2𝐽 

𝐼 = 2𝜋𝑟2(−𝜎∇𝑉) 

𝐼 = 2𝜋𝑟2 (−𝜎
dV

dr
) 

𝐼 = −2𝜋𝑟2𝜎
A

r2
 

𝐼 = −2𝜋𝜎𝐴 

𝐴 = −
𝐼

2𝜋𝜎
 

𝑨 = −
𝑰𝝆

𝟐𝝅
  

substitusi nilai 𝐴 = −
𝐼𝜌

2𝜋
 ke persamaan 𝑉 = −

𝑨

𝒓
  

𝑉 = −
1

𝑟
(−

𝐼𝜌

2𝜋
) 

𝑽 = (
𝑰𝝆

𝟐𝝅
)
𝟏

𝒓
 

𝜌 =
2𝜋𝑟𝑉

𝐼
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Potensial Listrik Yang Dipengaruhi oleh dua elektroda arus listrik  

dimana:  

𝑟1 = 𝐶1𝑃1 

𝑟2 = 𝐶1𝑃2 

𝑟3 = 𝐶2𝑃1 

𝑟4 = 𝐶2𝑃2 

karena 𝑉 = −
𝐴

𝑟
 dimana 𝐴 = −

𝐼𝜌

2𝜋
 

𝑉1 = −
𝐴1

𝑟1
 

𝑉1 = −
1

𝑟1
(−

𝐼𝜌

2𝜋
) 

𝑽𝟏 =
𝑰𝝆

𝟐𝝅
(
𝟏

𝒓𝟏
) 

𝑉2 = −
𝐴2

𝑟2
 

𝑉2 = −
1

𝑟2
(
𝐼𝜌

2𝜋
) 

𝑽𝟐 =
𝑰𝝆

𝟐𝝅
(
𝟏

𝒓𝟐
) 

𝑉 = 𝑉1 + 𝑉2 

𝑉 =
𝐼𝜌

2𝜋
(
1

𝑟1
) + (−

𝐼𝜌

2𝜋
)(

1

𝑟2
) 

𝑽 =
𝑰𝝆

𝟐𝝅
(

𝟏

𝒓𝟏
−

𝟏

𝒓𝟐
) 

𝑉𝑡 = 𝑉1 + 𝑉2  

𝑉𝑡 =
𝐼𝜌

2𝜋
(
1

𝑟3
) + (−

𝐼𝜌

2𝜋
)(

1

𝑟4
) 

𝑽𝒕 =
𝑰𝝆

𝟐𝝅
(
𝟏

𝒓𝟑
−

𝟏

𝒓𝟒
) 

∆𝑉 = 
𝑰𝝆

𝟐𝝅
(

𝟏

𝒓𝟏
−

𝟏

𝒓𝟐
) −

𝑰𝝆

𝟐𝝅
(

𝟏

𝒓𝟑
−

𝟏

𝒓𝟒
) 

∆𝑉 = 
𝑰𝝆

𝟐𝝅
(

𝟏

𝒓𝟏
−

𝟏

𝒓𝟐
−

𝟏

𝒓𝟑
+

𝟏

𝒓𝟒
) 


