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ABSTRAK 

 
Graf 𝐶𝑚⊙𝑃2 merupakan graf yang diperoleh dari hasil operasi korona dengan 

menggabungkan graf siklus berorde 𝑚 (𝐶𝑚)  untuk 𝑚 ≥ 3 dengan graf lintasan 

berorde 2 (𝑃2). Misalkan 𝐴(𝐶𝑚⊙𝑃2) adalah matriks ketetanggaan graf 𝐶𝑚⊙𝑃2. 

Matriks ketetanggaan graf 𝐶𝑚⊙𝑃2 dapat dinyatakan dalam bentuk matriks blok. 

Basis ruang eigen dari suatu nilai eigen (𝜆) pada matriks ketetanggaan graf 𝐶𝑚⊙

𝑃2 dinotasikan sebagai 𝐵𝑅𝐸(𝐶𝑚⊙𝑃2)𝜆. Adapun multisiplitas aljabar dan geometri 

dari matriks ketetanggaan graf 𝐶𝑚⊙𝑃2 dinotasikan sebagai 𝛼(𝜆) dan 𝛽(𝐵𝑅𝐸𝜆). 

Pada skripsi ini akan ditentukan pola umum dari basis ruang eigen dari matriks 

ketetangaan graf 𝐶𝑚⊙𝑃2. Dalam menentukan pola umum basis ruang eigen graf 

𝐶𝑚⊙𝑃2 nilai eigen yang digunakan berupa bilangan bulat, 𝜆 ∈ ℕ. Hasil yang 

diperoleh yaitu bentuk umum basis ruang eigen matriks ketetanggaan graf 𝐶𝑚⊙𝑃2 

untuk 𝑚 ≥ 3. 

Kata Kunci: Graf 𝐶𝑚⊙𝑃2, Matriks ketetangaaan, Matriks blok, Nilai eigen, Basis 

ruang eigen 
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ABSTRACT 

 
𝐶𝑚⊙𝑃2 graph is a graph obtained from the corona operation by combining a cycle 

graph of ordr 𝑚 (𝐶𝑚)  for 𝑚 ≥ 3 with a path graph of order 2 (𝑃2). Let 𝐴(𝐶𝑚⊙𝑃2) be 

the adjacency matrix of graph 𝐶𝑚⊙𝑃2. The adjacency matrix of graph 𝐶𝑚⊙𝑃2 can 

be expressed in block matrix form. The eigenbasis of an eigenvalue (𝜆) in the 

adjacency matrix of graph 𝐶𝑚⊙𝑃2 is denoted as 𝐵𝑅𝐸(𝐶𝑚⊙𝑃2)𝜆. The algebraic 

and geometric multiplicities of the adjacency matrix of graph 𝐶𝑚⊙𝑃2 are denoted 

as 𝛼(𝜆) and 𝛽(𝐵𝑅𝐸𝜆) respectively. In this thesis will determine the general pattern 

of the eigenbasis of the adjacency matrix of graph 𝐶𝑚⊙𝑃2. In determining the 

general pattern of the eigenbasis of graph 𝐶𝑚⊙𝑃2, the eigenvalues used are 

integers, 𝜆 ∈ ℕ. The result is the general form of the eigenbasis of the adjacency 

matrix of graph 𝐶𝑚⊙𝑃2 for 𝑚 ≥ 3. 

Keywords: Graph 𝐶𝑚⊙𝑃2, adjacency matrix, block matrix, eigenvalues, eigen 

basis 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang  

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu dalam matematika yang 

pertama kali diperkenalkan pada tahun 1736 oleh Leonard Euler, yang merupakan 

seorang matematikawan asal Swiss. Di dalam karya tulis yang berjudul “Solution 

Problematis and Geometriam Situs Pertinestis” Leonard Euler memperlihatkan 

solusi dari 7 buah jembatan yang ada di kota Königsberg melalui pembuktian 

sederhana. Walaupun karya tulis tersebut tidak ditulis dalam bahasa graf, tetapi 

secara teoritis konsep dasar lahirnya teori graf adalah melalui karyanya. 

Dengan pesatnya perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi, teori graf 

banyak didukung oleh berbagai cabang ilmu matematika lain salah satunya yaitu 

bidang aljabar. Kedua cabang ilmu tersebut, dapat dihubungkan dengan mengkaji 

suatu graf melalui sifat-sifat aljabar yaitu representasi graf dalam suatu matriks. 

Bermacam-macam cara yang dapat digunakan untuk memecahkan masalah-

masalah terkait teori graf, salah satunya yaitu menentukan matriks ketetanggaan 

pada suatu graf. 

Matriks ketetanggaan adalah salah satu matriks yang diperoleh dari 

merepresentasikan suatu graf dengan cara melihat hubungan antar titik yang ada 

pada suatu graf [1]. Terdapat beberapa teori yang menerapkan konsep matriks 

ketetanggaan salah satunya ialah mencari basis ruang eigen suatu graf. 

Teori basis ruang eigen suatu graf merupakan penghubung yang 

mempertemukan teori graf dan aljabar linear. Lebih spesifiknya basis ruang eigen 

suatu graf merupakan cabang ilmu teori graf yang membahas sifat-sifat graf yang 

berkaitan dengan nilai eigen, vektor eigen, spektrum, polynomial karakteristik, dan 

matriks ketetanggaan. 

Dalam teori graf, penelitian mengenai basis ruang eigen suatu graf 

merupakan bahasan yang masih jarang. Oleh sebab itu, dalam penelitian ini penulis 

tertarik untuk meneliti Basis Ruang Eigen Graf 𝐶𝑚⊙𝑃2 yang telah diperoleh dari 

hasil operasi korona antara Graf Siklus (𝐶𝑚) dengan Graf Lintasan (𝑃2) yang 

dikemas dalam judul “Basis Ruang Eigen Matriks Ketetanggaan Graf 𝑪𝒎⊙𝑷𝟐”. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang maka dari graf 𝐶𝑚⊙𝑃2 akan diperoleh matriks 

ketetanggaan. Ada beberapa nilai eigen yang berbeda dari matriks ketetanggaan, 

setiap nilai eigen yang berbeda terkait dengan suatu ruang eigennya. Masalah 

yang akan dibahas adalah menetapkan bentuk umum basis dari ruang eigen 

matriks ketetanggaan pada graf 𝐶𝑚⊙𝑃2. 

1.3 Batasan Masalah 

Pada penelitian ini ada beberapa ruang eigen dari matriks ketetanggaan, 

maka basis ruang eigen pada graf 𝐶𝑚⊙𝑃2 yang dicari akan dibatasi pada ruang 
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eigen tertentu saja dalam hal ini yaitu 𝐶𝑚⊙𝑃2 dengan 𝑚 ≥ 3 serta nilai eigen yang 

digunakan hanya bilangan bulat. 

1.4 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan masalah yang diangkat, adapun tujuan dari penelitian yang 

dilakukan adalah menetapkan bentuk basis dari ruang eigen matriks ketetanggaan 

pada graf 𝐶𝑚⊙𝑃2. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah: 

1. Menambah wawasan peneliti mengenai graf khusunya basis ruang eigen 

matriks ketetanggaan graf  𝐶𝑚⊙𝑃2.  

2. Sebagai media bagi peneliti untuk mengaplikasikan ilmu matematika yang telah 

diterima dalam bidang keilmuan. 

3. Menjadi pustaka bagi matematikawan yang berminat melakukan penelitian 

mengenai basis ruang eigen matriks ketetanggaan. 

 

1.6 Landasan Teori 

Berdasarkan masalah yang diangkat berikut merupakan landasan teori yang 

relevan terhadap penelitian yang akan digunakan dalam bab hasil dan 

pembahasan. 

1.6.1 Teori Graf 

Definisi 1.6.1.1 Graf adalah pasangan himpunan (𝑉, 𝐸) dengan 𝑉 adalah himpunan 

diskrit yang anggota-anggotanya disebut titik, dan 𝐸 adalah himpunan dari 

pasangan anggota-anggota 𝑉 yang disebut sisi. 

Berdasarkan definisi 1.6.1.1, himpunan 𝑉 disebut titik (vertex set), dan 𝐸 

disebut himpunan sisi (edge set). Kadang-kadang ada yang menyebut titik sebagai 

noktah (point) dan sisi sebagai busur, rusuk, atau garis (line). Jika graf (𝑉, 𝐸) 

dinotasikan 𝐺, dengan kata lain 𝐺 = (𝑉, 𝐸), maka 𝑉 = 𝑉(𝐺)  dan 𝐸 = 𝐸(𝐺), 

sehingga graf 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)). Secara metematika definisi tersebut dapat ditulis 

graf 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)), dengan 𝑉(𝐺) = {𝑢: 𝑢 𝑑𝑖𝑠𝑒𝑏𝑢𝑡 𝑡𝑖𝑡𝑖𝑘} dan 𝐸(𝐺) = {(𝑢, 𝑣): 𝑢, 𝑣 ∈

𝑉(𝐺)}, dengan (𝑢, 𝑣) disebut sisi, rusuk atau garis [2] 

 

 

Gambar 1. 1 graf G 

𝑢 

𝑣 𝑤 
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Pada gambar 1.1. sebuah graf 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) dimana himpunan titiknya adalah 

𝑉(𝐺) = {𝑢, 𝑣, 𝑤} serta himpunan sisi dari pasangan titik-titik graf yang saling 

terhubung adalah 𝐸(𝐺) = {𝑢𝑣, 𝑢𝑣, 𝑣𝑤, 𝑢𝑤}. 

 

1.6.2 Terminologi Graf 

Dalam teori  graf terdapat beberapa terminologi yang berkaitan dengan graf. 

Berikut beberapa definisi dari terminologi dalam teori graf yang relevan terhadap 

pembahasan dari penelitian ini. 

 

Definisi 1.6.2.1 Sisi 𝑒 = 𝑢𝑣 dikatakan menghubungkan titik 𝑢 dan 𝑣. Jika 𝑒 = 𝑢𝑣 

adalah sisi di graf 𝐺, maka 𝑢 dan 𝑣 disebut bertetangga (adjacent). Selanjutnya sisi 

e dikatakan terkait (incident) dengan titik 𝑢 dan 𝑣 [3].  

 
Gambar 1. 2 Graf 𝑮 

 Pada gambar 1.2 graf 𝐺 titik 𝑣1 bertetangga dengan titik 𝑣2 dan 𝑣3, tetapi 

titik 𝑣1 tidak bertetangga dengan titik 𝑣4. Sisi (𝑣2, 𝑣3) bersisian dengan dengan 𝑣2 

dan 𝑣3, sisi (𝑣2, 𝑣4) bersisian dengan titik 𝑣2 dan 𝑣4, tetapi sisi (𝑣1, 𝑣2) tidak bersisian 

dengan titik 𝑣4. 

Definisi 1.6.2.2 Derajat suatu titik pada graf adalah jumlah sisi yang bersisian 

dengan titik tersebut. 𝑑(𝑣) adalah notasi dari derajat suatu titik pada graf [4]. 

Contoh 1.6.2.2 Dapat dilihat pada gambar 2.2 derajat dari graf 𝐺 untuk semua titik 

adalah sebegai berikut. 

𝑑(𝑣1) = 𝑑(𝑣4) = 2  

𝑑(𝑣2) = 𝑑(𝑣3) = 3 

1.6.3 Operasi Korona pada Graf 

Dalam penelitian ini penulis akan menggunakan opersai korona pada graf, 

definisi dari operasi korona pada graf dapat ditulis sebagai berikut. 

𝑣1 

𝑣2 𝑣3 

𝑣4 

𝐺: 
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Definisi 1.6.3.1 Misalkan 𝐺 graf terhubung berorde 𝑛 dan 𝐻 graf terhubung berorde 

𝑚. Graf korona 𝐺 dan 𝐻 dinotasikan 𝐺 ⊙𝐻 adalah menggandakan graf 𝐻 

sebanyak 𝑛 kali, namakan 𝐻1, 𝐻2, . . . , 𝐻𝑛, dan mengaitkan setiap titik 𝑣𝑖 di 𝐺 dengan 

setiap titik di graf 𝐻𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 [2]. 

Contoh 1.6.3.1 Diberikan graf 𝐺 dan graf 𝐻 seperti pada gambar berikut. 

 

 

 

 
 

Gambar 1. 3 Graf 𝑮 dan 𝑯 

Karena graf 𝐺 mempunyai 2 titik, graf 𝐻 digandakan sebanyak 3 kali dan setiap titik 

di 𝐻 dikaitkan dengan titik-titik di 𝐺. Maka hasil korona seperti berikut. 

 
Gambar 1. 4 Graf Korona 𝑮⊙𝑯 

 

1.6.4 Jenis-Jenis Graf 

Berikut merupakan definisi jenis-jenis graf yang relevan terhadap penelitian ini. 

 

Definisi 1.6.4.1 Graf sederhana 𝐺 adalah pasangan (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)), dimana 𝑉(𝐺) 

adalah himpunan diskrit berhingga dan tidak kosong, yang anggota disebut titik 

(vertex), dan 𝐸(𝐺) adalah himpunan pasangan-pasangan tak terurut dan berbeda 

dari anggota-anggota 𝑉(𝐺) yang disebut sisi (edge) [2]. 

 

  

  
  

𝑝1,1 𝑝1,2 

𝑝2,1 

𝑝2,2 

𝑝3,2 

𝑝3,1 

𝑐1 

𝑐2 𝑐3 

𝐺 ⊙ 𝐻 

𝑃1 𝑃2 

𝑐1 

𝑐2 𝑐3 

𝐺: 𝐻: 
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Gambar 1. 5  Graf 𝑮 sederhana 

Pada gambar 1.5 dapat dilihat bahwa 𝑉(𝐺) tidak kosong dan berhingga 

serta untuk setiap 𝑢𝑣 di 𝐸(𝐺), 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 𝑑𝑎𝑛 𝑢 ≠ 𝑣. Jadi graf 𝐺 merupakan salah satu 

contoh graf sederhana. 

 

Definisi 1.6.4.2 Lintasan pada graf 𝐺 adalah barisan titik dan sisi 

𝑣1, 𝑒1, 𝑣2, 𝑒2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛−1, 𝑒𝑛−1, 𝑣𝑛 dengan 𝑒𝑖 = 𝑣𝑖+1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1. Graf  yang hanya 

terdiri dari satu lintasan disebut Graf Lintasan dan dinotasikan 𝑃𝑛 apabila berorde 𝑛 

[2]. 

 
 

Gambar 1. 6 Graf 𝑷𝟒 

 Pada gambar 1.6 merupakan graf lintasan yang berorde 4 atau disebut 𝑃4. 

 

Definisi 1.6.4.3 Siklus pada suatu graf adalah struktur khusus dari graf yang 

memuat 𝑛 titik dimana 𝑛 ≥ 3,  yaitu 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛 dan sisi 

{𝑣1, 𝑣2}, {𝑣2, 𝑣3}, … , {𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛}, dan {𝑣𝑛, 𝑣1}.  Jika 𝑛 adalah bilangan genap, siklus 

tersebut dinamakan siklus genap (even cycle). Sedangkan, jika 𝑛 ganjil, siklus 

tersebut dinamakan siklus ganjil (odd cycle). Graf yang memuat tepat satu siklus 

disebut sebagai graf siklus dan dinotasikan 𝐶𝑛 dengan 𝑛 ≥ 3. [5] 

 
Gambar 1. 7  Graf  𝑪𝟑 

Pada gambar 1.7 merupakan graf siklus yang berorde 3 atau disebut 𝐶3. 

𝑢 

𝑣 𝑤 

𝑥 

𝐺: 

𝑣1 

𝑣2 𝑣3 
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Definisi 1.6.4.4 Graf 𝐶𝑚⊙𝑃2 merupakan graf yang diperoleh dari hasil operasi 

korona dengan menggabungkan graf siklus berorde 𝑚 (𝐶𝑚)  untuk 𝑚 ≥ 3 dengan 

graf lintasan berorde 2 (𝑃2). 

Contoh 1.6.4.4 Gambar dibawah ini merupakan graf 𝐶4⊙𝑃2. 

 

Gambar 1. 8  Graf 𝑪𝟒⨀𝑷𝟐 

 Pada Gambar 1.8 merupakan graf hasil operasi korona dari graf siklus 

yang berorde 4 (𝐶4)  dengan graf lintasan yang berorde 2 (𝑃2). 

 

1.6.5 Matriks 

Berikut merupakan definisi matriks, matriks ketetangaan, determinan matriks, 

dan matriks blok yang revelan terhadap penelitian ini. 

 

Definisi 1.6.5.1 Matriks adalah bilangan-bilangan yang disusun dalam bentuk 

persegi panjang. Penyusunan bilangan-bilangan dalam bentuk persegi panjang 

biasanya secara horizontal dan vertikal. Susunan bilangan-bilangan horizontal 

disebut baris dan susunan bilangan-bilangan vertikal disebut kolom dari mariks. 

Setiap  bilangan yang disusun disebut elemen matrik [6] 

  

Definisi 1.6.5.2 Matriks ketetanggaan untuk suatu graf dengan 𝑛 titik didefinisikan 

sebagai 𝐴𝑛×𝑛 = |𝑎𝑖𝑗| dimana 𝑎𝑖𝑗 bernilai 1 jika titik 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑗 bertetangga, dan 

bernilai 0 jika titik 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑗 tidak bertetangga [3]. 

𝑎𝑖𝑗 = {
1, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑣𝑖  𝑑𝑎𝑛 𝑣𝑗  𝑏𝑒𝑟𝑡𝑒𝑡𝑎𝑛𝑔𝑔𝑎

0, 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎.
 

Contoh 1.6.5.2 Pada gambar 1.2, graf 𝐺 jika dicari matriks ketetanggaannya maka 

hasilnya sebagai berikut. 

     𝑣1 𝑣2 𝑣3 𝑣4 
𝑣1
𝑣2
𝑣3
𝑣4

[

0
1
1
0

     

1
0
1
1

     

1
1
0
1

    

0
1
1
0

] 

  

    

  
  

𝐶1 

𝐶2 
𝐶3 

𝐶4 

𝑃1,1 𝑃2,1 

𝑃1,2 

𝑃2,2 

𝑃1,3 𝑃2,3 

𝑃1,4 

𝑃2,4 
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Definisi 1.6.5.3 Determinan matriks 𝐴 adalah selisih antara perkalian elemen-

elemen pada diagonal utama dengan perkalian elemen-elemen pada diagonal 

sekunder. Determinan dari matriks 𝐴 dinotasikan dengan 𝑑𝑒𝑡(𝐴) [7]. Jika matriks 𝐴 

berukuran 𝑛 × 𝑛, determinan matriks 𝐴 didefinisikan sebagai berikut. 

Contoh 1.6.5.3 Misalkan sebuah matriks sebagai berikut 

𝐴 = [
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

] 

Maka determinan dari matriks 𝐴 adalah 𝑑𝑒𝑡 (𝐴) = 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21. 

 

Definisi 1.6.5.4 Matrks blok atau matriks partisi adalah matriks yang dipartisi atau 

diblok menjadi beberapa matriks yang ukurannya lebih kecil dengan memasukkan 

garis horizantal dan vertikal antara baris dan kolom matriks. Matriks-matriks yang 

ukurannya kecil hasil partisi matriks disebut submatriks [8]. 

Contoh 1.6.5.4 Diberikan sebuah matriks 𝐵, tentukan matriks blok 2 × 2 

𝐵 = [ 

1
1
3
3

  

2
5
3
3

  

2
5
4
6

  

7
2
5
7

 ] 

Selanjutnya akan di blok menjadi matriks 2 × 2 sebagai berikut. 

𝐵 = [ 
𝐵11 𝐵12
𝐵21 𝐵22

 ] 

Dengan, 

𝐵11 = [
1 2
1 5

], 𝐵12 = [
2 7
6 2

], 𝐵21 = [
3 3
3 3

], 𝐵22 = [
4 5
6 7

]. 

 

1.6.6 Nilai Eigen dan Vektor Eigen 

Berikut merupakan definisi nilai eigen dan vektor eigen serta definisi 

multisiplitas aljabar dan geometri yang relevan terhadap penelitian ini. 

Definisi 1.6.6.1 Jika 𝐴 adalah sebuat matriks 𝑛 × 𝑛, maka sebuah vektor bukan nol 

x pada ℝ𝑛 disebut vektor eigen (eigenvector) dari 𝐴 jika 𝐴𝑥 merupakan sebuah 

kelipatan skalar dari 𝑥; dimana 

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 

Untuk skalar sebarang 𝜆, skalar 𝜆 disebut nilai eigen (eigenvalue) dari 𝐴 dan 𝑥 

disebut sebagai vektor eigen (eigenvector) dari 𝐴 yang terkait dengan 𝜆. Nilai eigen 

dapat diperoleh dengan menentukan persamaan karakteristik terlebih dahulu 

sebagai berikut. 

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 

Kemudian didapatkan nilai 𝜆 yang disebut nilai eigen [9]. 

Contoh 1.6.6.1 Diketahui sebuah vektor 𝐴, tentukan nilai eigen dari matriks 

tersebut. 

𝐴 = [
2 3
0 2

] 

 Persamaan karakteristik dari 𝐴 adalah det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 

𝑑𝑒𝑡 |[
2 3
0 2

] − [
𝜆 0
0 𝜆

]| = 𝑑𝑒𝑡 |[
2 − 𝜆 3
0 2 − 𝜆

]| 
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Sehingga persaamaan karakteristik dari 𝐴 yang diperoleh ialah 

(2 − 𝜆)(2 − 𝜆) − 0 = 0  

𝜆 − 2 = 0  

𝜆 = 2 

Maka nilai eigen dari matriks 𝐴 adalah 2. 

 

Definisi 1.6.6.2 Misal 𝜆1 adalah suatu nilai eigen dari suatu matriks 𝐴. Multiplisitas 

aljabar dari 𝜆1 adalah banyaknya 𝜆1 sebagai akar persamaan polinomial 𝐴. 

Sedangkan multiplisitas geometri 𝜆1 adalah dimensi ruang eigen yang bersesuaian 

dengan nilai eigen 𝜆1 [10]. 

Contoh 1.6.6.2 Pada Gambar 1.4 akan dicari multiplisitas grafnya. Berdasarkan 

gambar tersebut maka matriks ketetanggaan yang diperoleh sebagai berikut.  

𝐴(𝐶3⊙𝑃2) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
0
1
1
1
1
0
0
0
0

  

1
0
1
0
0
1
1
0
0

  

1
1
0
0
0
0
0
1
1

  

1
0
0
0
1
0
0
0
0

  

1
0
0
1
0
0
0
0
0

  

0
1
0
0
0
0
1
0
0

  

0
1
0
0
0
1
0
0
0

  

0
0
1
0
0
0
0
0
1

  

0
0
1
0
0
0
0
1
0]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Kemudian setelah mendapatkan bentuk matriks ketetanggaan dari graf diatas, 

selanjutnya akan dicari nilai eigen dari matriks tersebut sebagai berikut. 

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 

𝑑𝑒𝑡

(

 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
0
1
1
1
1
0
0
0
0

  

1
0
1
0
0
1
1
0
0

  

1
1
0
0
0
0
0
1
1

  

1
0
0
0
1
0
0
0
0

  

1
0
0
1
0
0
0
0
0

  

0
1
0
0
0
0
1
0
0

  

0
1
0
0
0
1
0
0
0

  

0
0
1
0
0
0
0
0
1

  

0
0
1
0
0
0
0
1
0]
 
 
 
 
 
 
 
 

− 𝜆

[
 
 
 
 
 
 
 
 
1
0
0
0
0
0
0
0
0

  

0
1
0
0
0
0
0
0
0

  

0
0
1
0
0
0
0
0
0

  

0
0
0
1
0
0
0
0
0

  

0
0
0
0
1
0
0
0
0

  

0
0
0
0
0
1
0
0
0

  

0
0
0
0
0
0
1
0
0

  

0
0
0
0
0
0
0
1
0

  

0
0
0
0
0
0
0
0
1]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

)

 
 
 
 
 
 

= 0 

𝑑𝑒𝑡

[
 
 
 
 
 
 
 
 
−𝜆
1
1
1
1
0
0
0
0

  

1
−𝜆
1
0
0
1
1
0
0

  

1
1
− 𝜆
0
0
0
0
1
1

  

1
0
0
−𝜆
1
0
0
0
0

  

1
0
0
1
−𝜆
0
0
0
0

  

0
1
0
0
0
−𝜆
1
0
0

  

0
1
0
0
0
1
−𝜆
0
0

  

0
0
1
0
0
0
0
−𝜆
1

  

0
0
1
0
0
0
0
1
−𝜆]
 
 
 
 
 
 
 
 

= 0 

Dengan menggunakan software MATLAB, diperoleh persamaan polynomial 

karakteristik sebagai berikut. 

 

−𝜆9 + 12𝜆7 + 8𝜆6 − 42𝜆5 − 48𝜆4 + 36𝜆3 + 72𝜆2 + 27𝜆 = 0 
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Dari persamaan tersebut diperoleh juga nilai eigennya yaitu 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆3 =

−1, 𝜆4 = 0, 𝜆5 = 3, 𝜆6 = 𝜆7 = √3, 𝜆8 = 𝜆9 = −√3.  

Berdasarkan nilai eigen yang telah diperoleh maka multiplisitas aljabar yang 

didapatkan yaitu 𝛼(−1) = 3, 𝛼(0) = 1, 𝛼(3) = 1, 𝛼(√3) = 2, dan  𝛼(−√3) = 2. 

 

1.6.7 Basis Ruang Eigen 

Berikut definisi beserta contoh basis ruang eigen yang relevan terhadap 

penelitian ini. 

Definisi 1.6.7.1 Berdasarkan pada definisi 1.6.6.1 vektor eigen merupakan vektor 

bukan nol 𝒙 yang memenuhi persamaan 𝑨𝒙 = 𝝀𝒙. Vektor eigen yang terkait dengan 

𝝀 adalah vektor bukan nol dalam ruang solusi (𝑨 − 𝝀𝑰)𝒙 = 𝟎. Ruang solusi ini 

merupakan sebagai ruang eigen (eigenspace) dari matriks 𝑨 yang terkait 𝝀 [9]. 

Contoh 1.6.7.1 Berdasarkan contoh 1.6.6.2 yang telah diperoleh nilai eigennya 

yaitu sebagai berikut. 

𝜆1 = −1, 𝜆2 = −1,  𝜆3 = −1, 𝜆4 = 0, 𝜆5 = 3, 𝜆6 = √3, 𝜆7 = √3, 𝜆8 = −√3, 𝜆9 =

−√3. 

 Pertama-tama akan dicari basis dari ruang vektor eigen untuk 𝜆 = −1 pada graf 

𝐶3⊙𝑃2  dengan memsubtitusikan nilai eigen  ke dalam persamaan (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥 =

0, maka diperoleh sebagai berikut. 

(𝐴(𝐶3⊙𝑃2) − (−1)𝐼)𝑥 = 0 

(

 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
0
1
1
1
1
0
0
0
0

  

1
0
1
0
0
1
1
0
0

  

1
1
0
0
0
0
0
1
1

  

1
0
0
0
1
0
0
0
0

  

1
0
0
1
0
0
0
0
0

  

0
1
0
0
0
0
1
0
0

  

0
1
0
0
0
1
0
0
0

  

0
0
1
0
0
0
0
0
1

  

0
0
1
0
0
0
0
1
0]
 
 
 
 
 
 
 
 

− (−1)

[
 
 
 
 
 
 
 
 
1
0
0
0
0
0
0
0
0

  

0
1
0
0
0
0
0
0
0

  

0
0
1
0
0
0
0
0
0

  

0
0
0
1
0
0
0
0
0

  

0
0
0
0
1
0
0
0
0

  

0
0
0
0
0
1
0
0
0

  

0
0
0
0
0
0
1
0
0

  

0
0
0
0
0
0
0
1
0

  

0
0
0
0
0
0
0
0
1]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

)

 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8
𝑥9]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
1
1
1
1
1
0
0
0
0

  

1
1
1
0
0
1
1
0
0

  

1
1
1
0
0
0
0
1
1

  

1
0
0
1
1
0
0
0
0

  

1
0
0
1
1
0
0
0
0

  

0
1
0
0
0
1
1
0
0

  

0
1
0
0
0
1
1
0
0

  

0
0
1
0
0
0
0
1
1

  

0
0
1
0
0
0
0
1
1]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8
𝑥9]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Dengan menggunakan Metode Gauss-Jordan pada software MATLAB, 

diperoleh matriks bentuk eselon baris tereduksi sebagai berikut. 
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[
 
 
 
 
 
 
 
 
1
0
0
0
0
0
0
0
0

  

0
1
0
0
0
0
0
0
0

  

0
0
1
0
0
0
0
0
0

  

0
0
0
1
0
0
0
0
0

  

0
0
0
1
0
0
0
0
0

  

0
0
0
0
1
0
0
0
0

  

0
0
0
0
1
0
0
0
0

  

0
0
0
0
0
1
0
0
0

  

0
0
0
0
0
1
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8
𝑥9]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian di peroleh 

𝑥8 + 𝑥9 = 0,𝑥6 + 𝑥7 = 0, 𝑥4 + 𝑥5 = 0, 𝑥3 = 0, 𝑥2 = 0, 𝑥1 = 0 

𝑥8 = −𝑥9 𝑥6 = −𝑥7 𝑥4 = −𝑥5 

Misalkan 𝑥5 = 𝑎1, 𝑥7 = 𝑎2, 𝑥9 = 𝑎3 dengan 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3  ∈ ℝ, maka vektor eigen 

yang bersesuaian dengan 𝜆 = −1 dapat dituliskan sebagai berikut. 

𝑥8 = −𝑎3 𝑥6 = −𝑎2 𝑥4 = −𝑎1 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8
𝑥9]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
−𝑎1
𝑎1
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
−𝑎2
𝑎2
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
−𝑎3
𝑎3 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

= 𝑎1

[
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
−1
1
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

+ 𝑎2

[
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
−1
1
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

+ 𝑎3

[
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
−1
1 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

,   

𝑎1, 𝑎2, 𝑎3  ∈ ℝ 

Dari vekor eigen yang telah diperoleh maka dapat ditulis sebagai berikut. 

𝐵𝑅𝐸(𝐶3⊙𝑃2)𝜆=−1 =

{
 
 
 
 

 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
−1
1
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
−1
1
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
−1
1 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

}
 
 
 
 

 
 
 
 

 

Sehingga diperoleh basis untuk ruang eigen yang bersesuaian dengan  𝜆 = −1 

untuk graf 𝐶3⊙𝑃2 serta multiplisitas geometrinya (𝛽) adalah 3. 
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 Setalah mencari basis ruang eigen untuk 𝜆 = −1, selanjutnya akan dicari basis 

ruang eigen dari ruang vektor eigen untuk 𝜆 = 3 pada graf 𝐶3⊙𝑃2 dengan 

mensubtitusikan nilai eigen ke dalam (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0 yang diperoleh sebagai 

berikut. 

(𝐴(𝐶3⊙𝑃2) − (3)𝐼)𝑥 = 0 

(

 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
0
1
1
1
1
0
0
0
0

  

1
0
1
0
0
1
1
0
0

  

1
1
0
0
0
0
0
1
1

  

1
0
0
0
1
0
0
0
0

  

1
0
0
1
0
0
0
0
0

  

0
1
0
0
0
0
1
0
0

  

0
1
0
0
0
1
0
0
0

  

0
0
1
0
0
0
0
0
1

  

0
0
1
0
0
0
0
1
0]
 
 
 
 
 
 
 
 

− (3)

[
 
 
 
 
 
 
 
 
1
0
0
0
0
0
0
0
0

  

0
1
0
0
0
0
0
0
0

  

0
0
1
0
0
0
0
0
0

  

0
0
0
1
0
0
0
0
0

  

0
0
0
0
1
0
0
0
0

  

0
0
0
0
0
1
0
0
0

  

0
0
0
0
0
0
1
0
0

  

0
0
0
0
0
0
0
1
0

  

0
0
0
0
0
0
0
0
1]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

)

 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8
𝑥9]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
−3
1
1
1
1
0
0
0
0

  

1
−3
1
0
0
1
1
0
0

  

1
1
−3
0
0
0
0
1
1

  

1
0
0
−3
1
0
0
0
0

  

1
0
0
1
−3
0
0
0
0

  

0
1
0
0
0
−3
1
0
0

  

0
1
0
0
0
1
−3
0
0

  

0
0
1
0
0
0
0
−3
1

  

0
0
1
0
0
0
0
1
−3]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8
𝑥9]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Dengan menggunakan Metode Gauss-Jordan pada software MATLAB, 

diperoleh matriks bentuk eselon baris tereduksi sebagai berikut. 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
1
0
0
0
0
0
0
0
0

  

0
1
0
0
0
0
0
0
0

  

0
0
1
0
0
0
0
0
0

  

0
0
0
1
0
0
0
0
0

  

0
0
0
0
1
0
0
0
0

  

0
0
0
0
0
1
0
0
0

  

0
0
0
0
0
0
1
0
0

  

0
0
0
0
0
0
0
1
0

  

−2
−2
−2
−1
−1
−1
−1
−1
0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8
𝑥9

 

]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

 

0
0
0
0
0
0
0
0
0

 

]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Kemudian misalkan 𝑥9 = 𝑏 dengan 𝑏 ∈ ℝ maka diperoleh 

𝑥8 − 𝑥9 = 0, 𝑥7 − 𝑥9 = 0, 𝑥6 − 𝑥9 = 0, 𝑥5 − 𝑥9 = 0, 𝑥4 − 𝑥9 = 0  

𝑥8 = 𝑏 𝑥7 = 𝑏  𝑥6 = 𝑏  𝑥5 = 𝑏  𝑥4 = 𝑏 

 

𝑥3 − 2𝑥9 = 0, 𝑥2 − 2𝑥9 = 0, 𝑥1 − 2𝑥9 = 0, 

𝑥3 = 2𝑏         𝑥2 = 2𝑏   𝑥1 = 2𝑏 
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Verktor eigen  yang bersesuaian dengan 𝜆 = 3 dapat ditulis sebagai berikut. 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6
𝑥7
𝑥8
𝑥9

 

]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 

 

2𝑏
2𝑏
2𝑏
𝑏
𝑏
𝑏
𝑏
𝑏
𝑏

 

]
 
 
 
 
 
 
 
 

= 𝑏

[
 
 
 
 
 
 
 
 

 

2
2
2
1
1
1
1
1
1

 

]
 
 
 
 
 
 
 
 

,        𝑏 ∈ ℝ 

Dari vekor eigen yang telah diperoleh maka dapat ditulis sebagai berikut. 

𝐵𝑅𝐸(𝐶3⊙𝑃2)𝜆=3 =

{
 
 
 
 

 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

 

2
2
2
1
1
1
1
1
1

 

]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

}
 
 
 
 

 
 
 
 

 

Sehingga diperoleh basis untuk ruang eigen yang bersesuaian dengan  𝜆 = 3 

untuk graf 𝐶3⊙𝑃2 serta multiplisitas geometrinya (𝛽) adalah 1. 
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BAB II  

METODOLOGI PENELITIAN 

2.1 Jenis Penelitian 

Untuk mencapai tujuan penelitian maka penelitian ini dilakukan berdasarkan 

pada metode studi pustaka dengan mengumpulkan bahan penelitian melalui jurnal 

atau literatur yang relevan dengan basis ruang eigen matriks ketetanggaan pada 

graf 𝐶𝑚⊙𝑃2. 

 

2.2 Lokasi dan Waktu Penelitian 

Penelitian ini dilaksanakan di Perpustakaan dan Laboratorium Aljabar 

jurusan Matematika FMIPA Universitas Hasanuddin pada bulan Juni 2023. 

 

2.3 Tahapan Penelitian 

1. Melakukan studi pustaka terkait dengan basis ruang eigen matriks 

ketetanggaan graf 𝐶𝑚⊙𝑃2. 

2. Menentukan basis ruang eigen matriks ketetanggaan graf 𝐶𝑚⊙𝑃2 

dengan alur seperti berikut: 
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Mulai 

Mengonstruksi graf 𝑪𝒎⊙𝑷𝟐 

Menyusun matriks ketetanggaan graf 𝑪𝒎⊙

𝑷𝟐 

Menentukan nilai eigen matriks 

ketetanggaan graf 𝑪𝒎⊙𝑷𝟐 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

Menentukan basis ruang eigen matriks 

ketetanggaan graf 𝑪𝒎⊙𝑷𝟐 

Menentukan bentuk umum basis ruang eigen matriks 

ketetanggaan graf 𝑪𝒎⊙𝑷𝟐 

Selesai 


