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ABSTRAK

Aljabar Lie Kac-Moody adalah aljabar Lie yang menggunakan generalisasi
matriks Cartan atas lapangan real atau kompleks. Penelitian ini bertujuan untuk
mendefinisikan aljabar Lie Kac-Moody di quaternion dengan menggunakan konsep
Quaternifikasi pada aljabar Lie. Dari beberapa penelitian terdahulu, definisi dari aljabar
Lie Kac-Moody atas lapangan real atau kompleks terbagi jadi dua yaitu definisi aljabar
Lie Kac-Moody Standar dan Direduksi. Untuk memperoleh kedua definisi tersebut
diperlukan satu definisi tambahan yaitu aljabar Lie Kac-Moody Umum. Sehingga, untuk
mendefinisikan Aljabar Lie Kac-Moody Quaternion diperlukan tiga konstruksi yaitu
konstruksi Aljabar Lie Kac-Moody Quaternion Umum, Aljabar Lie Kac-Moody Quaternion
Standar, dan Aljabar Lie Kac-Moody Quaternion Direduksi. Hasil dari penelitian ini
diperoleh definisi dari Aljabar Lie Kac-Moody Quaternion Umum, Aljabar Lie Kac-Moody
Quaternion Standar, dan Aljabar Lie Kac-Moody Quaternion Direduksi.

Kata kunci: Aljabar Lie, Aljabar Lie Kac-Moody, Quaternifikasi aljabar Lie, Aljabar Lie
Kac-Moody Quaternion Umum, Aljabar Lie Kac-Moody Quaternion Standar, Aljabar Lie
Kac-Moody Quaternion Direduksi

Judul : Quaternifikasi Pada Aljabar Lie
Nama : Ferdi
NIM : H0O11201045

Program Studi : Matematika
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ABSTRACT

Kac-Moody Lie algebra is a Lie algebra associated with Cartan matrix
generalized over real or complex field. This research aims to define Kac-Moody Lie
algebra in quaternion by using the concept of Quaternification of Lie algebra. From some
previous research, the definition of Kac-Moody Lie algebra over real or complex field is
divided into two, namely the definition of Standard and Reduced Kac-Moody Lie algebra.
To obtain both definitions, one additional definition is needed, namely the Universal Kac-
Moody Lie algebra. So, to define Kac-Moody Quaternion Lie Algebra, three constructions
are needed, namely the construction of Universal Kac-Moody Quaternion Lie Algebra,
Standard Kac-Moody Quaternion Lie Algebra, and Reduced Kac-Moody Quaternion Lie
Algebra. The results of this study obtained the definition of Universal Kac-Moody
Quaternion Lie Algebra, Standard Kac-Moody Quaternion Lie Algebra, and Reduced
Kac-Moody Quaternion Lie Algebra.

Keywords: Lie algebra, Kac-Moody Lie algebra, Quaternification of Lie algebra,
Universal Kac-Moody Quaternion Lie Algebra, Standard Kac-Moody Quaternion Lie
Algebra, Reduced Kac-Moody Quaternion Lie Algebra

Title : Quaternification on Lie Algebra
Name : Ferdi
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BAB |
PENDAHULUAN

Pada bab ini dibahas mengenai latar belakang, rumusan masalah penelitian,
batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan landasan teori.

11 Latar Belakang

Aljabar adalah cabang matematika yang mempelajari struktur, relasi, dan operasi
matematika yang melibatkan objek abstrak seperti bilangan, variabel, dan operasi
aritmatika.

Topik dalam aljabar yang banyak diteliti salah satunya adalah aljabar Lie. Istilah
aljabar Lie diambil dari nama matematikawan Norwegia yaitu Marius Sophus Lie
(1842-1899). Shopus Lie mengembangkan aljabar Lie untuk mempelajari konsep
transformasi yang sangat kecil (infinitesimal) pada tahun 1870-an. Beberapa peneliti
telah mempublikasikan tulisannya dalam bentuk buku dan paper mengenai aljabar Lie
seperti Gerard G.A. Bauerle dan Eddy A. De Kerf (Bauerle & Kerf, 1990), James E.
Humpherys (Humphreys, 2010), dan Brian C. Hall (Hall, 2015) dalam bukunya telah
membahas beberapa materi mengenai aljabar Lie seperti konsep-konsep dasar
mengenai aljabar Lie, homomorfisma aljabar Lie, kompleksifikasi dari aljabar Lie real,
aljabar Lie sederhana, aljabar Lie semisederhana, dll. Selanjutnya, pada tahun 1984 Rolf
Farnsteiner (Farnsteiner, 1984) mulai memperkenalkan tentang aljabar Lie di quaternion
dengan menyelidiki aljabar Lie yang isomorfik dengan central quotient dari aljabar
pembagian quaternion yang kemudian disebut sebagai aljabar Lie quaternion.
Kemudian, Dominic Joyce (Joyce, 1998) memberikan definisi aljabar Lie quaternion
sebagai objek modul AH yang memenuhi kondisi braket aljabar Lie modul AH
merupakan konsep yang lebih khusus dibandingkan modul H. Selanjutnya, Tasioki Kori
(Kori, 2023) mempublikasikan papernya yang membahas tentang quaternifikasi pada
aljabar Lie kompleks yang merupakan perluasan dari kompleksifikasi pada aljabar Lie
real. Berdasarkan paper tersebut, Tasioki Kori memperkenalkan definisi dari aljabar Lie
quaternion, quaternifikasi aljabar Lie, quaternifikasi pada aljabar Lie sederhana, dan
dekomposisi ruang akar dari aljabar Lie quaternion. Salah satu topik penting dalam
pengembangan aljabar Lie adalah Aljabar Lie Kac-Moody.

Aljabar Lie Kac-Moody adalah aljabar Lie yang menggunakan generalisasi
matriks Cartan. Aljabar Lie Kac-Moody diusulkan dengan dua properti yang berbeda oleh
Robert Vaughan Moody (Moody, 1967) dan Victor Gershevich Kac (Kac V. G., 1968).
Karena terdapat dua definisi dengan properti berbeda maka Steven Berman
(Berman S. , 1981) memberikan nama untuk masing-masing properti yaitu Aljabar Lie
Kac-Moody Standar dan Aljabar Lie Kac-Moody Direduksi. Namun, untuk mendapatkan
dua definisi tersebut, terlebih dahulu didefinisikan Aljabar Lie Kac-Moody Umum yang
diaplikasikan ke dua properti yang diperkenalkan oleh Moody dan Kac sehingga
diperoleh Aljabar Lie Kac-Moody Standar dan Aljabar Lie Kac-Moody Direduksi.



Berdasarkan uraian diatas, hal yang menarik untuk diteliti adalah penggabungan
antara quaternifikasi pada aljabar Lie kompleks dengan aljabar Lie Kac-Moody. Oleh
karena itu, dalam penelitian ini dibahas tentang konstruksi aljabar Lie Kac-Moody
Quaternion Umum, Standar, dan Direduksi dengan menggunakan quaternifikasi. Hasil-
hasil yang diperoleh dituangkan dalam bentuk penelitian tugas akhir dengan judul
“Quaternifikasi Pada Aljabar Lie”.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan uraian pada latar belakang, maka rumusan masalah dalam
penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Bagaimana konstruksi aljabar Lie Kac-Moody Quaternion Umum?
2. Bagaimana konstruksi aljabar Lie Kac-Moody Quaternion Standar?
3. Bagaimana konstruksi aljabar Lie Kac-Moody Quaternion Direduksi?

1.3 Batasan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah, diberikan batasan masalah yaitu aljabar Lie
Kac-Moody Quaternion yang diteliti dalam hal ini menggunakan quaternifikasi pada
aljabar Lie Kac-Moody atas lapangan kompleks. Selain itu, himpunan pembangun yang
digunakan untuk mengkonstruksi aljabar Lie Kac-Moody Quaternion berdimensi hingga.

1.4 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah, maka penelitian ini bertujuan mengkonstruksi
aljabar Lie Kac-Moody Quaternion Umum, Standar, dan Direduksi.

1.5 Manfaat Penelitian

Hasil dari penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat kepada berbagai
pihak sebagai berikut:

1. Bagi Penulis:

a. Sebagai sarana untuk memperkaya pengetahuan dan wawasan
mengenai ilmu matematika khususnya pada bidang aljabar.

b. Sebagai sarana untuk menambah keterampilan dalam menerapkan
teori-teori yang telah diperoleh dalam perkuliahan maupun yang
diperoleh secara mandiri.

2. Bagi Pembaca:

a. Sebagai sarana untuk menambah pemahaman tentang teori-teori dalam
bidang aljabar.

b. Sebagai bahan referensi dalam kajian keilmuan matematika.

3. Bagi Universitas Hasanuddin:
Sebagai pelengkap literatur mengenai matematika khususnya aljabar
yang dapat dimanfaatkan oleh setiap civitas akademik Universitas

Hasanuddin.



1.6 Landasan Teori

Pada subbab ini diberikan beberapa materi yang akan digunakan sebagai
landasan teori dalam mengkaji konstruksi aljabar Lie Kac-Moody Quaternion Umum,
Standar, dan Direduksi. Materinya berupa grup, gelanggang, lapangan, ruang vektor,
aljabar F, Quaternion H, teori modul, aljabar Lie, aljabar Lie bebas, aljabar Lie
sederhana, aljabar Lie semisederhana, Kompleksifikasi dari aljabar Lie real, akar dan
ruang akar, subaljabar Cartan dan Teorema Serre, modul pada aljabar Lie, representasi
dari dimensi terbatas dari aljabar Lie, tensor product, aljabar enveloping umum, aljabar
Lie Kac-Moody, modul quaternion, aljabar Lie quaternion, aljabar Lie quaternion bebas,
quaternifikasi pada aljabar Lie kompleks, quaternifikasi pada aljabar Lie sederhana, dan
dekomposisi ruang akar pada aljabar Lie quaternion. Selain itu, juga dibutuhkan
beberapa notasi dan istilah yang umumnya merujuk pada buku “Finite and Infinite
Dimensional Lie Algebras and Applications in Physics Vol.1” oleh G.G.A. Bauerle dan
E.A. De Kerf dan Paper “On a Quaternification of Complex Lie algebras” oleh Tosiaki
Kori.

1.6.1 Grup, Gelanggang, dan Lapangan

Pada subbab ini dibahas tentang grup, subgrup, koset, subgrup normal, grup
quotient, homomorfisma grup beserta jenis-jenisnya, grup aksi, gelanggang,
subgelanggang, ideal, gelanggang quotient, homomorfisma gelanggang beserta jenis-
jenisnya, dan lapangan.

Definisi 1.6.1.1 Grup adalah himpunan tak kosong G, yang dilengkapi dengan sebuah
operasi biner yang dinotasikan dengan (*), yang memenuhi aksioma berikut:

1. (Asosiatif) Untuk setiap a,b,c € G
(axb)*c=ax(bx*c) (1)

2. (Identitas) Terdapat elemen e € G dimana
exa=axe=a (2)

untuk setiap a € G.

3. (Invers) Untuk setiap a € G, terdapat elemen a~! € G dimana
axal=alxa=e (3)

(Roman, 2007)

Contoh 1.6.1.1 Misalkan ¢ = C maka G adalah grup terhadap operasi penjumlahan

Definisi 1.6.1.2 Grup G abelian atau komutatif jika a x b = b * a, untuk setiap a,b € G.
(Suryanti, 2017)

Contoh 1.6.1.2 Misalkan G = C maka G adalah grup abelian.

Definisi 1.6.1.3 Misalkan G grup dan H < G, H dikatakan subgrup dari G dituliskan
H < G, jika H # @, H sendiri merupakan grup dengan operasi biner yang sama dengan
G. (Suryanti, 2017)



Teorema 1.6.1.1 Misalkan G grup, himpunan H adalah subgrup dari G jika dan hanya jika
untuk Vx,y € H berlaku xy~! € H. (Suryanti, 2017)

Definisi 1.6.1.4 Misalkan G grup, maka G dan {e} adalah subgrup tak sejati dari G, dan
semua subgrup yang lain adalah subgrup sejati. (Suryanti, 2017)

Definisi 1.6.1.5 Misalkan H adalah subgrup dari G, dan a € G. Koset kiri dari H dalam G
adalah aH = {ah|h € H}. Sedangkan, koset kanan dari H dalam G adalah
Ha = {ha|h € H}. (Suryanti, 2017)

Definisi 1.6.1.6 Subgrup H dari grup G dikatakan subgrup normal dari G jika dan hanya
jika gHg™ = H, Vg € G. Dengan kata lain H disebut subgrup normal dari G ditulis H < G
jika koset kanan sama dengan koset kiri. (Suryanti, 2017)

Definisi 1.6.1.7 Jika H adalah subgrup normal dari grup G, himpunan koset dari H dalam
G adalah grup quotient dari G dan dinotasikan dengan G /H dimana G/H = {x + H|x € G}.
(Suryanti, 2017)

Definisi 1.6.1.8 Misalkan (G,*) dan (H,°) adalah grup, fungsi dari G dan H dikatakan
mengawetkan operasi’/homomorfisma jika:

fxy)=f)ef(),Vx,y €G (4)
(Suryanti, 2017)
Definisi 1.6.1.9 Misalkan f: G — H adalah homomorfisma grup, maka

Jika f injektif maka f dinamakan monomorfisma

Jika f surjektif maka f dinamakan epimorfisma

Jika f bijektif maka f dinamakan isomorfisma

Jika G = H maka f dinamakan endomorfisma

Jika G = H dan f bijektif maka f dinamakan automorfisma

o

(Suryanti, 2017)
Contoh 1.6.1.3

a. f:Z - 27 dengan f(x) = 2x merupakan isomorfisma
b. f:G - G dengan f(g) = e merupakan endomorfisma
c. f:G - G dengan f(g) = g merupakan automorfisma

Definisi 1.6.1.10 Jika f: G — H homomorfisma grup, kernel f adalah
ker f ={g € GIf(g) = ex} (5)
dan image dari f adalah
imf ={h € H|f(g) = h,untuk g € G} (6)
(Suryanti, 2017)



Teorema 1.6.1.2 Misalkan H adalah subgrup normal dari grup G. Definisikan fungsi g
dari G ke grup G/H dengan g(a) =aH untuk setiap a € G. Sehingga, g adalah
homomorfisma dari G ke G/H dan ker g = H. Homomorfisma g adalah homomorfisma
natural/kanonik dari G ke G/H. (Malik, Mordeson, & Sen, 1997)

Teorema 1.6.1.3 Misalkan f adalah homomorfisma dari grup G ke grup G;. Maka f(G)
adalah subgrup dari G, dan G/ ker f = f(G). (Malik, Mordeson, & Sen, 1997)

Definisi 1.6.1.11 Misalkan G adalah grup dan X adalah himpunan. Grup aksi dari G pada
X adalah pemetaan G x X — X biasanya dinotasikan dengan (g,x) — g - x memenuhi

a. (9192) x=g,-(g2-x)dan
b. e-'x = x, dimana e adalah identitas dari G

untuk setiap x € S, g1, 92 € G. (Malik, Mordeson, & Sen, 1997)

Definisi 1.6.1.12 Gelanggang adalah himpunan tak kosong R, yang dilengkapi dengan
dua operasi biner, yaitu penjumlahan (dinotasikan dengan +) dan perkalian (dinotasikan
dengan - ), dimana memenuhi aksioma berikut:

1. R adalah grup abelian atau komutatif terhadap penjumlahan.
2. (asosiatif) Untuk setiap a,b,c € R,
(ab)c = a(bc) (7)

3. (distributif) Untuk setiap a, b, c € R,
(a+b)c=ac+bcdanc(a+b)=ca+ch (8)

Contoh 1.6.1.4 Misalka R = C maka R adalah gelanggang atas operasi penjumlahan dan
perkalian.

Definisi 1.6.1.13 Gelanggang R dikatakan komutatif jika ab = ba untuk setiap a,b € R.
Jika gelanggang R memuat elemen e dengan sifat

ae=ea=a (9)

untuk setiap a € R. R disebut sebagai gelanggang dengan identitas. Identitas e umumnya
dinotasikan dengan 1. (Roman, 2007)

Contoh 1.6.1.5 Misalkan R = C maka R adalah gelanggang komutatif.

Definisi 1.6.1.14 Misalkan gelanggang (R,+,) dan R’ subhimpunan dari R. Maka
(R',+,") adalah subgelanggang dari (R, +,) jika

a. (R',+) adalah subgrup dari (R,+) dan
b. Untuk setiapx,y e R', x-y e R".

(Malik, Mordeson, & Sen, 1997)

Teorema 1.6.1.4 Misalkan R adalah gelanggang. Subhimpunan tak kosong R’ dari R
adalah subgelanggang dari R jika dan hanya jika x —y € R’ dan xy € R’ untuk setiap
x,y € R'. (Malik, Mordeson, & Sen, 1997)



Definisi 1.6.1.15 Misalkan R adalah gelanggang. Misalkan I adalah subhimpunan tak
kosong dari R.

a. [ adalah ideal kiri dari R jika untuk setiap a,b € I dan untuk setiap
re€R,a—be€el,ra€l.

b. I adalah ideal kanan dari R jika untuk setiap a,b € I dan untuk setiap
reR,a—bel,ra€l.

c. [ adalah ideal dari R jika I adalah ideal kiri sekaligus ideal kanan dari R.

(Malik, Mordeson, & Sen, 1997)

Definisi 1.6.1.16 Misalkan R adalah gelanggang dan M adalah ideal dari R. M adalah
ideal maksimal dari R jika M # R dan tidak terdapat ideal I dari R yang memenuhi
M c I c R. (Malik, Mordeson, & Sen, 1997)

Definisi 1.6.1.17 Jika R gelanggang dan I adalah ideal dari R, maka gelanggang
(R/I,+,) adalah gelanggang quotient R oleh I dimana R/I = {x + I|x € R}. (Malik,
Mordeson, & Sen, 1997)

Definisi 1.6.1.18 Misalkan (R, +,-) dan (R’,+',- ") adalah gelanggang dan f adalah fungsi
dari R ke R'. Maka f adalah homomorfisma dari R ke R’ jika untuk setiap a,b € R
memenuhi:

fla+b) =f(a)+'f(b) (10)
fla-b) = f(a) " f(b) (11)
(Suryanti, 2018)
Definisi 1.6.1.19 Misalkan f: R - R’ adalah homomorfisma gelanggang, maka

Jika f injektif maka f dinamakan monomorfisma

Jika f surjektif maka f dinamakan epimorfisma

Jika f bijektif maka f dinamakan isomorfisma

Jika G = H maka f dinamakan endomorfisma

Jika G = H dan f bijektif maka f dinamakan automorfisma

© 20T o

(Suryanti, 2018)
Definisi 1.6.1.20 Jika f: G - H homomorfisma gelanggang, kernel f adalah
ker f = {g € GIf (g) = ex} (12)
dan image dari f adalah
imf ={h € H|f(g) = h,untuk g € G} (13)
(Suryanti, 2018)



Definisi 1.6.1.21 Lapangan adalah himpunan F, memuat paling sedikit 2 elemen, yang
dilengkapi dengan dua operasi biner, yaitu penjumlahan (dinotasikan dengan +) dan
perkalian (dinotasikan dengan - ), dimana memenuhi aksioma berikut:

1. T adalah grup komutatif terhadap pejumlahan.
2. Himpunan [F* adalah semua elemen tak nol di F adalah grup terhadap perkalian.
3. (distributif) untuk setiap a, b, c € F,

(a+b)c=ac+bcdanc(a+b)=ca+ch (14)

(Roman, 2007)

Contoh 1.6.1.6 Misalkan F = C maka [F adalah lapangan terhadap operasi penjumlahan
dan operasi perkalian.

1.6.2 Ruang Vektor

Pada subab ini dibahas tentang ruang vektor, subruang, basis, fungsional linear,
ruang dual, basis dual, pemetaan linear, isomorfisma, pemetaan konjugat linear, involusi
linear, konjugat involusi linear, invarian, dan pemetaan bilinear.

Definisi 1.6.2.1 Misalkan F adalah lapangan, yang elemennya disebut skalar. Ruang
vektor atas F adalah himpunan tak kosong, yang elemennya disebut sebagai vektor,
yang dilengkapi dengan dua operasi. Operasi pertama yaitu penjumlahan dan
dinotasikan dengan (+) sehingga untuk setiap pasangan (u,v) € V x V dari vektor di V
maka vektor u + v juga di V. Operasi kedua, dikatakan perkalian skalar sehingga untuk
setiap pasangan (r,u) € Fx V maka vektor rv di V. Selanjutnya, aksioma-aksioma
berikut harus terpenuhi:

1. (Asosiatif terhadap penjumlahan)
ut+@+w)=u+v)+w (15)

untuk setiap vektor u,v,w € V.
2. (Komutatif terhadap penjumlahan)
u+v=v+u (16)

untuk setiap vektor u,v € V.

3. (Terdapat elemen 0)
Terdapat vektor 0 € V, dengan sifat
O+u=u+0=u 17)

untuk setiap vektoru e V.

4. (Terdapatinvers penjumlahan)
untuk setiap vektor u € V, terdapat vektor di V, dinotasikan dengan —u, dengan
sifat
u+(—u)=(C-u)+u=0 (18)

5. (Aksioma perkalian skalar)



ru+v)=ru+rv (19)
(r+s)u=ru+su (20)
(rs)u = r(sw) (21)
lu=u (22)

untuk setiap u, v € V dan skalar r,s € FF.
(Roman, 2007)
Contoh 1.6.2.1 Misalkan V = C maka V adalah ruang vektor atas lapangan R

Teorema 1.6.2.1 Jika W adalah himpunan satu atau lebih vektor di ruang vektor V atas
lapangan F, maka W adalah subruang dari V jika dan hanya jika kondisi berikut
memenuhi.

1. Jika u dan v vektor di W, maka u + v di W.
2. Jika k adalah skalar di F dan u adalah vektor di W, maka ku di W.

(Roman, 2007)

Contoh 1.6.2.2 Ruang vektor R atas lapangan R adalah subruang dari ruang vektor dari
C atas lapangan R.

Definisi 1.6.2.3 Misalkan V adalah ruang vektor atas [F. Subruang direntang (atau
digeneret) oleh himpunan S dari vektor di V adalah himpunan semua kombinasi linear
dari vektor di S

(S) ={rv, + -+, €F v eV} (23)

dengan S = {v,,..,v,} adalah himpunan terbatas. Bentuk rv; + -+ 7,1, dengan
r; € F,v; € V untuk setiap i, adalah kombinasi linear dari vektor vy, ..., v,,. (Roman, 2007)

Definisi 1.6.2.4 Himpunan tak kosong S dari vektor di V bebas linear jika untuk sebarang
vy, ..., U, di V, diperoleh

r1v1+...+rnvn:0—)T1="‘=Tn:0 (24)

Jika himpunan dari vektor tidak bebas linear, maka himpunan tersebut disebut
bergantung linear. (Roman, 2007)

Definisi 1.6.2.5 Himpunan vektor di V yang bebas linear dan mengeneret V disebut basis
untuk V. (Roman, 2007)

Definisi 1.6.2.6 Fungsional linear pada ruang vektor IV atas lapangan FF adalah pemetaan
¢:V = F yang memenuhi

px+y) = @)+ @) dan p(ix) = 1p(x) (25)

untuk setiap x,y € V, 4 € F. (Roman, 2007)



Definisi 1.6.2.7 Misalkan V adalah ruang vektor atas lapangan F, didefinisikan ruang
dual V* adalah himpunan semua fungsional linear ¢:V — F. (Roman, 2007)

Contoh 1.6.2.3 Misalkan V = R? dan ¢: R?® - R, maka ¢(x,y,z) = 2x + 3y + 4z adalah
anggota dari V*.

Teorema 1.6.2.2 Misalkan B = {v,, ..., v,} adalah basis dari V. fungsional linear ¢, ... ¢,
didefinisikan oleh <pi(vj) = §, ; adalah basis untuk ruang dual V* untuk j = 1, ...,n dimana
1,jikai =j

d;; adalah fungsi Kronecker delta, yang didefinisikan oleh &;; = {O,jikai £ Basis B* =
{@1, ..., o} adalah basis dual untuk B. (Roman, 2007)

Definisi 1.6.2.8 Diberikan ruang vektor V; dan V, atas lapangan F, maka fungsi
@:V, = V, disebut transformasi linear jika memenuhi aksioma sebagai berikut:

a. ou+v) =)+ @), untuk setiap u, v € V;.
b. ¢(av) = ap(v), untuk setiap a € F dan v € V;.

Jika f adalah fungsi bijektif adalah isomorfisma. (Roman, 2007)

Definisi 1.6.2.9 Diberikan ruang vektor V; dan V, atas lapangan F, maka fungsi
@:V, = V, disebut transformasi konjugat linear jika memenuhi aksioma sebagai berikut:

a. ow+v) =)+ @), untuk setiap u, v € V;.
b. ¢(av) = @ap(v), untuk setiap a € Fdan v € V;.

Definisi 1.6.2.10 Misalkan V adalah ruang vektor dan t adalah operator linear pada V.
Misalkan S adalah subruang dari V, S dikatakan invarian terhadap t jika t(S) c S, yaitu
7(s) € S untuk setiap s € S. (Roman, 2007)

Contoh 1.6.2.4 Misalkan V = Z dan 7 : Z —» Z dengan ©(x) = x, x € Z. 2Z adalah invarian
terhadap .

Definisi 1.6.2.11 Misalkan V adalah ruang vektor atas lapangan F. Involusi linear adalah
operator linear g:V — V yang memenuhi g2 = I.

Teorema 1.6.2.3 Misalkan V adalah ruang vektor dan misalkan o: V — V adalah involusi
linear. Maka nilai eigen dari o adalah +1.

Definisi 1.6.2.12 Misalkan V adalah ruang vektor atas lapangan F. Involusi linear adalah
operator konjugat linear 7: V - V yang memenuhi 72 = I.

Definisi 1.6.2.13 Misalkan U,V dan W adalah ruang vektor atas F. Misalkan U x V adalah
perkalian kartesius dari U dan V seperti himpunan. Himpunan fungsi

fiUxV->w (26)
adalah bilinear jika itu adalah linear pada kedua variable secara terpisah, yaitu, jika

fGu+su',v) =rflu,v) +sf,v) (27)
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dan
f,rv+sv') =rf(uv) +sf(uv) (28)

Himpunan semua fungsi bilinear dari U XV ke W dinotasikan oleh Homg(U,V; W).
Fungsional bilinear f: U x V — F dengan nilai di basis lapangan F disebut bentuk bilinear
pada U x V. (Roman, 2007)

Contoh 1.6.2.5 Jika A adalah aljabar F, pemetaan perkalian p: A X A — A didefinisikan
oleh

u(a,b) = ab (29)
adalah bilinear.
1.6.3 Aljabar F dan Quaternion H
Pada subbab ini dibahas tentang aljabar F dan Quaternion H.

Definisi 1.6.3.1 Ruang vektor A atas lapangan F dikatakan aljabar F jika untuk setiap
vektor u, v,w € A didefinisikan perkalian uv € A memenuhi untuk setiap u, v,w € 4 dan
setiap 4 € IF diperoleh

u(v+w) =uv+uw (30)
(u+v)w =uw +vw (31)
Aluv) = u(lv) = (Auw)v (32)

Aljabar A disebut aljabar asosiatif jika untuk setiap u,v,w € A
(uv)w = u(vw) (33)

Aljabar ini adalah dikatakan memiliki elemen identitas e jika eu = ue = u untuk setiap
u € A. (Bauerle & Kerf, 1990)

Contoh 1.6.3.1 Misalkan A = R? dan F = R didefinisikan operasi sebagai berikut:

)+ () = 45) (3‘”

£)-()-22) ®
2 2 Az 0z

(i) = () >

dimana (Z;) (Zl) €eAdan A €F
2

diperoleh bahwa A = R? adalah aljabar F.

Definisi 1.6.3.2 Quaternion H adalah aljabar R dengan basis {1,i,j,k} dan memenuhi
kondisi berikut.



ij=—ji=kjk=—kj=iki=—ik=ji?=j2=k?=—-1 (37)
(Voight, 2021)

Quaternion H bersifat asosiatif tetapi tidak bersifat komutatif terhadap operasi
perkalian. Diberikan sebuah quaternion H misal ¢ € H maka g dapat dituliskan sebagai
berikut:

q=a+bi+cj+dk, ab,c,deER (38)
Selanjutnya, didefinisikan konjugat quaternion dengan bentuk
q=a—bi—cj—dk (39)
Sehingga
qG=1ql*=a?>+b*+c?+d?€eR (40)

dimana |g| adalah panjang dari q sebagai vektor di R*. Jadi, jika g # 0 maka itu dapat
diinverskan yaitu:

L_ 4 (41)
PTP

Selain itu, setiap elemen di quaternion juga bisa dituliskan atas bilangan kompleks yaitu:

q=a+bi+cj+ck (42)
= (a + bi) + (c + di)j
= (a+ bi) +j(c —di)
=2z;+]jz,

dengan z; = a + bi dan z, = ¢ — di Perkalian quaternionnya yaitu:
xy = (z; +jz)(wy + jwy) = (zywy — Zw,) + j(Ziw, + Zowy) (43)

untuk x = z; + jz,, ¥y = wy + jw,. H dan C? isomorfik sebagai ruang vektor C:

Z1 +jz, > (2) (44)

(Kori, 2023)
1.6.4 Teori Modul

Pada subbab ini dibahas tentang modul, submodul, direct sum, modul yang
dibangun oleh suatu himpunan, homomorfisma modul, dan isomorfisma modul.

Teori modul merupakan perluasan dari ruang vektor. Alasan diperlukan teori
modul adalah untuk mempelajari struktur dari suatu aljabar ketika suatu lapangan di
ruang vektor digantikan dengan suatu gelanggang.
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Definisi 1.6.4.1

1. Diberikan grup komutatif (M, +) dan gelanggang R dengan elemen satuan 1,
serta operasi o: RxXM — M. Grup M disebut modul kiri atas gelanggang R
apabila memenuhi aksioma-aksioma:

a. rpo(m+my)=riomy+rom,
b. (n+rn)em =rom;+r,om
c. (rm)omy=rio(ryom)

d 1lgomy=my

untuk setiap r;,, € R dan my,m, € M.

2. Diberikan grup komutatif (M, +) dan gelanggang R dengan elemen satuan 1,
serta operasi o: M X R - M. Grup M disebut modul kanan atas gelanggang R
apabila memenuhi aksioma-aksioma:

a. (m+my)ory,=myor,+myorn
b. mo(ri+r)=myor,+myor,
c. myo(ry *1p)=(myor)ern,

d moly=m

untuk setiap r;,7, € R dan my,m, € M.

3. M disebut modul atas gelanggang R jika M merupakan modul kiri sekaligus
modul kanan.

(Wahyuni, Wijayanti, Yuwaningsih, & Hartanto, 2017)
Contoh 1.6.4.1 H adalah modul atas gelanggang R.
Bukti:
Akan ditunjukkan bahwa H adalah modul kiri atas gelanggang R.
Definisikan pemetaan
o: RxH - H
dengan
o(x,a+bi+cj+dk) > xa+ xbi + xcj + xdk
maka diperoleh

a. xq0((ay+ byi+cyj + dik) + (ay + boi + cpj + dyk))
=xy0 ((ag + ap) + (by + by)i + (cy + ¢3)j + (dy + dp)k)
=x,(a; + ay) +x,(by + by)i + x,(c; + ¢3)j + x,(dy + dy)k
= (x1aq + x1bqi + x1¢4j + x1d1k) + (x1a, + x1byi + x1¢5) + x1d3k)
=x;,0(ay + byi + ¢y +dik) + xq 0 (ay + byi + cyj + dyk).
b. (x;+x3) e (ay + byi +cyj +dik)
= ((x1 +x)ay + (g + x3)bgi 4+ (cp + x5)cqj + (1 + xz)dlk)
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= (xyaq + x1bqi + x1¢4j + x1d k) + (x2aq + X,b10 + x5¢1] + x,d1 k)
=x,0(ay + byi + ¢y +dik) + x50 (@ + byi + cij + dqk).
Cc. (xy-xy)o(ay+ byi+cij+dik)
= ((x1 “xz)ay + (x1 - xp)byi + (xq - x3)cyj + (xq - xz)d1k)
= (x;(cpaq) + 21 (b))t + x1(x501)j + x4 (x2d1) k)
= x; 0 (X,aq + X3b0 + x5¢1] + x,d k)
=x;0 (xz o(a; + byi+cj+ dlk)).
d. 1geo(ay + bii+cyj+dik)
= (1gay + 1gbyi + 1gcyj + 1gd k)
= (a; + byi + ¢qj + d k).

dimana x;,x, € R dan (a; + byi+ cij +dqik),(a, + byi + c,j +dyk) € H  dengan
a4, a,, ..., dq, d, € R. Sehingga, diperoleh bahwa H adalah modul kiri atas gelanggang R.
Karena R adalah gelanggang komutatif maka H adalah modul kiri sekaligus modul kanan
atas gelanggang R. Sehingga, H adalah modul atas gelanggang R. (Wahyuni, Wijayanti,
Yuwaningsih, & Hartanto, 2017)

Definisi 1.6.4.2 Misalkan R adalah gelanggang dengan elemen satuan dan M adalah
suatu modul atas R. Suatu subhimpunan tak kosong S € M disebut submodul dari M jika
S merupakan subgrup dari M terhadap operasi penjumlahan serta S juga merupakan
modul atas R terhadap operasi perkalian scalar yang sama dengan yang berlaku di M.
(Wahyuni, Wijayanti, Yuwaningsih, & Hartanto, 2017)

Untuk memudahkan dalam menentukan suatu himpunan merupakan submodul,
maka diberikan satu teorema yaitu:

Teorema 1.6.4.1 Diberikan modul M atas gelanggang R dan himpunan tak kosong
S € M. S merupakan submodul di M jika dan hanya jika memenuhi sifat:

a. (VS]_,SzES)Sl_SzES.
b. (VreR)(VseS)roeseS.

(Wahyuni, Wijayanti, Yuwaningsih, & Hartanto, 2017)

Contoh 1.6.4.2 Pada modul Z atas gelanggang Z, himpunan nZ dengan n € N
merupakan submodul dari Z.

Lemma 1.6.4.1 Diberikan modul M atas gelanggang R. Jika §; dan S, merupakan
submodul di M, maka:

a. S; NS, merupakan submodul di M.
b. S, +S, merupakan submodul di M.

(Wahyuni, Wijayanti, Yuwaningsih, & Hartanto, 2017)

Definisi 1.6.4.3 Misalkan S; dan S, adalah submodul-submodul di M dengan sifat
S, +S, =Mdan S; nS, = {0}, maka modul M disebut dengan direct sum dari S; dan S,
yang dinotasikan dengan M = S; @ S,. (Wahyuni, Wijayanti, Yuwaningsih, & Hartanto,
2017)
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Teorema 1.6.4.2 Misalkan modul M atas gelanggang R serta himpunan X € M. Jika
®yx = {5;|S; submodul dan X < S;}, maka diperoleh Ng,cq, S; = (X). (Wahyuni, Wijayanti,
Yuwaningsih, & Hartanto, 2017)

Berdasarkan Teorema 1.6.4.2, diperoleh kesimpulan bahwa submodul terkecil
yang memuat himpunan X adalah himpunan semua kombinasi linear dari elemen-
elemen di dalam himpunan X, dinotasikan dengan (X). Jelas bahwa (X) € M. Jika (X) =
M, maka dapat dituliskan definisi modul yang dibangun oleh suatu himpunan sebagai
berikut:

Definisi 1.6.4.4 Misalkan modul M atas gelanggang R dan himpunan X € M. Jika
(X) = M, maka M disebut modul yang dibangun oleh X dengan (X) = {3~ rix;|r; €
R dan x; € X}. (Wahyuni, Wijayanti, Yuwaningsih, & Hartanto, 2017)

Contoh 1.6.4.3 Misalkan Z adalah modul atas gelanggang Z dan subhimpunan
X ={3,6,9} di Z. Karena submodul di Z berbentuk nZ untuk n € N, maka submodul-
submodul dari Z yang memuat himpunan X adalah submodul 3Z dan Z sendiri. Akibatnya,
diperoleh submodul yang dibangun oleh X adalah submodul 3Z n Z = 3Z.

Definisi 1.6.4.5 Misalkan modul M atas gelanggang R dan S adalah submodul dari M.
Maka M/S adalah modul atas gelanggang R dengan operasi ¢:R Q M/S — M /S yaitu
ro(m+S)=rm+S, dimana r e R,me M. M/S selanjutnya disebut dengan modul
quotient dari submodul S di M. (Wahyuni, Wijayanti, Yuwaningsih, & Hartanto, 2017)

Definisi 1.6.4.6 Misalkan modul M dan M’ atas gelanggang R serta fungsi f:M - M'.
Fungsi f disebut homomorfisma modul atas gelanggang R jika untuk setiap m;,m, € M
dan r € R memenuhi:

a. f(my+my)=f(my)+ f(my)
b. f(romy) =re f(m,)

Jika f adalah fungsi injektif adalah monomorfisma modul atas gelanggang R.
Jika f adalah fungsi surjektif adalah epimorfisma modul atas gelanggang R. Jika f adalah
fungsi bijektif adalah isomorfisma. (Wahyuni, Wijayanti, Yuwaningsih, & Hartanto, 2017)

Contoh 1.6.4.4 Misalkan Z dan Z[X] keduanya merupakan modul atas gelanggang Z.
Fungsi 6 :7Z - Z[X] dengan definisi 8(a) = aX® untuk setiap a € Z, merupakan
homomorfisma modul atas gelanggang Z.

Teorema 1.6.4.3 Misalkan modul M dan M’ atas gelanggang R. Jika fungsi f: M - M’
merupakan homomorfisma modul gelanggang R, maka berlaku M/Kker f = imf.
(Wahyuni, Wijayanti, Yuwaningsih, & Hartanto, 2017)

Definisi 1.6.4.7 Misalkan M adalah modul atas gelanggang R. Subruang S dari M adalah
basis jika S adalah bebas linear dan membangun M. Modul M atas gelanggang R
dikatakan bebas jika M = {0} atau jika M adalah basis. Jika S adalah basis untuk M, ini
disebut M bebas pada S. (Wahyuni, Wijayanti, Yuwaningsih, & Hartanto, 2017)
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Definisi 1.6.4.8 Misalkan M adalah modul atas gelanggang R. M dikatakan bebas jika M
memiliki basis. Jika B adalah basis M, maka M dikatakan bebas pada B. (Roman, 2007)

Contoh 1.6.4.5 Misalkan M = Z x Z dan R = Z serta B = {(1,1)}. Diperoleh M bebas
pada B.

1.6.5 Aljabar Lie

Pada subbab ini dibahas tentang aljabar Lie, subaljabar Lie, ideal aljabar Lie,
aljabar Lie solvabel, aljabar Lie nilpoten, homomorfisma aljabar Lie, isomorfisma aljabar
Lie, adjoin representasi, dan aljabar Lie bebas.

Aljabar Lie dikembangkan oleh Marius Shopus Lie (1842-1899). Kemudian, pada
tahun 1900 Barleue dalam bukunya memberikan definisi aljabar Lie sebagai berikut:

Definisi 1.6.5.1 Aljabar Lie real atau kompleks berdimensi hingga adalah ruang vektor
real atau kompleks berdimensi hingga L, bersama dengan peta [-] dari L XL ke L,
dengan sifat-sifat sebagai berikut:

1. [-] adalah bilinear.
laX + bY,Z] = a[X, Z] + b[Y, Z], (45)

[Z,aX + bY] = al[Z, X] + b[Z,Y] (46)

untuk setiap X,Y,Z € L dan setiap a,b € F, dimana F dalam hal ini F = R atau
F = C.
2. [+] anti simetri:
[X,Y] = —[Y, X] untuk setiap X,Y € L (47)

3. Memenuhi identitas Jacobi:
[X,[v,z]] +[v,[z.x]] + [z, [x,Y]] = 0 (48)

untuk setiap X,Y,Z € L.
(Bauerle & Kerf, 1990)

Contoh 1.6.5.1 Misalkan sl(n; C) adalah ruang X € M,,(C) dimana trace(X) = 0. Maka
sl(n; C) adalah aljabar Lie dengan bracket [X,Y] = XY —YX.

Bukti:
Pertama akan ditunjukkan bahwa memenuhi sifat bilinear
[aX + bY,Z] = (aX + bY)Z — Z(aX + bY) (49)
=a(XZ—-ZX)+b(YZ —ZY)
= a[X,Z] + b[Y, Z]

[X,aY + bZ] = X(aY + bZ) — (a¥ + bZ)X (50)
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=a(XY —YX) + b(XZ — ZX)
= a[X,Y] + b[X,Z]
untuk setiap X, Y, Z € sl(n; C) dan setiap «, 8 € C.
Selanjutnya akan ditunjukkan anti simetri
X+YV,X+Y]=0->[X,X+Y]+[V,X+Y]=0 (51)
> [XX]+[X, Y]+ [V, X]+[Y,Y]=0
- [X,Y] = —[Y,X]
Terakhir, akan ditunjukkan bahwa memenubhi sifat identitas Jacobi
[x,[v,2]] = [X,YZ - ZY] (52)
=X(YZ-2Y)— (YZ-ZYV)X
=XYZ —-XZY -YZX + 7YX
[v,[z,x]] = [Y,ZX — XZ] (53)
=Y(ZX-XZ) - (ZX—-XZ)Y
=YZX -YXZ — ZXY + XZY
[z,1x,Y]] = [z, XY — YX] (54)
=Z(XY —YX) - (XY —-YX)Z
=ZXY —-ZYX—-XYZ+YXZ
Sehingga diperoleh
[X,[v,z]] +[v, [z, x]] + [z, [x,Y]] = 0 (55)

Jadi, dapat disimpulkan bahwa sI(n;C) adalah aljabar Lie dengan braket
[X,Y] = XY —YX.

Selanjutnya, Aljabar Lie juga memiliki sifat komutatif yang kemudian disebut
sebagai aljabar Lie abelian atau komutatif. Untuk definisinya sebagai berikut:

Definisi 1.6.5.2 Aljabar Lie L adalah abelian atau komutatif jika
[x,y] =0 (56)
untuk setiap x,y € L. (Bauerle & Kerf, 1990)

Contoh 1.6.5.2 Jika L c M,(C) menotasikan matriks 2 x 2 dengan bentuk

59 *
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dimana a,b di C. L adalah aljabar Lie dengan bracket [X,Y] = XY — YX. Aljabar Lie L
adalah abelian.

Suatu aljabar Lie juga memiliki subaljabar yang dinamakan dengan subaljabar
dari aljabar Lie real atau kompleks yang didefinisikan sebagai berikut:

Definisi 1.6.5.3 Subaljabar dari real atau aljabar Lie kompleks L adalah suatu subruang
M dari L memenuhi [H,, H,] € M untuk setiap H,, H, € M. (Hall, 2015)

Dalam subaljabar dari aljabar Lie real atau kompleks terdapat istilah ideal yang
definisinya sebagai berikut:

Definisi 1.6.5.4 Subaljabar M dari aljabar Lie L dikatakan ideal di L jika [X, H] € M untuk
setiap x € L dan H € M. (Hall, 2015)

Definisi 1.6.5.5 Misalkan L adalah aljabar Lie. Barisan Ly, Ly, ..., L,, ... didefinisikan
Lo=L,Ly = [LoLol, i, L = [Lp_y, L_1], (58)
disebut barisan derived. (Bauerle & Kerf, 1990)

Definisi 1.6.5.6 Aljabar Lie L disebut solvabel jika L,, = 0 untuk beberapan € N. (Bauerle
& Kerf, 1990)

Definisi 1.6.5.7 Misalkan L adalah aljabar Lie. Barisan L°, L, ..., L™, ... didefinisikan
L0:=1L 1 =[L L], 1% :=[L L], .. L":=[L L"1],.. (59)
disebut barisan descending central. (Bauerle & Kerf, 1990)

Definisi 1.6.5.8 Aljabar Lie L disebut nilpoten jika terdapat n € N memenuhi L™ = 0.
(Bauerle & Kerf, 1990)

Lemma 1.6.5.1 Misalkan I dan K adalah ideal di L. Maka jumlahan I + K, irisan I N K
dan kommutator [I, K] adalah ideal di L. (Bauerle & Kerf, 1990)

Contoh 1.6.5.3 Aljabar Lie komutatif adalah aljabar Lie solvabel.

Definisi 1.6.5.9 Jika L dan N adalah aljabar Lie, maka pemetaan linear ¢:L - N
dikatakan suatu homomorfisma aljabar Lie jika ¢([X,Y]) = [¢(X), ¢(Y)] untuk setiap
X,Y € L. Jika ¢ adalah pemetaan injektif dan surjektif, maka ¢ dikatakan isomorfisma
aljabar Lie. L dan N adalah isomorfik yang dinotasikan dengan L = N.
(Bauerle & Kerf, 1990)

Definisi 1.6.5.10 Isomorfisma ¢: L — L disebut automorfisma. (Bauerle & Kerf, 1990)

Definisi 1.6.5.11 Jika L adalah aljabar Lie dan x adalah elemen dari L, didefinisikan
pemetaan linear ad x(y) : L —» L dengan ad x(y) := [x,y]. Pemetaan x —» ad x adalah
pemetaan adjoin atau representasi adjoin. (Bauerle & Kerf, 1990)
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Definisi 1.6.5.12 Misalkan L adalah aljabar Lie atas F digeneret oleh himpunan X. L
dikatakan bebas pada X jika, dengan sebarang pemetaan ¢ dari X ke aljabar Lie M,
terdapat homomorfisma tunggal y: L — M perluasan ¢. (Bauerle & Kerf, 1990)

Teorema 1.6.5.1 Misalkan iy adalah homomorfisma aljabar Lie dari aljabar Lie K ke
aljabar Lie L dan misalkan I adalah ideal di K dimuat di kernel y yaitu I c ker y. Maka
terdapat homomorfisma ¢ dari K/I ke L memenuhi

Yp=¢po¥ (60)
dimana ¥: K — K/I adalah proyeksi kanonik. (Bauerle & Kerf, 1990)
1.6.6 Aljabar Lie Sederhana
Pada subbab ini dibahas tentang aljabar Lie sederhana.

Definisi 1.6.6.1 Aljabar Lie L dikatakan dikatakan sederhana jika L tidak komutatif dan
tidak memiliki ideal sejati. (Bauerle & Kerf, 1990)

Contoh 1.6.6.1 Aljabar Lie sl(2; C) adalah sederhana.
Bukti:

Akan digunakan basis untuk sI(2; C);

=0 =0 D n= ) o

Sehingga diperoleh

[X,Y] = H,[H,X] = 2X, dan [H,Y] = —2Y. Misalkan K adalah ideal di sI(2;C) dan K
memuat element Z = aX + bH + cY, dimana a, b, dan ¢ tidak semua nol. Selanjutnya,
akan ditunjukkan bahwa, K = sI(2; C), Pertama misalkan bahwa ¢ # 0. Maka elemen

[X,[X,Z]] = [X, (=2bX + cH)] = —2cX (62)

adalah suatu kelipatan tak nol dari X. Karena K adalah ideal, diperoleh bahwa X € K.
Tetapi [Y, X] adalah kelipatan tak nol dari H dan [Y, [Y,X]] adalah kelipatan tak nol dari
Y, yang menunjukkan bahwa Y dan H ada di K, sehingga dapat diperoleh bahwa
K = sl(2; C). Selanjutnya, misalkan ¢ = 0 tetapi b # 0. Maka [X, Z] adalah kelipatan tak
nol dari X dan dengan menggunakan cara serupa pada kasus sebelumnya diperoleh
K = sl(2; €). Terakhir, jika ¢ = 0 dan b = 0 tetapi a # 0, maka Z adalah kelipatan tak nol
dari X sehingga kita peroleh bahwa K = sI(2; C).

1.6.7 Aljabar Lie Semisederhana
Pada subbab ini dibahas tentang aljabar Lie semisederhana.

Definisi 1.6.7.1 Aljabar Lie L dikatakan semisederhana jika L tidak memuat ideal
solvabel tak nol. (Bauerle & Kerf, 1990)
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Lemma 1.6.7.1 Aljabar Lie L adalah semisederhana jika dan hanya jika L tidak memuat
ideal abelian tak nol. (Bauerle & Kerf, 1990)

Lemma 1.6.7.2 Setiap aljabar Lie sederhana adalah semisederhana.
(Bauerle & Kerf, 1990)

Teorema 1.6.7.1 Jika L adalah aljabar Lie semisederhana dan I c L adalah ideal maka
adaideal ] € L memenuhi L =1 @ J. (Bauerle & Kerf, 1990)

Akibat 1.6.7.1 Aljabar Lie L adalah semisederhana jika dan hanya jika L merupakan
direct sum dari aljabar Lie sederhana. (Bauerle & Kerf, 1990)

Contoh 1.6.7.1 Aljabar Lie sI(2; C) adalah semisederhana.
1.6.8 Kompleksifikasi dari Aljabar Lie Real
Pada subbab ini dibahas tentang Kompleksifikasi aljabar Lie real.

Definisi 1.6.8.1 Jika V adalah ruang vektor real berdimensi hingga, maka
Kompleksifikasi dari V, dinotasikan V; = C @ V adalah ruang bentuk kombinasi linear

vy + v, (63)
dengan vy, v, € V. (Hall, 2015)
Contoh 1.6.8.1

1. g¢l(n,C) adalah aljabar Lie kompleks dan merupakan kompleksifikasi dari
gl(n, R).
2. sl(n,C) adalah aljabar Lie kompleks dan merupakan kompleksifikasi dari sl(n, R).

1.6.9 Subaljabar Cartan dan Teorema Serre
Pada subbab ini dibahas tentang subaljabar Cartan dan Teorema Serre.

Definisi 1.6.9.1 Misalkan H adalah subaljabar dari aljabar Lie L. Normaliser N(H) dari H
di L didefinisikan sebagai

N(H)={x € L|Yh€H: [hx] € H} (64)
(Bauerle & Kerf, 1990)

Definisi 1.6.9.2 Subaljabar H dari L disebut subaljabar Cartan jika H adalah nilpotent
dan H = N(H).

Misalkan L adalah aljabar Lie semisederhana, H adalah subaljabar Cartan, A adalah
sistem akar yang bersesuaian, I1 = {«,, ..., @;} adalah basis yang ditetapkan. Mengingat
bahwa

2(a;, a; (63)
((aai’ (ZJ)) = ai(h’j) (h] = haj)

(a;, a’j) =
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Ditetapkan himpunan standar generator x; € L,,, y; € L_,;, sehingga
[xiyi] = h (66)
(Bauerle & Kerf, 1990)

Proposisi 1.6.9.1 Misalkan L digeneret oleh {e;, f;, h;|1 < i < n}, dan generator tersebut
memenuhi paling sedikit relasi berikut:

1) [h]=0 (Q<ij<n

2) [e,fil = hylenf] = Ojikai =

3) [hi'ej] = <aj:ai>eja [hi,f}‘] = —<Ulj, 0-’i>fj

4) (ade)™ Wt (e) =0 (i #j)

5) (ad )~ (f)=0 (%))

Misalkan L, adalah aljabar Lie bebas pada generator 3n, X = {e;, f;, h;; 1 < i < n}.
Misalkan I, adalah ideal di L, digeneret oleh elemen:

[hi b), [ew fi] = =6i5hi [hiej] = —ciiep [hi £;] = cif; (67)
(Humphreys, 2010)

Teorema 1.6.9.1 M, =1L,/lI, adalah aljabar Lie kompleks dengan generator
{e, fi,hi; 1 < i < n} danrelasi (1)-(3). Elemen h;; 1 < i < n, adalah basis dari subaljabar
abelian H, berdimensi n dari M, dan

My =F,® Hy D E, (68)

dimana F, adalah subaljabar dari M, digeneret oleh f, ..., f;, dan E, adalah subaljabar
dari M, digeneret oleh e, ..., e,.

Misalkan I, adalah ideal dari M, digeneret setiap e;; = (ad e;)~‘/%"*(¢;) dan
fij = (ad f)‘we*1(f£). (Humphreys, 2010)

Teorema 1.6.9.2 (Teorema Serre) Misalkan [T adalah sistem akar dan misalkan
L = M,/I, aljabar Lie yang digeneret oleh 3n elemen {e; f;, h;; 1 < i < n}, dan relasi
(1)-(5). Misalkan L adalah dimensi terbatas aljabar semisimple, dengan subaljabar
Cartan yang dispan oleh h; dan dengan system akar [T yang bersesuaian. (Humphreys,
2010)

1.6.10 Akar dan Ruang Akar
Pada subbab ini dibahas tentang akar dan ruang akar dari aljabar Lie.

Definisi 1.6.10.1 Elemen tak nol « dari H adalah akar (untuk L relatif terhadap H) jika
terdapat tak nol X € L memenuhi [k, X] = (@, h)X untuk setiap h di H. Himpunan semua
akar dinotasikan dengan A. (Bauerle & Kerf, 1990)
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Definisi 1.6.10.2 Jika a adalah akar, makar ruang akar L, adalah ruang dari setiap X di
L dimana [h, X] = (@, h)X untuk setiap h di H. Elemen tak nol dari L, disebut akar vektor
untuk a. (Bauerle & Kerf, 1990)

Proposisi 1.6.10.1 Aljabar Lie L bisa didekomposisi sebagai direct sum dari ruang vektor
sebagai berikut:

L=LyDeyD fo
ey = L,
’ a;*‘ (69)
fo= Z Lg
aEA™

dimana At ={k;a, + -+ kya, # 0;k, =0vn} dan A~ ={k,a; + -+ kya, = 0;k, <
0 vn}. (Bauerle & Kerf, 1990)

Definisi 1.6.10.3 Misalkan elemen a # 0 di akar /attice Q, yaitu akar dengan bentuk
Q =X, Za;, dimana L, # 0 disebut akar. Himpunan semua akar disebut sistem akar
dan itu adalah dinotasikan oleh A. Akar «; (i = 1,2, ...) dikatakan sederhana. Himpunan
akar sederhana dinotasikan oleh IT = {a, «, ..., a,,} dan I merupakan basis akar untuk
A. Sedangkan, himpunan co-akar sederhana dinotasikan oleh 11V = {a?,a?, ..., a¥} dan
I merupakan basis co-akar untuk A. Akar-akar tersebut terbagi kedalam dua
subhimpunan yang ditentukan oleh

At =ANQ*, A :=ANQ" (70)
dan diketahui
A=ATUA", ATNA =0 (71)

Untuk a € AT yang memiliki

< (72)
= Z ki, (k€eN={012..})
i=1
dengan
hta=X"1k;>0 (73)
akar tersebut disebut positif.
Untuk @ € A~ yang memiliki
(74)

n
a = Z kial- (kl. €E—-N= {—0, _1, _2, })
i=1

dengan



hta=X7"k <0 (75)
akar tersebut disebut negatif.
Kelipatan dari akar « didefinisikan dengan
mult ¢ :=dim L, (76)
Telah diperoleh pernyataan bahwa dim L, < c. Untuk akar sederhana diperoleh
Ly, = Ce;, L_g, = Cf; (77)
dan
mult @; =dim L, =1 (78)

Lebih lanjut kelipatan ka; dari a; yang merupakan akar-akarnya hanyalah «; dan —a;.
(Bauerle & Kerf, 1990)

Contoh 1.6.10.1 Misalkan L = sl(2, C) dan a := &, — &, adalah akar dari L maka diperoleh
himpunan akarnya adalah

A ={+a} (79)
dan dekomposisi ruang akar
L=c(y Sec(] gec(y o )
Bukti:
Misalkan basis dari L adalah H = ((1) _Ol)E = ((1) g)F = (8 (1)) maka
ad H(H) = [H,H] =0
ad H(E) = [H,E] = 2E (81)

ad H(F) = [H,F] = -2F
maka diperoleh akar « = —2,0,2 maka diperoleh dekomposisi ruang akar adalah
L= LO ea L2 @ L_2
_~(1 0 00 0 1
_C(O —1)EB(C(1 O)EB(C(O 0)

1.6.11 Modul pada Aljabar Lie dan Representasi Dimensi Terbatas dari Aljabar
Lie sI(2,C)

(82)

Pada subbab ini akan dibahas tentang modul pada aljabar Lie dan Representasi
dari Aljabar Lie sl(2,C).

Definisi 1.6.11.1 Representasi (linear) p dari aljabar Lie L adalah homomorfisma p dari
L ke aljabar Lie gl(V) dari operator linear pada ruang vektor V. Representasi matriks M
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adalah homomorfisma M dari L ke aljabar Lie gl(n, F) pada matriks n X n. Representasi
disebut faithful ketika representasinya adalah pemetaan injektif. (Bauerle & Kerf, 1990)

Misalkan p adalah representasi dari L. Maka setiap elemen x dari L dipetakan
ke (dipresentasi oleh) operator linear p(x) mengaksi pada V dan homomorfisma p.
Sehingga, untuk setiap x,y € L dan setiap a,8 € F

p:x €L - p(x) € gl(V) (83)
dengan
p(ax + py) = ap(x) + fp(¥) (84)
dan
p([x,yD = [p(x),p(M)] (85)

Ketika operator p(x) (x € L) adalah matriks representasi. Sehingga matriks representasi
adalah pemetaan

M:x €L - M(x) € gl(n,F) (86)

dimana (84) dan (85), diperoleh dengan mengganti p dengan M, berlaku. Ketika V
dimensi terbatas, memilih basis di V mengubah representasi menjadi representasi
matriks dan sebaliknya. Selanjutnya, operator linear yang berkorespondensi dengan
x akan dinotasikan dengan x yang diikuti oleh titik, yaitu:

p(x) =x- (87)

Definisi 1.6.11.2 Modul Lie (V,L,") adalah ruang vektor V, aljabar Lie L dan pemetaan
L xV -V, dinotasikan oleh (x,v) — x - v, dimana memenuhi untuk setiap x,y € L, setiap
a,p € F,dan setiapv,w € V

x:(av+ pw) = alx-v) + B(x-w) (88)
(ax +By)-v=alx v) + By v) (89)

dan
X,y -v=x-y v—y x-v (90)

(Bauerle & Kerf, 1990)

Definisi 1.6.11.3 Modul Lie (W, L,") adalah submodul Lie dari modul Lie (V,L,") jika W
adalah subruang dari V dan W adalah invarian atas aksi dari L. (Bauerle & Kerf, 1990)

Pada subbab ini dikonstruksi representasi dimensi terbatas dari aljabae Lie
sl(2,C) pada ruang vektor kompleks V. Untuk memperoleh representasi dari aljabar Lie
sl(2,C) cukup untuk konstruksi representasi untuk basis di aljabar Lie sl(2,C). Untuk
s[(2,C) diperoleh basis
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= Dr=G 9a=( Y o

diperoleh relasi komutasi
[h,e]l = 2e,[h,f] = -2f,[e,fI=h (92)

Misalkan V adalah dimensi terbatas modul sI(2,C). Menotasikan operator linear
merepresentasi aksi dari e, f, dan h oleh e -, f - dan h -, diperoleh definisi representasi

[h,e] =h-e-—e-h-=2e- (93)
[hfl-=hf-=f -h-==2f - (94)
[e.f]-=ef-—fe-=h- (95)

Perhatikan bahwa e -, f -, dan h - adalah operator liner pada ruang vektor V. Sekarang
operator linear pada ruang vektor kompleks berdimensi hingga memiliki paling sedikit
satu vektor eigen. Misalkan v € V adalah vektor eigen dari operator h -, maka v # 0 dan

h-v=2 (1€C) (96)
dari (93) diperoleh
h-(e-v)=e-h-v+2e-v (97)
atau ekuivalen
h-(e-v)=@A+2e-v (98)
demikian pula pada
h-(f-v)=fh-v—2f-v (99)
atau
h-(f-v)=@A-2)fv (100)
Sehingga diperoleh
[h- (e)¥] = 2k(e )* (101)
[h-, (f )*] = —2k(f )" (102)
le, (f ) = —k(k = D(f )" + k(f ) h- (103)

Lemma 1.6.11.1 Misalkan V adalah modul sI(2,C) dan v, # 0 adalah vektor di V
memenuhi

h-vy=yv, (y€C) (104)
e v,=0 (105)

Misalkan vektor v; didefinisikan oleh
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vy = (f )v (106)
Sehingga relasi berikut berlaku
h-v; = (y — 2))v; (107)
e-v;=jly—j+ Dvj_,4 (108)
v =V (109)

(Bauerle & Kerf, 1990)
1.6.12 Tensor Product dan Aljabar Enveloping Umum

Pada subbab ini dibahas tentang pemetaan multilinear, tensor product, graded,
aljabar tensor, aljabar enveloping umum.

Definisi 1.6.12.2 Jika U dan V adalah ruang vektor atas R, maka tensor product dari U
dengan V adalah ruang vektor U ®V, bersama dengan pemetaan bilinear
¢: U XV - U®V dengan properti berikut: Jika ¢ adalah pemetaan bilinear dari U x V
ke ruang vektor X, maka terdapat pemetaan linear tunggal ¥ dari U ® V ke X memenuhi
Y =P o ¢. (Roman, 2007)

Contoh 1.6.12.2 Misalkan U =V = M#*2(R). Gunakan tensor product pada matriks
(Kronecker product) yaitu:

(41 Az b, b, (110
A®B—(a3 a4)®(b3 b4) )
a;b; a.b, ayb; a,b, (111
_ ab; aiby azbz azb, )

asb; asb, aub; aub,

dimana A€ UBEV.

Misalkan {e;|i € I} dan {f;|j € J} adalah basis untuk U dan V. Untuk konstruksi
tensor product dapat menggunakan dua cara yaitu konstruksi pertama adalah dengan
menggunakan kedua basisnya dan konstruksi kedua adalah dengan menggunakan
ruang quotient (Roman, 2007).

Definisi 1.6.12.3 Jika V;, ..., Vj, dan W adalah ruang vektor atas F, fungsi  f:V; X -+ X
1, = W adalah multilinear jika itu linear jika itu adalah linear di setiap koordinat secara
terpisah, yaitu, jika

FUg, o U1, TV + SV Up g, e, Up)
=7 (Uq, oo, Ug—1, Uy Ugg1s e Un)
+ (U, ey Upm1, V' Upgqy ey Uy)

(112
)

untuk setiap k = 1, ...,n. (Roman, 2007)
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Contoh 1.6.12.3 Jika A adalah aljabar F, maka pemetaan perkalian u:A x ---x A - A
didefinisikan oleh u(ay, ...,a,) = a, -~ a, adalah n-linear atau multilinear.

Definisi 1.6.12.4 Jika V,, ..., V,, adalah ruang vektor atas R, maka tensor product dari
v, ..., V, adalah ruang vektor V; ® --- ® 1;,, bersama dengan pemetaan multilinear ¢: V; x
XV, =V ® - ®V, dengan properti berikut: Jika ¥ adalah pemetaan multilinear dari
V, x -+ X V, ke ruang vektor X, maka terdapat pemetaan linear tunggal ¢ dari V; ® - ®
V, ke X memenuhi y: 1 o ¢. (Roman, 2007)

Untuk pembahasan selanjutnya akan digunakan simbol TV untuk menyatakan

Definisi 1.6.12.5 Aljabar A atas F adalah aljabar graded jika ruang vektor atas F, A dapat

ditulis dalam bentuk
AzEBAi (113
)

i20

untuk subruang A4; dari A, dan dimana memiliki sifat perkalian yaitu:

)
Elemen dari A; adalah derajat homogen i. Jika a € A dapat ditulis
a=a, +-+a, (115
)

untuk a;, € A;,,i, # i;, maka a; adalah komponen homogen dari a dengan derajar iy.

(Roman, 2007)

Filtrasi dari aljabar A adalah semua barisan A; dari A memenuhi 4; € A;,, dan
A; Ay € Ay untuk setiap i, k € N.

Definisi 1.6.12.6 Misalkan V adalah ruang vektor atas R. Misalkan T"V =V ® - ® V.
Jika n=0 maka T°V =R. Aljabar tensor T(V) = @5, TV=RPVOVRQV + .
dengan muplikasi dengan bentuk

VM®.Qu) WR.QU)=1Q .01, Qv R ..Q v, (116
)

(Bauerle & Kerf, 1990)

Definisi 1.6.12.7 Misalkan L adalah aljabar Lie. Aljabar enveloping umum dari L adalah
pasangan (U(L),i) dengan U(L) aljabar asosiatif dengan elemen unit dan i
homomorfisma aljabar Lie

i:L - U(L) (117
)
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dimana U(L) adalah diperhatikan sebagai aljabar Lie yaitu i adalah pemetaan linear
memenuhi

i([x,y]) = i()i(y) — i(y)ix) (x,y €L) (118
)

Lebih lanjut pasangan (U(L),i) adalah memenuhi untuk suatu pasangan lain (W, )
dengan W aljabar asosiatif dengan elemen unit dan j homomorfisma aljabar Lie j: L - W
terdapat homomorfisma : U(L) - W, pemetaan identitas dari U(L) ke identitas dari W,
dan memenuhi j = i o i. (Bauerle & Kerf, 1990)

1.6.13 Generalisasi matriks Cartan dan Aljabar Lie Kac-Moody

Pada subbab ini dibahas tentang matriks Cartan, generalisasi matriks Cartan,
realisasi, dan aljabar Lie Kac-Moody.
Definisi 1.6.13.1 Matriks Cartan (Aij)fJ_:l dari aljabar Lie semisederhana yang
didefinisikan melalui dual kontraksi antara IT dan I1":

2(aj]a;) (119
(alay) )

Ajj =(a;af) =

(Bauerle & Kerf, 1990)

Definisi 1.6.13.2 Misalkan matriks Cartan A dari aljabar Lie semisederhana kompleks
berdimensi hingga. maka

1) detA+#0

2) Aii = 2 (l = 1, ,k)

3) A;;€{0,—-1,-2,-3} (i#))
(Bauerle & Kerf, 1990)

Definisi 1.6.13.3 Misalkan A adalah matriks n x n dengan properti berikut

1) 4;=2 (i=1,..,n)

2) A;€{0,-1,-2,..} (G#))

3) Ajj=004;=0

4) A adalah tidak dapat dikomposisikan

maka A adalah generalisasi matriks Cartan. (Bauerle & Kerf, 1990)

Definisi 1.6.13.4 Matriks A = (4;;) berorde n x n dikatakan decomposable jika dengan
melakukan permutasi indeks baris dan kolomnya dengan satu permutasi yang sama =«
maka akan berbentuk
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(Anymn) = (ﬁ 2) (120)

dimana B dan C adalah matriks persegi. Matriks n x n yang tidak decomposable disebut
indecomposable. (Bauerle & Kerf, 1990)

Definisi 1.6.13.5 Misalkan A adalah matriks n X n dengan rank A = r. Maka realisasi dari
matriks A ini adalah {H, I1, 11"} dengan:

1) H adalah ruang vektor kompleks dengan dimensi (2n — r).

2) 11V ={a?,a},...,al} adalah himpunan dari n elemen bebas di H.

3) M ={ay,a,,..,a,} adalah himpunan dari n elemen bebas di ruang dual H* dari
H.

4) Kontraksi dual antara H* dan H adalah memenuhi 4;; = (a;, a}).

(Bauerle & Kerf, 1990)

Definisi 1.6.13.6 Misalkan A = (4,) adalah generalisasi matriks Cartan yang tidak dapat
dikomposisi, dan g adalah aljabar Lie Kac-Moody Umum atas R. Mengingat bahwa, jadi
didefinisikan, g adalah aljabar Lie atas R pada generator 3! e;, hj, f;, 1 < j < n, dengan
relasi

lewhj] = Aer.  [fiols] = =Apfie  [hh] =0, [ewfi] = S, (121)

untuk setiap 1 < j,k <n. Misalkan H adalah span real dari h; dan ¢ ideal maksimal
tunggal dari § dimana irisannya H trivially. Maka aljabar Lie Kac-Moody Direduksi g
didefinisikan oleh g = §/9, sedangkan aljabar Lie Kac-Moody Standar g didefinisikan
g = §/K dimana K adalah ideal dari § digenerat oleh elemen e;j(ad e,)*<*' dan
fi(ad fi)*i* untuk setiap 1 < j,k < n,j # k. (Berman & Pianzola, 2007)

Contoh 1.6.13.1 Aljabar Lie sl(n, C) adalah aljabar Lie Kac-Moody Standar (Bauerle &
Kerf, 1990) dan aljabar Lie Kac-Moody Direduksi (Kac V. G., 1985).

1.6.14 Modul Quaternion

Sebelum membahas quaternion pada aljabar Lie. Diperlukan istilah modul
quaternion yang definisinya sebagai berikut:

Definisi 1.6.14.1 Struktur quaternion pada ruang vektor V atas C adalah suatu pemetaan
konjugat linear J:V - V:J(au) = aJ(u) untuk a € C, u € V, memenuhi relasi J?> = —I.
Modul kiri H adalah ruang vektor real U dengan aksi dari H pada kiri, (x,v) - xv,
memenuhi bahwa x(yv) = (xy)v untuk setiap x,y € H dan v € U. Struktur quaternion J
pada V ruang vektor V atas C adalah ekuivalen dengan struktur modul H pada V
ditunjukkan sebagai ruang vektor real. (Kori, 2023)

Contoh 1.6.14.1 H" adalah modul atas gelanggang H.

Misalkan ¢ adalah involusi linear C pada modul quaternion (V,]) memenuhi anti
komutatif J: Jo = —a/. Misalkan V, adalah ruang eigen dari o bersesuaian dengan nilai
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eigen +1. Maka JV, = {Ju; u € V,;} adalah ruang eigen dari ¢ bersesuaian dengan nilai
eigen —1 dan diperoleh dekomposisi direct sum dari V:

V=V +JV, = HQ®cV, (122)

Terdapat juga konjugasi kompleks t pada modul V atas C; 72 = I. T membatasi konjugasi
involusi linear pada V,; ©(z) =2z, z€V,. Diperoleh t(z; +Jz,) =2z, +JZ, untuk
24,2, € V,. 0 dan t adalah homomorfisma komutatif dari V: ot = t0. Jika dimisalkan V,
menotasikan subruang eigen dari T pada V, bersesuaian dengan nilai eigen +1, maka
diperoleh

Vo =CQrV, =V, +V=1V,, V = H Qg V, (123)
yang mengembalikan struktur quaternion pada V. (Kori, 2023)

Definisi 1.6.14.2 Misalkan V =V, + JV, adalah modul H. Misalkan W adalah submodul
R dari V.

1. W adalah submodul J dari V jika W adalah invarian under J, atau ekuivalen, W
memiliki dekomposisi direct sum W = U, + JU, untuk R-subruang vektor U, dari
V.

2. W adalah submodul ¢ dari V jika W adalah invarian under konjugat
automorfisma t dan o, atau ekuivalen, W bersesuai Z,-gradasi;
W=wnV,+wWnJj,.

(Kori, 2023)

Contoh 1.6.14.2 Setiap submodul H dari modul H adalah submodul J dari V. gl(n, H)
adalah modul H.

1.6.15 Aljabar Lie Quaternion

Pada subbab ini dibahas tentang aljabar Lie quaternion, homomorfisma aljabar
Lie quaternion, ideal dari aljabar Lie quaternion, dan aljabar Lie quaternion bebas.

Pada 1.6.5 telah dibahas tentang aljabar Lie atas lapangan real dan kompleks.
Selanjutnya, dalam penelitian yang dilakukan oleh pada tahun 2023 diberikan definisi
tentang aljabar Lie atas quaternion yang kemudian sebagai aljabar Lie quaternion
dengan definisi sebagai berikut:

Misalkan (V,]) adalah modul H. Misalkan ¢ adalah involusi linear C pada V yaitu
anti komutatif J: Jo = —a/, dan misalkan t adalah konjugat involusi linear C pada V yaitu
komutatif dengan o: ot = 0. Misalkan V, adalah subruang eigen C dari o bersesuaian
dengan nilai eigen +1. Maka V =V, + JV,. V, dan JV, adalah invarian terhadap .

Definisi 1.6.15.1 Misalkan L adalah submodul R dari modul H (V, ). L dikatakan Aljabar
Lie quaternion jika L dilengkapi dengan suatu bracket [-] yang memenuhi sifat-sifat
berikut:

1. (L, [-']) adalah suatu aljabar Lie real:
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a. Operasi bracket adalah bilinear atas R.

b. [X,Y]+ [Y,X] = 0 untuk setiap X,Y € L.

c. [X[v,Z]]+][Y,[z X]] +[Z [X, Y]] = O untuk setiap X,Y,Z € L.
2. o dan t adalah homomorfisma aljabar Lie L:

a. (L,[-]) adalah invarian terhadap involusi ¢ dan .

b. olX,Y] =[oX, oY), t[X,Y] =[tX,tY], VX, Y €L.

Contoh 1.6.15.1 gl(n; H) adalah aljabar Lie quaternion dengan bracket:
[X, + )Y, X5 + Y] = [X, X5 + [X4,]Y2] + UYL, Xo] + UYs,JYs]

= (X1X2 _X2X1) + U)?lYZ _]Y2X1) + (/Y1X2 _]XZYJ
+(—-1Y, + ,Y))
= (X1 X, — X, X, — 1Y, + 1))
+H(X,Y, — X1 + Y1 X, — Xo1))

cX+JY)=X—-JY

tX+jY)=X+JY

Seperti pada aljabar Lie atas lapangan real atau kompleks. Tasioki kori dalam
papernya juga membahas tentang homomorfisma dan ideal pada quaternion dengan
definisi sebagai berikut:

Definisi 1.6.15.2 Misalkan L dan L' aljabar Lie quaternion. Misalkan o;,7;: L — L dengan
o;(u; + Jv;) = u; — Jv; dan t;(u; + Jv;) = 4; + J;. Homomorfisma ¢: L — L' dari aljabar
Lie real adalah dikatakan homomorfisma dari aljabar Lie quaternion jika memenuhi:

@(ou) = o, (w) dan @ (t;u) = 7,¢9(w), untuk setiap u € L (124)
(Kori, 2023)

Definisi 1.6.15.3 Misalkan L adalah aljabar Lie quaternion dan misalkan I adalah ideal
dari L yang dipandang suatu aljabar Lie real. I dikatakan suatu ideal dari aljabar Lie
quaternion L jika I adalah invarian atas involusi . (Kori, 2023)

Ruang quotient dari aljabar Lie quaternion L oleh suatu ideal P yang dilengkapi
dengan struktur aljabar Lie quaternion, dimana involusi é pada L/P didefinisikan oleh

6(x+P)=0x+P (125)

Untuk homomorfisma dari aljabar Lie quaternion ¢: L — L', kernel ker ¢ menjadi ideal dari
L. (Kori, 2023)

Definisi 1.6.15.4 Misalkan X himpunan terbatas yang teridentifikasi dengan
subhimpunan 1 ® X ¢ H c X. Dinotasikan JX = j ® X ¢ H @ X. Himpunan {X, /X} dapat
dianggap sebagai subhimpunan dari modul quaternion. Misalkan L adalah aljabar Lie
quaternion yang digeneret oleh basis {X,/X}. L dikatakan bebas pada {X, X} jika, diberi
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aljabar Lie quaternion M dan pemetaan graded 7Z, ¢:X+]JX - M, terdapat
homomorfisma aljabar Lie quaternion tunggal y: L - M yang memperluas pemetaan ¢.
(Kori, 2023)

Proposisi 1.6.15.1 Terdapat aljabar Lie quaternion L bebas yang tunggal pada {X,]X}.
(Kori, 2023)

Definisi 1.6.15.5 Jika L adalah aljabar Lie quaternion bebas pada X = {x;;i € A}, dan
jilka R adalah ideal dari L digeneret oleh elemen {fj;j € A'}, L/R disebut aljabar Lie
quaternion quotient dengan generator {x;};c, dan relasi {f; = 0;i € A'}, dimana x; adalah
image di L/R dari elemen dari X. (Kori, 2023)

1.6.16 Quaternifikasi pada aljabar Lie kompleks

Pada subbab ini dibahas tentang definisi dari quaternifikasi pada aljabar Lie
kompleks.

Untuk aljabar Lie quaternion L dinotasikan oleh subruang eigen L* dari involusi
o dengan nilai eigen +1 berturut-turut. L* adalah subruang vektor dari 4 invarian atas
konjugasi kompleks 7, dan L =Lt + L7, Lt = L nV,, L™ = L nJV,. L* adalah subaljabar
dari L. Selanjutnya, akan didefinisikan quaternifikasi pada aljabar Lie sebagai berikut:

Definisi 1.6.16.1 Misalkan (L, [,]) adalah aljabar Lie real atau kompleks. Misalkan
(L,[,]) adalah aljabar Lie quaternion. L adalah quaternifikasi dari L, jika L, adalah
subaljabar Lie (real) dari L* dan jika terdapat subruang vektor (real) K dari L~ sehingga
memenuhi L, + K mengeneret L adalah aljabar Lie real. (Kori, 2023)

Contoh 1.6.16.1

3. gl(n,H) adalah aljabar Lie quaternion dan merupakan quaternifikasi dari gl(n, C).
4. sl(n,H) adalah aljabar Lie quaternion dan merupakan quaternifikasi dari sl(n, C).

Proposisi 1.6.16.1 H Q¢ sl(n,C) = sl(n,C) + Jsl(n,C) menggeneret aljabar Lie
quaternion sl(n, H) atas R. Generator dari sl(n, H) adalah

hiei fuJhiJeuJfi; (i=1,..,n—1) (126)
Oleh karena itu, quaternifikasi dari sl(n, C) adalah sl(n, H). (Kori, 2023)
1.6.17 Quaternifikasi pada aljabar Lie Sederhana
Pada subbab ini dibahas tentang quaternifikasi pada aljabar Lie sederhana.

Proposisi 1.6.17.1 Misalkan M adalah aljabar Lie quaternion. Maka Elemen hq, ..., h,
dan Jhy, ..., Jh, dari M adalah bebas linear atas C. (Kori, 2023)

Definisi 1.6.17.1 Misalkan M adalah aljabar Lie quaternion. Sehingga,

1. Misalkan H, adalah subaljabar Cartan dari M, dengan basis h;; 1 <i < n.

2. Misalkan H, adalah bentuk real dari Hy: H, = H, + V—1H,..
3. Misalkan K adalah subaljabar dari M digeneret atas R oleh H Q¢ Hy, = Hy + JH,.
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4. Misalkan H}+ adalah subaljabar dari K digeneret oleh vV—1H,. + JH,.
(Kori, 2023)
Lemma 1.6.17.1 Misalkan M adalah aljabar Lie quaternion. Sehingga,

1. H, adalah subaljabar komutatif maksimal dari M
2. Hj adalah ideal dari K yang melengkap H.,.
3. [H,K]=0
4. [K,K]=H}
(Kori, 2023)
Teorema 1.6.17.1

1. M adalah aljabar Lie quaternion yang digeneret oleh
M adalah quaternifikasi dari M,
[h, k] = 0,[h, e;] = (a;, h)e;, [h, fi] = —(a;, h)f;, (127)
[h, e;] = 6;;a7,

dan

Uh, e;] = (a;,Jh)e;, [hJe;] = (a;, h)]e;, Uh,Je;] = —(a;, h)e;
Uh fi]l = —(ai, JR)f;, [h]fi] = =i, W fi, Uk Jfil = ai, h)f;
Uh,e;] = &;/a?, [hJe] = 6;]af, Uh.Je;]l = —6;;af,
[h,Jh] =0, Jh,Jh]l =0

(128)

3. Bentuk real H, dari subaljabar Cartan H, dari M, adalah subaljabar komutatif
maksimal dari M.

4. Misalkan E adalah modul C yang digeneret oleh {f;, ..., fn,Jfi, -, Jfp} dan F
adalah modul C yang digeneret oleh {e, ..., e,, /ey, ..., Je,}. Kemudian, E, K, dan
F dipandang sebagai subaljabar Lie real dari M memberikan dekomposisi
triangular dari M:

M=K®E®F (129)
(Kori, 2023)

Lemma 1.6.17.2 Misalkan ¢; menotasikan basis e; atau Je; dan misalkan ¢; menotasikan
basis f; atau Jf;, Jika

e rei] = [eip €ty o0 [€6_r€i] 1] (130)
(b0, 0] = b0 [ D10 0 [ D1y 2] 1] (131)

maka
[, [eiys v i) ] = (i + -+ + i) €y €0, (132)

[, (b1 r b2 ] ] = =(igy + o+ ci )iy o 1] (133)
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1.6.18 Dekomposisi Sistem Akar dari aljabar Lie Quaternion

Pada subbab ini dibahas tentang dekomposisi sistem akar dari aljabar Lie
quaternion. Berikut merupakan teorema perluasan dari Subbab 1.6.10.

Teorema 1.6.18.1 Misalkan L adalah aljabar Lie quaternion, maka L memiliki properti
dekomposisi sistem akar sebagai berikut:

e=ZLa,f=ZLa

a€eAt aEA™
dimana A" = {kya; + - + kpa, = 0;k, = 0 Vn} dan
A ={kia; + -+ kpa, #0;k, <0Vn}.

2. Ly,=H® (L), jikaa#0

L():]H[@CHO!
e=H Q¢ ey,
f=H®cf

3. dim(cLai = 2,
dimCL_al. =2,i=1,..,n.

(Kori, 2023)



